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n et p entiers naturels non-nuls

K=RouC

Les éléments de K sont appelés scalaires
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A. Matrices

Définition |
Une matrice

ay; ayz ... Qip
@21 A2 ... Ay

Qp1 Ap2 ... Qpp
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A. Matrices

Définition
Une matrice de taille (n, p)

ay; ayz ... Qip
o1 A9 ... A9
A=| T g

Qp1 Ap2 ... Qpp
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A. Matrices

Définition

Une matrice de taille (n, p) a coefficients dans K

ay; ayz ... Qip
@21 A2 ... Ay
A=| T

Qp1 Ap2 ... Qpp




Chapitre B5. Matrices
A. Matrices
Définition |
Une matrice de taille (n, p) a coefficients dans K est

un tableau de n lignes et p colonnes :

ai;p a2 ... Qip
@21 A2 ... Ay

A:

Ap1 Ap2 ... App
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A. Matrices

Définition |
Une matrice de taille (n, p) a coefficients dans K est
un tableau de n lignes et p colonnes :

ai;p a2 ... Qip

ao1 A9 ... A9
A= = "’

Ap1 Ap2 ... App

Les a;; appartiennent a K




Chapitre B5. Matrices

A. Matrices

Définition |
Une matrice de taille (n, p) a coefficients dans K est
un tableau de n lignes et p colonnes :

ai;p a2 ... Qip

ao1 A9 ... A9
A= = "’

Ap1 Ap2 ... App

Les a;; appartiennent a K, ils sont indexés par :
¢ @ indice de ligne j 1 indice de colonne
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A. Matrices

Notation
Ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a
coefficients dans K :

Mp(K)
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A. Matrices
Exemples |

(i) Matrice nulle U}y =
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A. Matrices
Exemples |

(i) Matrice nulle

(ii) Matrice-ligne Matrice-colonne

C1

L=t - 0) C =
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A. Matrices

Remarque |
Deux matrices sont égales si et seulement si elles sont
de méme taille et tous leurs coefficients sont égaux.
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A. Matrices

Notation
a1; a2 - Qip

a1 Q2 -+ Q2p

A=

Ap1 Qp2 - App
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A. Matrices

Notation

a1; a2 - Qip
Qg1 Q22 -+ A2

A= . . . = (aij) 1<ign
: : : 1<j<p

Ap1 Qp2 - App
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A. Matrices

Notation
ail
a1

A=
ani

alp
agp

= - )

@iy
ou les Cj sont les colonnes.
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A. Matrices

Notation
ai;p apz - Qip
a1 G2 -+ A2 o
A — i . _p —

Ap1 Qp2 - App
ou les L; sont les lignes.
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B

. Opérations linéaires
Définition : multiplication par un scalaire |
A e M, (K) AeK

a1 ... Q1p
Si A=| : :

Qpl .. Qpp

)\041 50 o )\CLlp
alors AA =
)\CLnl 50 0 )\anp
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B

. Opérations linéaires
Définition : multiplication par un scalaire |
A e M, (K) reK

a1 ... Q1p

Si A=
Qpl .. Qpp
)\a11 50 o )\CLlp
alors A =
)\CLnl 50 0 )\anp

En d’autre termes :
Si A = (aij)lsign anrs >\A = ()\azj)}zzin

NS Y

P
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‘—1I. Définitions
B. Opérations linéaires

Remarque |
La multiplication par un scalaire définit I'application :

K x Mpp(K) — Myup(K)
(AMA) — AA
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I. Définitions
B. Opérations linéaires

Remarque |
La multiplication par un scalaire définit I'application :

K x Mpp(K) — Myup(K)
(AMA) — AA

Exemple

1A =




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

B. Opérations linéaires

Remarque |
La multiplication par un scalaire définit I'application :

K x Mpp(K) — Myup(K)
(AMA) — AA

Exemple

1A=A 0A =




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

B. Opérations linéaires

Remarque |
La multiplication par un scalaire définit I'application :

K x Mpp(K) — Myup(K)
(AMA) — AA

Exemple

1A= A 04 =0,,




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

B. Opérations linéaires

Remarque |
La multiplication par un scalaire définit I'application :

K x Mpp(K) — Myup(K)
(ANA) — AA

Exemple
1A=A 0A =0,
(—1)A est notée —A



Chapitre B5. Matrices
B. Opérations linéaires
Définition : addition |
A, B € M,,,(K)
ay; - alp bll blp
Si A= : | et B= :
apl - anp bnl bnp
ail + bll T Qp + blp
alors A+ B = :
an1 + bnl T Qpp + bnp




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

B. Opérations linéaires

Définition : addition |

A, B € M,,,(K)
app - a by -+ by,
Si A= : : et B = :
Ap1 Ay bt =+ by
ail + bll T Qp + blp
alors A+ B = :

an1 + bnl T Apyp + bnp
En d'autre termes :
Si A= (aij) et B = (blj) alors A+ B = (aij + bl])




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

B. Opérations linéaires

Remarque
L'addition des matrices définit |'application :

Mup(K) X Mup(K) —> Mnp(K)
(A,B) — A+ B

Exemple
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B

. Opérations linéaires

Remarque
On note A — B pour la soustraction.
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B

. Opérations linéaires

Remarque
On note A — B pour la soustraction.

Elle est définie par: A—B=A+(—1)B




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions
B. Opérations linéaires

Remarque
On note A — B pour la soustraction.

Elle est définie par: A—B=A+(—1)B
On remarque que :

VAE M,(K) A—A=




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions
B. Opérations linéaires

Remarque
On note A — B pour la soustraction.

Elle est définie par: A—B=A+(—1)B
On remarque que :

VA€ My(K) A—A=0,,
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Proposition
Aet B € M,,(K) (A, p) € K2

MA+ B) = A+ \B
A+ u)A = A+ uA

A(pA) = (Au)A




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions
B. Opérations linéaires

Définition
Ay, ..., A, matrices de taille (n,p)
A1, ..., Ay scalaires

La matrice

> MNAR = MA 4+ A A
J=1

est une combinaison linéaire de Aq,..., A,,.




Chapitre B5. Matrices
B. Opérations linéaires
Définition |
Pour tout (i,7) telsque 1 < i <netl<j<p,
on note F;; la matrice dont tous les coefficients sont
nuls, sauf celui de la ligne 7 et de la colonne j qui
vaut 1.




Chapitre B5. Matrices

B. Opérations linéaires

Définition |
Pour tout (i,7) telsque 1 < i <netl<j<p,
on note F;; la matrice dont tous les coefficients sont

nuls, sauf celui de la ligne 7 et de la colonne j qui
vaut 1.

Proposition |
Toute matrice A = (a;;) se décompose de facon
unique comme combinaison linéaire des matrices E;; :

n p
A= > ayE;

i=1j=1
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Chapitre B5. Matrices
C. Multiplication
Définition : multiplication |
Produit d'une ligne par une colonne :
1
LC =(l; - £)
o

= ijCj = 6101 + .-+ gncn
J=1




Chapitre B5. Matrices
C. Multiplication
Définition : multiplication |
A de taille (m,n) B de taille (n, p)
Le produit AB est la matrice C' de taille (m, p) dont
les coefficients sont :
Vi=1...m VE=1...p:
n

Cik = 2 aijbjk

=




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

C. Multiplication

Remarques

(i) La multiplication matricielle définit
I"application :

MWLH(K) X an(K) — MWLP(K)
(A,B) — AB

(ii) Le coefficient (i, k) est le produit de la ligne i de
A par la colonne k de B.
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C. Multiplication

Exemple 1
Calculer AB et BA dans les cas suivants :

1 -2
(i) A:G g g) B=|2 o0
13

o a-(i%) w- (%Y
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C. Multiplication

Exemple 1 (suite)
Calculer AB et BA dans les cas suivants :

1 0
2 1 1-1 1 8
(i) A=1¢ 4 B_(1 0—1 9)
7 —6

o (BD) (1)




Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication

Exemple 1 (suite)
Calculer AB et BA dans les cas suivants :

4—-6 7 1 00
(v A=|1 0 5| B=|010
3 3 4 00 1
2131 g
(vij A=[2 00 0| B= 10
0000

-3




Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication
Remarques |

(i) La multiplication matricielle n’est pas
commutative :

En général AB # BA




Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication
Remarques |

(i) La multiplication matricielle n’est pas
commutative :

En général AB # BA

(ii) La régle du produit nul est fausse en
général :

ABZOmp #(Azomn ou B:Onp)




Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication
Remarques |

(i) La multiplication matricielle n’est pas
commutative :

En général AB # BA

(ii) La régle du produit nul est fausse en
général :

ABZOmp #(Azomn ou B:Onp)

Par contre :

OpnA = 0y~ Ay = Opyg
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C. Multiplication

> Exercice 1.
Calculer AB et BA pour

20 —2
1 0 1) B

(i)A:< - 5 0
10 5-5 .

(i) A=(3-4 2 2) B=

S = -
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C. Multiplication

> Exercice 2. |

Calculer A, A% A3, A" (n € N) pour A = (12 111)

> Exercice 3. |
Calculer (AB)C et A(BC) ou :

4 —6
356
A=(1 -1) B=(653> G (E2R =3




Chapitre B5. Matrices
C. Multiplication
Définition |
Matrice identité :
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C. Multiplication

Définition
Matrice identité :

VA E Myn(K) AL, = A
VB e M,,(K) I,B=B
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C. Multiplication

Définition |
Symbole de Kronecker :

1 sii=j

0 sinon.

(5@' =
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C. Multiplication
Définition |
Symbole de Kronecker :

1 sit=7
0 sinon.

(5@' =

Donc : In = (0i)1<i. j<n
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e
C. Multiplication

Définition |
Symbole de Kronecker :

%:{1SM:j

0 sinon.

Donc : In = (0i)1<i. j<n

Remarque
Démontrons que Al, = A.




Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication

Proposition |
Pour toutes matrices A, B, C et tout scalaire )\, en
supposant que les produits sont définis :

(A+ B)C = AC + BC (M)B = \(AB)
A(B +C) = AB + AC A(\B) = A(AB)
(AB)C = A(BC)




Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication

Proposition |
Pour toutes matrices A, B, C et tout scalaire )\, en
supposant que les produits sont définis :

(A+ B)C = AC + BC (M)B = \(AB)
A(B +C) = AB + AC A(\B) = A(AB)
(AB)C = A(BC)

Démonstration. Vi=1...m Vk=1...p

n n
(aij + bij)eji = Yoaijcjn + D bijcjn
j=1 j=1

n
j=1



Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication

Proposition |
Pour toutes matrices A, B, C et tout scalaire )\, en
supposant que les produits sont définis :

(A+ B)C = AC + BC (M)B = A\(AB)
A(B+C)=AB+ AC A(AB) = \(AB)
(AB)C = A(BC)

Démonstration. Vi=1...m Vk=1...p

n n n
>_aij(bjk + ¢jr) = 2 agbjr + > aijcji
=1 j=1 j=1



Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication

Proposition |
Pour toutes matrices A, B, C et tout scalaire )\, en
supposant que les produits sont définis :

(A+ B)C = AC + BC (M)B = \(AB)
A(B +C) = AB + AC A(\B) = A(AB)
(AB)C = A(BC)

Démonstration. Vi=1...m Vk=1...p

n

Z(Aam) jk = )‘Zaw jk

J:



Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication

Proposition |
Pour toutes matrices A, B, C et tout scalaire )\, en
supposant que les produits sont définis :

(A+ B)C = AC + BC (M)B = \(AB)
A(B +C) = AB + AC A(\B) = A(AB)
(AB)C = A(BC)

Démonstration. Vi=1...m Vk=1...p

>_aij(Abjr) = A _aijbji
j=1 j=1




Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication

Proposition |
Pour toutes matrices A, B, C et tout scalaire )\, en
supposant que les produits sont définis :

(A+ B)C = AC + BC (M)B = \(AB)
A(B +C) = AB + AC A(\B) = A(AB)
(AB)C = A(BC)

Démonstration. Associativité :




Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication

Proposition |
Pour toutes matrices A, B, C et tout scalaire )\, en
supposant que les produits sont définis :

(A+ B)C = AC + BC (M)B = \(AB)
A(B +C) = AB + AC A(\B) = A(AB)
(AB)C = A(BC)

Démonstration. Associativité :




Chapitre B5. Matrices

C. Multiplication

> Exercice 4.
Calculer E;; Ey; pour tous (4,7, k, () € N%.
Utiliser le symbole de Kronecker.




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

D. Opérations élémentaires



Chapitre B5. Matrices

I. Définitions
D. Opérations élémentaires

Définitions |
Opérations élémentaires sur une matrice (n,p) :

(Li < Li +aLj) ajoutdeal;al; (acK)
(L; + AL;) multiplication de L; par A (A € K¥)

(Li +> L;) interversion de L; et L.




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions
D. Opérations élémentaires

Définitions |
Opérations élémentaires sur une matrice (n,p) :

(C; < Ci+aCj) ajoutdeaC;aC; (acK)
(Cy <= AC;) multiplication de C; par A (A € K¥)

(Ci +» Cj) interversion de Cj et C].




Chapitre B5. Matrices

D

. Opérations élémentaires

Définitions |
Les matrices élémentaires sont (1 < i,j < n) :

» |les matrices de transvection :
ﬂ'(&):]n+CYEij Z;’é] acK




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions
D. Opérations élémentaires

Définitions |
Les matrices élémentaires sont (1 < i,j < n) :
» les matrices de transvection :
ﬂ'(&):]n+CYEij Z;’é] acK
» les matrices de dilatation :
DN =I1,+(A=1)Ej; A e K*




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions
D. Opérations élémentaires

Définitions |
Les matrices élémentaires sont (1 < i,j < n) :

» |les matrices de transvection :

ﬂ'(&):]n+CYEij Z;’é] acK
» les matrices de dilatation :
DN =I1,+(A=1)Ej; A e K*

» les matrices de permutation :
Pj=1I,+Ejj+ Ej;; — E; — Ej;




Chapitre B5. Matrices

D. Opérations élémentaires

Exemple 2

1 00 1 40
D=1010 T=1]1010

007 001

1 00 a b c
P=1001 M=1|d e f

010 g h 1

Calculer DM TM PM
puis MD MT MP.




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

D. Opérations élémentaires

Proposition |
Les opérations

reviennent a la multiplier a gauche par :

Tij(a)  Di(A) Py




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

D. Opérations élémentaires

Proposition |
Les opérations

reviennent a la multiplier a droite par :

Tij(a)  Di(A) Py
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Chapitre B5. Matrices
E. Transposition
Définition |
. .t
Transposée de A € M,,,(K) : "A € M,,(K)

i — .. ; t — /.. ; /.. — ..
Si A= (a”)iiﬁz alors A (aﬂ)iiiiﬁ avec aj; = aj;




Chapitre B5. Matrices
E. Transposition
Définition |
. . T
Transposée de A € M,,,(K) : A" € M,,(K)

Si A= (a;;)i<i<n alors 'A = (a’..)1<i<» avec a’, = a;;
(”)K;’g; ( 2)1g§<5 7 v]




Chapitre B5. Matrices
E. Transposition
Définition |
. .t
Transposée de A € M,,,(K) : "A € M,,(K)

i — .. ; t — /.. ; /.. — ..
Si A= (a”)iiﬁz alors A (aﬂ)iiiiﬁ avec aj; = aj;




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

Définition |
Transposée de A € M,,,(K) : 'A € M,,(K)

Si A = (aij)1<i<n alors A = (a};)1<i<0 avec a; = aj

1<5<p 1<i<n

Exemple

alors A=

4
3
5
) alors ‘B =



Chapitre B5. Matrices

Définition |
Transposée de A € M,,,(K) : 'A € M,,(K)

Si A = (aij)1<i<n alors A = (a};)1<i<0 avec a; = aj

Exemple |
1
1 0 -2
_ tA_
Si A= _g alors A= (4 3 5)



Chapitre B5. Matrices

Définition |
Transposée de A € M,,,(K) : 'A € M,,(K)

Si A = (aij)1<i<n alors A = (a};)1<i<0 avec a; = aj

1<5<p 1<i<n

Exemple |

alors A= (1 J _2)

4
3
5
1 2
tp
) alors B—(O 8)
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E. Transposition

Remarque
La transposition définit I'application :

an(K> — MPH(K)
A— A




Chapitre B5. Matrices

I. Définitions

Proposition |
(i) Pour toutes matrices A et B de méme taille :

"A+B)="'A+'B
(ii) Pour toute matrice A et tout scalaire \ :
{(24) = A('4)

(iii) Pour toute matrice A de taille (m,n) et toute
matrice B de taille (n,p) :

t{(AB) = 'B'A




Chapitre B5. Matrices

E. Transposition

Exemple (suite)

1 4
Si A= 0 3
-2 5

. 10
Si B—<2 8)

AB =

1 0-2
tA_
alors A= (4 )

1 2
tp _
alors B_<O 8)

tBtA:
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E. Transposition

Exemple (suite)

1 4

Si A= 0 3

-2 5

. 10

Si B—<2 8)
9 32
AB=|6 24

1 0-2
tA_
alors A= (4 )

1 2
tp _
alors B_<O 8)

tBtA:



Chapitre B5. Matrices

E. Transposition

Exemple (suite)

1 4

Si A= 0 3

-2 5

. 10

Si B—(2 8)
9 32
AB=|6 24

1 0-2
tA_
alors A= (4 )

1 2
tp _
alors B_(O 8)

9 6 8
tptA —
BA_(32 24 40)



Chapitre B5. Matrices
E. Transposition
Proposition |
(i) Pour toutes matrices A et B de méme taille :

"A+B)="'A+'B

Démonstration.

Pourtout j=1...peti=1...n le coefficient
(j,i) de "(A+ B) est :

o /
CLZ'j -+ bij = Clji —+ bji



Chapitre B5. Matrices
E. Transposition
Proposition |
(ii) Pour toute matrice A et tout scalaire A :

'(A) = A(A)

Démonstration.

Pourtout j=1...peti=1...n le coefficient
(7,7) de "(AA) est :

_ /
)\azij — )\aﬂ



Chapitre B5. Matrices

E. Transposition

Proposition |
(iii) Pour toute matrice A de taille (m,n) et toute
matrice B de taille (n,p) :

‘(AB) = 'B'A

Démonstration. On note :
» a;; bji cii les coefficients de A B et AB
> ay by ¢, ceuxde ‘A 'B '(AB)

71




Chapitre B5. Matrices

E. Transposition

Proposition |
(iii) Pour toute matrice A de taille (m,n) et toute
matrice B de taille (n,p) :

‘(AB) = 'B'A

Démonstration. Alors :
/ & & /
Chi = Cik = D_aijbjx = D_ajby; Z% i
j=1 j=1

Les coefficients de '(AB) sont bien ceux de 'B'A,
donc Y(AB) = 'B'A. O




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
A. Ecriture matricielle
B. Algorithme du pivot de Gauss
C. Structure de I'ensemble des solutions



Chapitre B5. Matrices

I1. Systémes linéaires

A. Ecriture matricielle



Chapitre B5. Matrices
A. Ecriture matricielle
Notation |
Systeme linéaire :
S : : :




Chapitre B5. Matrices
A. Ecriture matricielle
Notation |
Systeme linéaire :
S : : :

Matrice de S :

aiy - alp




Chapitre B5. Matrices
A. Ecriture matricielle
Notation |
Systeme linéaire :
S : : :

Matrice inconnue :
|
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A. Ecriture matricielle
Notation |
Systeme linéaire :
S : : :

Matrice du second membre :




Chapitre B5. Matrices
A. Ecriture matricielle
Notation |
Systeme linéaire :
S : : :

Matrices :
aix - Alp 4o by

Qp1 -+ App Ly bn




Chapitre B5. Matrices
A. Ecriture matricielle
Notation |
Systeme linéaire :

S e
@il AP ©©° - Oy = By
Matrices :
aix - Alp 4o by
A= X = B =
@il ©°° Tl 7 by,

Ecriture matricielle S:AX =B
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II. Systémes linéaires

A. Ecriture matricielle

Exemples
3r — y= 2
S:<¢bxr—3y= 3
T — 5y =—1

) r+oy+ = = 7
|dx —6y —z 4+t =12




Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
A. Ecriture matricielle

Exemple 3
Résolution matricielle du systeme :

d3r+4y=1
r+ 9y =1




Chapitre B5. Matrices
A. Ecriture matricielle
Remarque |
Les opérations élémentaires sur les lignes peuvent
étre appliquées sur la représentation matricielle.
Elles modifient les matrices A et B mais pas la ma-
trice X.




Chapitre B5. Matrices
A, Ecriture matricielle
Remarque |
Les opérations élémentaires sur les lignes peuvent
étre appliquées sur la représentation matricielle.
Elles modifient les matrices A et B mais pas la ma-
trice X.
En effet une opération élémentaire sur les lignes est
une multiplication a gauche par une matrice élémen-
taire F, et :

AX =B = E(AX)=EB
— (EA)X = (EB)




Chapitre B5. Matrices
A, Ecriture matricielle
Remarque |
Les opérations élémentaires sur les lignes peuvent
étre appliquées sur la représentation matricielle.
Elles modifient les matrices A et B mais pas la ma-
trice X.
En effet une opération élémentaire sur les lignes est
une multiplication a gauche par une matrice élémen-
taire F, et :

AX =B <« E(AX)=EB
&~ (EA)X = (EB)

Ces implications sont en fait des équivalences.
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B. Algorithme du pivot de Gauss



Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Remarque
L'algorithme du pivot de Gauss permet de :

» résoudre un systéme linéaire,




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Remarque
L'algorithme du pivot de Gauss permet de :

» résoudre un systéme linéaire,

» prouver qu'une matrice est inversible,
et calculer sa matrice inverse.




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Remarque
L'algorithme du pivot de Gauss permet de :

» résoudre un systéme linéaire,

» prouver qu'une matrice est inversible,
et calculer sa matrice inverse.

» calculer le rang d'une matrice,




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Remarque
L'algorithme du pivot de Gauss permet de :

» résoudre un systéme linéaire,

» prouver qu'une matrice est inversible,
et calculer sa matrice inverse.

» calculer le rang d'une matrice,
» calculer le déterminant d'une matrice carrée.




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode pour les systéemes linéaires |
On utilise uniquement des opérations élémentaires
sur les lignes.




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode pour les systéemes linéaires |
On utilise uniquement des opérations élémentaires
sur les lignes.

On agit sur les représentations matricielles plutét que
sur les systemes.

AX =B <— FAX=FEB




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode pour les systéemes linéaires |
On utilise uniquement des opérations élémentaires
sur les lignes.

On agit sur les représentations matricielles plutét que
sur les systemes.

AX =B <— FAX=FEB

L’ensemble des solutions n'est pas modifié.




Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires

B. Algorithme du pivot de Gauss

Exemple 4

2r4+ y+ z—t=4
z 1+ 2y t=1
3x+oy+ z+1t=6
3x — 2z =

Sli




Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires

B. Algorithme du pivot de Gauss

Exemple 4

T —2y+ z+ t: 2
=05 9r U = 2% — -1
2x +62+3t 1
r — 3y +4t= 6

SQZ




Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires

B. Algorithme du pivot de Gauss

Exemple 4

t+ y+ z-—3t=1
z+ y—3z2+ t=1
z—3y+ 2+ t=1
3r4+ y+ z+ t=1

532




Chapitre B5. Matrices
‘—1II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Le cas des systemes de Cramer



Chapitre B5. Matrices
‘—1II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Le cas des systemes de Cramer

all ......... a/ln
L|
0 """ O‘ann

Tous les coefficients diagonaux a;; sont non-nuls.



Chapitre B5. Matrices
‘—1II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Le cas des systemes de Cramer

ai 0 - 0
0 0 G

Tous les coefficients diagonaux a;; sont non-nuls.
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‘—1II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Le cas des systemes de Cramer



Chapitre B5. Matrices
‘—1II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Le cas général

Quel que soit le systéme on peut obtenir une
matrice échelonnée, puis échelonnée réduite.



Chapitre B5. Matrices
B. Algorithme du pivot de Gauss
Définitions |
» Une matrice est échelonnée par lignes si chaque
ligne non-nulle commence par strictement plus
de zéros que la précédente.




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B

. Algorithme du pivot de Gauss
Définitions |
» Une matrice est échelonnée par lignes si chaque
ligne non-nulle commence par strictement plus

de zéros que la précédente.

» On note
aljl a2j2 ce CL,A]‘T
les premiers coefficients non-nuls de chaque
ligne.
Ce sont les pivots. (r<netr<p)




Chapitre B5. Matrices
B. Algorithme du pivot de Gauss

Définitions |

» Une matrice est échelonnée par lignes si chaque
ligne non-nulle commence par strictement plus
de zéros que la précédente.

» On note

aljl a2j2 ce CL,«]‘T

les premiers coefficients non-nuls de chaque
ligne.
Ce sont les pivots. (r<netr<p)

» Une matrice est échelonnée réduite par lignes si

tous ses pivots sont égaux a 1 et sont les seuls
éléments non-nuls de leurs colonnes.




Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Définitions (suite) |
Un systeme linéaire est échelonné ou échelonné réduit
si sa matrice est échelonnée par lignes ou échelonnée
réduite par ligne.




Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Théoreme |
Tout systeme linéaire est équivalent a un systeme
linéaire échelonné réduit.




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Théoreme |
Tout systeme linéaire est équivalent a un systeme
linéaire échelonné réduit.

Démonstration. Ceci est conséquence de
I'algorithme du pivot de Gauss.




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Théoreme |
Tout systeme linéaire est équivalent a un systeme
linéaire échelonné réduit.

Démonstration. Ceci est conséquence de
I'algorithme du pivot de Gauss.

A partir de toute matrice A on peut obtenir une
matrice échelonnée par ligne réduite en effectuant
des opérations élémentaires sur les lignes, donc tout
systeme AX = B est équivalent a un systeme
échelonné réduit. ]



Chapitre B5. Matrices
B. Algorithme du pivot de Gauss
Définition |
Les inconnues x;, z;, ... x;, sont appelées inconnues
principales.
Les autres sont appelées inconnues secondaires ou
parameétres.




Chapitre B5. Matrices
B. Algorithme du pivot de Gauss
Définition |
Les inconnues x;, z;, ... x;, sont appelées inconnues
principales.

Les autres sont appelées inconnues secondaires ou
parameétres.

Remarque |
Les inconnues principales sont exprimées en fonction
des inconnues secondaires.




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
B

. Algorithme du pivot de Gauss

Définition |
Les inconnues z;, x;, ... x;, sont appelées inconnues
principales.

Les autres sont appelées inconnues secondaires ou
parameétres.

Exemple 5
Résolution du systéme :

0 1 2 -2

0 1
0O 0 0 0 1-7T|X=|2
0O 0 0 0 O 0




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires

B. Algorithme du pivot de Gauss

> Exercice 5.

Résoudre les systemes :

Sli

SQZ

o

2z + y+ z= 1
T —2y+ =z
T+ y-— 2z

T+ y+ 2+ t=1

r+2y+324+ 4= 5
z + 3y + 6z + 10t = 15

—1

T+ y— z—2t=-2
20+ 2y + 22+ t= 6
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I1. Systémes linéaires

C. Structure de I'ensemble des solutions
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II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Théoreme
Un systeme linéaire admet :

» une infinité de solution
» ou une solution unique

» ou aucune solution.




Chapitre B5. Matrices
C. Structure de I'ensemble des solutions
Démonstration. On note (cq, ..., c,) les éléments

du second membre d'un systeme échelonné réduit

équivalent a S.
Les lignes L, a L, sont de la forme 0 = ¢;.




Chapitre B5. Matrices
C. Structure de I'ensemble des solutions
Démonstration. On note (cq, ..., c,) les éléments

du second membre d'un systeme échelonné réduit

équivalent a S.
Les lignes L, a L, sont de la forme 0 = ¢;.

» Si l'un des ¢; est non-nul alors le systeme
n'admet pas de solution.




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. On note (cq, ..., c,) les éléments
du second membre d'un systeme échelonné réduit
équivalent a S.

Les lignes L, a L, sont de la forme 0 = ¢;.

» Si I'un des ¢; est non-nul alors le systeme
n'admet pas de solution.

Sinon, les lignes L1 a L, permettent d'exprimer les

inconnues principales en fonction des inconnues

secondaires.

» S'il existe au moins un parametre alors on
obtient une infinité de solution.

» Sinon on obtient une unique solution. O]



Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Remarques |
On note r le nombre d'inconnues principales
(appelé rang de la matrice).

» Nombre d'inconnues secondaires :
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II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Remarques |
On note r le nombre d'inconnues principales
(appelé rang de la matrice).

» Nombre d'inconnues secondaires : p — r




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Remarques |
On note r le nombre d'inconnues principales

(appelé rang de la matrice).
» Nombre d'inconnues secondaires : p — r

» Sin = p le systeme admet une et une seule
solution ssi :




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Remarques |
On note r le nombre d'inconnues principales

(appelé rang de la matrice).
» Nombre d'inconnues secondaires : p — r

» Sin = p le systeme admet une et une seule
solution ssi :




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Définitions |
(i) Un systeme qui n'a pas de solution est dit
incompatible.
(ii) Un systéme qui a au moins une solution est dit
compatible.




Chapitre B5. Matrices
C. Structure de I'ensemble des solutions
Définition |
Un systéme linéaire est homogéne si son second
membre est nul.

@11Z1 + - + aipTp = 0
S()Z




Chapitre B5. Matrices
C. Structure de I'ensemble des solutions
Définition |
Un systéme linéaire est homogéne si son second
membre est nul.

Le systéme homogeéne associé a S est le systeme Sy
égal a S sauf le second membre qui est annulé.

annry + -+ apry, = b




Chapitre B5. Matrices
C. Structure de I'ensemble des solutions
Définition |
Un systéme linéaire est homogéne si son second
membre est nul.

Le systéme homogeéne associé a S est le systeme Sy
égal a S sauf le second membre qui est annulé.

@11Z1 + - + aipTp = 0
So:




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
C

. Structure de I'ensemble des solutions

Définition |
Un systéme linéaire est homogéne si son second
membre est nul.

Le systéme homogeéne associé a S est le systeme Sy
égal a S sauf le second membre qui est annulé.

@11Z1 + - + aipTp = 0
So:

S:AX =B So:AX =0




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
C

. Structure de I'ensemble des solutions

Définition |
Un systéme linéaire est homogéne si son second
membre est nul.

a1121 + .- 4+ a/lpgjp = O
SQZ

A1 + - + Qppp = 0

Remarque

Un systéme homogene admet toujours au moins une
solution : le p-uplet nul (0,...,0).




Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Théoréeme |
S : ensemble des solutions de S
Sy : ensemble de solutions de Sj.

Soit = (x1, ..., %) une solution particuliere de S.

Alors I'ensemble des solutions de S est |'ensemble
des p-uplets z +y = (1 + y1,..., 2T, + yp) OU Y est
élément de .

S={z+y]| yeSo}



Chapitre B5. Matrices

II. Systémes linéaires

C. Structure de I'ensemble des solutions

Exemple 4 (suite)

Réécriture des solutions du systéme :

SQZ

T — 2y
—Tr+ Yy
2z

r — 3y

+ z+ t=

=My = ==

+ 6z + 3t =
A alf —

2
1
1
6




Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z+y | y € Sy}

Pour x = (z1,...,x,) et y = (y1,...,¥yn) On note :

I Y1
X = : et Y =] :

Ln Yn



Chapitre B5. Matrices
‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z+y | y € Sy}

Pour x = (z1,...,x,) et y = (y1,...,¥yn) On note :
L1 Y1
X=|": et Y =|":
xn yn

x solutionde S : AX =B
y solution de Sy, : AY =0



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires

C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z +y | y € Sy}

Pour x = (z1,...,x,) et y = (y1,...,¥yn) On note :
X1 (%1
X=1": et Y =|":
xn yn
x solutionde S : AX =B
y solution de Sy, : AY =0
—> z+4ysolutionde S : AX+Y)=2B



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires

C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z+y | y € Sy}

x solutionde S : AX =18

y solution de Sy, : AY =0
— x+4ysolutionde S : AX+Y)=1B
Ceci démontre :

S2{z+y| yeS}



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z+y | y € Sy}

Pour x = (21,...,2,) et 2= (21,...,2,) on note :

X1 21
X = : et /=

Ln Zn



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z+y | y € Sy}

Pour x = (21,...,2,) et 2= (21,...,2,) on note :

1 Z1
X = : et J =
T Zn,
x solutionde S : AX =B
z solutionde S : AZ =B



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z +y | y € Sy}

Pour v = (z1,...,x,) et 2= (21,...,2,) on note :
X1 21
X = : et /=
xn ZTL
x solutionde S : AX =B
z solutionde S : AZ =B

—> z—x solutionde Sy: A(Z—-X)=0



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z+y | y € Sy}

x solutionde S : AX =B
z solutionde S : AZ =B
—> z—uxsolutionde Sp: A(Z—-X)=0

Donc z =z + (2 — ) avec (z — ) € Sp.



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z +y | y € Sy}

x solutionde S : AX =B
z solutionde S : AZ =B
—> z—uxsolutionde Sp: A(Z—-X)=0

Donc z =z + (2 — ) avec (z — ) € Sp.

Ceci démontre :

SC{z+y| yeS}



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Démonstration. S = {z +y | y € Sy}

x solutionde S : AX =D
z solutionde S : AZ =B
—> z—uxsolutionde Sp: A(Z—-X)=0
Donc z =z + (2 — ) avec (z — ) € Sp.
Ceci démontre :
SC{xz+y| ye S}

Par double inclusion |'égalité est démontrée. (]



Chapitre B5. Matrices
C. Structure de I'ensemble des solutions
Autre démonstration. Soit = = (x1,...,2;,) une solution de S.
Soit y = (y1,...,Yp) une solution de Sy. Alors :

azry + -+ apry, = b

Ap1T1 + -+ GppTp = by

anyr + - + apyp =0

ap1y1 + -+ + AnpYp = 0

So{z+y| yeSo}



Chapitre B5. Matrices
C. Structure de I'ensemble des solutions
Autre démonstration. Soit = = (x1,...,2;,) une solution de S.
Soit y = (y1,...,Yp) une solution de Sy. Alors :

azry + -+ apry, = b

Ap1x1 + -+ + AppTp = bn

anyr + -+ apypy =0

1y + -+ + appyp = 0
an(zr+y1) + -+ ap(ep+yp) = b
Par sommes : : : :
ap1 (1 +y1) + -+ anp(zp +yp) = by
Donc z +y = (x1 +y1,...,Tp + yp) est solution de S.
S2{z+y| ye S}



Chapitre B5. Matrices
C. Structure de I'ensemble des solutions
Autre démonstration. Soit = = (x1,...,2;,) une solution de S.
Soit y = (y1,...,Yp) une solution de Sy. Alors :

azry + -+ apry, = b

Ap1x1 + -+ + AppTp = bn

anyr + -+ apypy =0

1y + -+ + appyp = 0

ar (w1 +y1) + -+ ap(rp +yp) = b
Par sommes : : : :
ap1 (1 +y1) + -+ anp(zp +yp) = by
Donc z +y = (x1 +y1,...,Tp + yp) est solution de S.

On a démontré : SoO{zx+y| yeSo}



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Autre démonstration. Soit = = (x1,...,2;,) une solution de S.
Soit z = (21,...,%p) une autre solution de S. Alors :

a11T1 + -+ A1pxp = b1

Ap1x1 + -+ + GppTp = bn

a1121 + -+ apzp = by

an1?1 + -+ + App2p = bn

SC{z+y| yeSo}



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Autre démonstration. Soit = = (x1,...,2;,) une solution de S.
Soit z = (21,...,%p) une autre solution de S. Alors :

a11T1 + -+ A1pxp = b1

Ap1x1 + -+ + GppTp = bn,

{ a1121 + -+ apzp = by
x

121 + -+ appzp = by
ar1(z1 —331) + ot ap(zmp —xp) =0
Par soustraction : : :
an1(2 1—961) + ot anp(zp —ap) =0
Donc z =z + ( avec z — x solution de Sj.

SC{z+y| yeSo}



Chapitre B5. Matrices

‘—1II. Systémes linéaires
C. Structure de I'ensemble des solutions

Autre démonstration. Soit = = (x1,...,2;,) une solution de S.
Soit z = (21,...,%p) une autre solution de S. Alors :

a11T1 + -+ A1pxp = b1

Ap1x1 + -+ + GppTp = bn,

{ aiizr + -+ apzp = by
— )

121 + -+ appzp = by
ar1(z1 —331) + ot ap(zmp —xp) =0
Par soustraction : : :
an1(2 1—961) + ot anp(zp —ap) =0
Donc z =z + ( avec z — x solution de Sj.

On a démontré : SC{zx+y| yeSo} O



Chapitre B5. Matrices

ITI. Matrices carrées
A. Matrices triangulaires et diagonales
B. Matrices symétriques et antisymétriques
C. Puissances
D. Matrices inversibles
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III. Matrices carrées

Définitions
Une matrice de taille (n,n) est dite carrée.




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées

Définitions |
Une matrice de taille (n,n) est dite carrée.

Ensemble de matrices carrées de taille (n,n) a coef-
ficients dans K :

M (K)




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées

Définitions |
Une matrice de taille (n,n) est dite carrée.

Ensemble de matrices carrées de taille (n,n) a coef-
ficients dans K :

M (K)

Les coefficients

A11, -+, 0nn

sont appelés coefficients diagonaux.




Chapitre B5. Matrices

II1. Matrices carrées

A. Matrices triangulaires et diagonales
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‘—III. Matrices carrées
A

" Matrices triangulaires et ciagonales
Définitions |
Une matrice carrée A = (ai;)1<i j<n est dite :

» diagonale si : Vi#j a;j=0

» triangulaire supérieure si : Vi >j a;; =0

» triangulaire inférieure si : Vi <j a;; =0




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées
A

" Matrices triangulaires et ciagonales
Définitions |
Une matrice carrée A = (ai;)1<i j<n est dite :

» diagonale si : Vi#j a;j=0

» triangulaire supérieure si : Vi >j a;; =0

» triangulaire inférieure si : Vi <j a;; =0

Proposition |

La somme de deux matrices diagonales est diagonale.




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées
A

" Matrices triangulaires et ciagonales
Définitions |
Une matrice carrée A = (ai;)1<i j<n est dite :

» diagonale si : Vi#j a;j=0

» triangulaire supérieure si : Vi >j a;; =0

» triangulaire inférieure si : Vi <j a;; =0

Proposition |

Le produit de deux matrices diagonales est diagonal.




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées
A

" Matrices triangulaires et ciagonales
Définitions |
Une matrice carrée A = (ai;)1<i j<n est dite :

» diagonale si : Vi#j a;j=0

» triangulaire supérieure si : Vi >j a;; =0

» triangulaire inférieure si : Vi <j a;; =0

Proposition |
La somme de deux matrices triangulaires supérieures
est triangulaire supérieure.
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III. Matrices carrées
A

" Matrices triangulaires et ciagonales
Définitions |
Une matrice carrée A = (ai;)1<i j<n est dite :

» diagonale si : Vi#j a;j=0

» triangulaire supérieure si : Vi >j a;; =0

» triangulaire inférieure si : Vi <j a;; =0

Proposition |
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures
est triangulaire supérieur.
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III. Matrices carrées
A

" Matrices triangulaires et ciagonales
Définitions |
Une matrice carrée A = (ai;)1<i j<n est dite :

» diagonale si : Vi#j a;j=0

» triangulaire supérieure si : Vi >j a;; =0

» triangulaire inférieure si : Vi <j a;; =0

Proposition |
La somme de deux matrices triangulaires inférieures
est triangulaire inférieure.
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III. Matrices carrées
A

" Matrices triangulaires et ciagonales
Définitions |
Une matrice carrée A = (ai;)1<i j<n est dite :

» diagonale si : Vi#j a;j=0

» triangulaire supérieure si : Vi >j a;; =0

» triangulaire inférieure si : Vi <j a;; =0

Proposition |
Le produit de deux matrices triangulaires inférieures
est triangulaire inférieur.



Chapitre B5. Matrices
T
Proposition |
La somme de deux matrices diagonales est diagonale.
La somme de deux matrices triangulaires supérieures
est triangulaire supérieure.
La somme de deux matrices triangulaires inférieures
est triangulaire inférieure.

Démonstration pour la somme. On note :

A=(ay) B=(y) C=A+B=/(c)

Alors c;;j = a;; + b;;. Ce coefficient est nul si a;; et
b;; sont nuls, ce qui prouve la propriété. [
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T

Proposition |
Le produit de deux matrices diagonales est diagonal.
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures
est triangulaire supérieur.

Le produit de deux matrices triangulaires inférieures
est triangulaire inférieur.

Démonstration pour le produit.
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T

Proposition |
Le produit de deux matrices diagonales est diagonal.
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures
est triangulaire supérieur.

Le produit de deux matrices triangulaires inférieures
est triangulaire inférieur.

Démonstration pour le produit.




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées

A. Matrices triangulaires et diagonales

Remarque |
On démontre de méme que pour toute matrice A et
tout scalaire A :

A diagonale
=—> \A diagonale

A triangulaire supérieure
—> \A triangulaire supérieure

A triangulaire inférieure
=—> \A triangulaire inférieure
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‘—III. Matrices carrées
A

" Matrices triangulaires et diagonales
Définition |
Pour tous scalaires A1, ..., A\, on note :
A1
diag(Ag, ..., A\y) =




Chapitre B5. Matrices
A. Matrices triangulaires et diagonales
Définition |
Pour tous scalaires A\q,..., A\, on note :
Al
diag(Ag, ..., A\y) =
An

Proposition
Soit A1,..., A\, et uq, ..., 1, des scalaires. Alors :

diag(Ay, ..., Ap)diag(pg, - - - fin)
= diag(A 11, - - - s Anfln)
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II1. Matrices carrées

B. Matrices symétriques et antisymétriques
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III. Matrices carrées
B

. Matrices symétriques et antisymétriques
Définitions |
Une matrice carrée A est dite :
» symétrique  si ‘A=A
. 2
V(Z,]) - {1,,71} Qi = Qjj
» antisymétrique si ‘A= —A
o 2
\V/(Z,j) € {1,,7”&} Qi = —Qj;

En particulier si A est antisymétrique alors sa
diagonale est nulle.
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III. Matrices carrées
B

. Matrices symétriques et antisymétriques
Définitions |
Une matrice carrée A est dite :
» symétrique  si ‘A=A
. 2
V(Z,]) - {1,,71} Qi = Qjj
» antisymétrique si ‘A= —A
o 2
\V/(Z,j) € {1,,n} Qi = —Qj;

En particulier si A est antisymétrique alors sa
diagonale est nulle.

Exemple.



Chapitre B5. Matrices
B. Matrices symétriques et antisymétriques
Proposition |
Toute matrice carrée s'exprime de facon unique

comme somme d'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique.
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III. Matrices carrées
B

. Matrices symétriques et antisymétriques

Proposition |
Toute matrice carrée s'exprime de facon unique
comme somme d'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique.

Démonstration. Soit M une matrice carrée.
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B. Matrices symétriques et antisymétriques
Proposition |
Toute matrice carrée s'exprime de facon unique

comme somme d'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique.

Démonstration. On pose :

sz;(z\ﬂ M) et A= (M —tM)

Ces matrices sont bien définies car M est carrée.
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III. Matrices carrées

B. Matrices symétriques et antisymétriques

Proposition |
Toute matrice carrée s'exprime de facon unique
comme somme d'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique.

Démonstration. On pose :

1 1
S:§(M+ M) et A:§(M— M)
Leurs transposées sont :

t _lt _ tA __ (¢ _ _
S=5("M+M)=5 "A=_("M—-M)=-A
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III. Matrices carrées
B. Matrices symétriques et antisymétriques

Proposition |
Toute matrice carrée s'exprime de facon unique
comme somme d'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique.

Démonstration. On pose :

1 1
S:§(M+ M) et A:§(M— M)

Ainsi S est symétrique, A est antisymétrique.
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III. Matrices carrées
B. Matrices symétriques et antisymétriques

Proposition |
Toute matrice carrée s'exprime de facon unique
comme somme d'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique.

Démonstration. On pose :

sz;(z\ﬂ M) et A= (M —tM)

De plus M = S + A, ce qui montre bien que M
s'exprime comme somme d’'une matrice symétrique
et d'une matrice antisymétrique.
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‘—III. Matrices carrées
B

. Matrices symétriques et antisymétriques

Démonstration. Démontrons |'unicité. Si

M=S+A
avec S symétrique et A antisymétrique, alors :

'M="'S+'"A=5-A
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‘—III. Matrices carrées

B. Matrices symétriques et antisymétriques

Démonstration. Démontrons |'unicité. Si

M=S+A
avec S symétrique et A antisymétrique, alors :
"M='S+'A=5-A

Donc :

1 1
S:§(M+tM) et Azi(M—tM)
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‘—III. Matrices carrées

B. Matrices symétriques et antisymétriques

Démonstration. Démontrons |'unicité. Si

M=S+A
avec S symétrique et A antisymétrique, alors :
"M='S+'A=5-A

Donc :
1

S:;(MthM) ot A= (M~ 'M)

S et A sont uniquement déterminées. O
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III. Matrices carrées

B. Matrices symétriques et antisymétriques

Proposition |
Toute matrice carrée s'exprime de facon unique
comme somme d'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique.

> Exercice 6. |
Exprimer les matrices suivantes comme somme d'une
matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique :

05 1 3-1

M = 9 6 N=|0 4 2

0 0 0
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II1. Matrices carrées

C. Puissances



Chapitre B5. Matrices

Exemple 6
Calculer les puissances des matrices suivantes.

025 9
11 001 —2
A_(Ol) P=looo 2
000 0

—_
N
S
S

—_
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Proposition

Cas d'une matrice diagonale :
Al 0

alors: Vk e N* DF =
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III. Matrices carrées
C. Puissances

> Exercice 7. |

(11
Soit : A-(Q 4)

a. Calculer A2 et A3.

b. Démontrer qu'il existe deux matrices B et C'
telles que Iy = B+ C et A=2B+ 3C.

c. Démontrer que pour tout n € N :

A" =2"B+3"C
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Exemple 7

. (01 (00
Soit : A—(O 0) et B_(l O)

(i) Calculer :  A? B? AB BA
(i) Calculer :  (A+ B)?> et A2+ 2AB + B?




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées
C. Puissances

Proposition - Formule du bindme |
Soit A et B deux matrices telles que AB = BA.
Alors :

vneN (A+B)"=Y (Z) Ak prF
k=0
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III. Matrices carrées
C. Puissances

Proposition - Formule du bindme |
Soit A et B deux matrices telles que AB = BA.
Alors :

vneN (A+B)"=Y (Z) Ak prF
k=0

Démonstration. ldentique a celle pour les réels ou
complexes. ]
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Exemple 8 |
Calculer A™ pour tout n € N dans les cas suivants.

oA (1)
DEES)

- 5 (30 =1 =
en utilisant : B = (0 3) et C = (_1 _1>
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> Exercice 8.
Calculer les puissances n-emes de :

210
() A=|0 23| (i) A=
00 2

— = DO
— N
N = =
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II1. Matrices carrées

D. Matrices inversibles
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‘—III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Définition |
Une matrice A est dite inversible si elle est carrée et :

1B € M,(K) AB=DBA=1I,




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Définition |
Une matrice A est dite inversible si elle est carrée et :

3B e M,(K) AB=BA=1I,

Notation |
L'ensemble des matrices inversibles de taille (n,n)

est noté :
GL,(K)

et appelé groupe linéaire.




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Définition |
Une matrice A est dite inversible si elle est carrée et :

3B e M,(K) AB=BA=1I,

Remarque |
Si A est inversible, et si B et B’ vérifient

AB=BA=1, et AB'= B'A=1,

alors BAB' = B = D',
Ainsi, si A est inversible alors il existe une unique
matrice B telle que AB = BA = I,,.
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III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Définition |
Une matrice A est dite inversible si elle est carrée et :

3B e M,(K) AB=BA=1I,

Définition
Si A est inversible alors la matrice B telle que

AB=BA=1,

est appelée matrice inverse de A, et notée AL




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Exemple 9 |

(i) Sin =1, alors A= (a) est inversible si et
seulement si a # 0, et (a) ™' = (1) = (a7).




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Exemple 9 |

(i) Sin =1, alors A= (a) est inversible si et
seulement si a # 0, et (a) ™' = (1) = (a7).

(ii) La matrice nulle n'est pas inversible, car pour
toute matrice B : 0,B =0, # I,




Chapitre B5. Matrices

III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Exemple 9 |

(i) Sin =1, alors A= (a) est inversible si et
seulement si a # 0, et (a) ™' = (1) = (a7).

(ii) La matrice nulle n'est pas inversible, car pour
toute matrice B : 0,B =0, # I,

(iii) La matrice identité est inversible, d'inverse
elle-méme.
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Exemple 9 |

(i) Sin =1, alors A= (a) est inversible si et
seulement si a # 0, et (a) ™' = (1) = (a7).

(ii) La matrice nulle n'est pas inversible, car pour
toute matrice B : 0,B =0, # I,

(iii) La matrice identité est inversible, d'inverse
elle-méme.

(iv) Les matrices ((1) (1)) (} 1) ne sont pas

inversibles.
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III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Exemple 9

(v) La matrice est inversible, d'inverse :

25
2 4




Chapitre B5. Matrices

Exemple 9

(vi) La matrice

La matrice

ATl =

ES[INCIEN SO

153

2 4 1| n'est pas inversible.

5 7 0

153

2 4 1 | est inversible, d'inverse :
4 7 0

li; —1 (-T2 T
2 3 =-| 4-12 5
173 _g -2 13 -6
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Propositions |
Soit A, B € M,,(K).
(i) Si A est B sont inversibles alors AB est
inversible, d'inverse :
(AB) ' =B'A!
(i) Si A est inversible alors A1 est inversible,
d'inverse A.

(iii) Si A est inversible alors A est inversible, et :

(t4)" = {47
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Propositions |
Soit A, B € M,,(K).
(i) Si A est B sont inversibles alors AB est
inversible, d'inverse :
(AB) ' =B'A!
(i) Si A est inversible alors A1 est inversible,
d'inverse A.

(iii) Si A est inversible alors A est inversible, et :
(t4)" = (4™

Démonstration.
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Propositions |
Soit A, B € M,,(K).
(i) Si A est B sont inversibles alors AB est
inversible, d'inverse :
(AB) ' =B'A!
(i) Si A est inversible alors A1 est inversible,
d'inverse A.

(iii) Si A est inversible alors A est inversible, et :
(t4)" = (4™

Démonstration. []
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III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Exemple 8 (suite) |
On vérifie que les formules obtenues sont valables
aussi pour n = —1.

3 5n

n __ on—1
YneN A" =3 0 3
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III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Exemple 8 (suite) |
On vérifie que les formules obtenues sont valables
aussi pour n = —1.

1-3" 3"+1

N A”:;(?’ +1 1—3)
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III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Exemple 8 (suite) |
On vérifie que les formules obtenues sont valables
aussi pour n = —1.
1(3"+11-3"
n _ —

vneN AT=ol1 3 gng
On vérifie de méme les formules obtenues dans les
exercices 7 et 8 pour n = —1.
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III. Matrices carrées
D. Matrices inversibles

Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :
Ty(e)™ =
DZ'()\)_l =

—1
F;
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D. Matrices inversibles
Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Tyj(e)™ = Ty(—a)
DZ'()\)_l =

—1
F;




Chapitre B5. Matrices
D. Matrices inversibles
Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Ty(e)™ = Ty(—a)
DY = DY

—1
F;
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D. Matrices inversibles
Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Ty(e)™ = Ty(—a)
DY = DY

P! = P
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D. Matrices inversibles
Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Ty(e)™ = Ty(—a)
DY = DY

P! = P

Démonstration. On vérifie les produits. ]
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Tj(@)™ = Tj(-a)
DNt = Di(A )

P! = P

Remarque |

Effectivement I'inverse de I'opération
(Lz < Lz + OéLj) est (Ll < Lz — OéLj).
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Tj(@)™ = Tj(-a)
DNt = Di(A )

P! = P

Remarque |

Effectivement I'inverse de I'opération
(Lz — )\LZ) est (Ll — )\_1Li)-
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Tj(@)™ = Tj(-a)
DNt = Di(A )

P! = P

Remarque |

Effectivement I'inverse de I'opération
(Lz < Lj) est (Ll < L])
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Tj(@)™ = Tj(-a)
DNt = Di(A )

P! = P

Corollaire (i) |

Un produit de matrices élémentaires est inversible.
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Tj(@)™ = Tj(-a)
DNt = Di(A )

P! = P

Corollaire (ii) |
Les opérations élémentaires ne changent pas le ca-
ractere inversible d'une matrice.
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III. Matrices carrées

D. Matrices inversibles

Proposition |
Les matrices élémentaires sont inversibles, d'inverses :

Tj(@)™ = Tj(-a)
DNt = Di(A )

P! = P

Corollaire (iii) |
Les opérations élémentaires sur les lignes d'un sys-
teme linéaire donnent un systeme équivalent.




Chapitre B5. Matrices
D. Matrices inversibles
s .
Démonstration.

(i) Un produit de matrices élémentaires est
inversible.

Si E, E, ... E,
sont inversibles alors par produit :
A:E1XE2><°-'><En

est inversible.



Chapitre B5. Matrices
D. Matrices inversibles
s .
Démonstration.

(ii) Les opérations élémentaires ne changent
pas le caractere inversible d’'une matrice.

Soit A € M,,,(K) matrice quelconque
E € M,,(K) matrice élémentaire.



Chapitre B5. Matrices
D. Matrices inversibles
s .
Démonstration.

(ii) Les opérations élémentaires ne changent
pas le caractere inversible d’'une matrice.

Soit A € M,,,(K) matrice quelconque
E € M,,(K) matrice élémentaire.
Alors :
A inversible = FEA inversible
— E'EAinversible



Chapitre B5. Matrices
D. Matrices inversibles
s .
Démonstration.

(ii) Les opérations élémentaires ne changent
pas le caractere inversible d’'une matrice.

Soit A € M,,,(K) matrice quelconque
E € M,,(K) matrice élémentaire.
Alors :
A inversible =— FE A inversible
— E'EAinversible
Donc :
A inversible <= FEA inversible



Chapitre B5. Matrices
D. Matrices inversibles
s .
Démonstration.

(ii) Les opérations élémentaires ne changent
pas le caractere inversible d’'une matrice.

Soit A € M,,,(K) matrice quelconque
E € M,,(K) matrice élémentaire.

A inversible <= FE A inversible



Chapitre B5. Matrices
D. Matrices inversibles
s .
Démonstration.

(ii) Les opérations élémentaires ne changent
pas le caractere inversible d’'une matrice.

Soit A € M,,,(K) matrice quelconque
E € M,,(K) matrice élémentaire.

A inversible <= FE A inversible

Par contraposées :

A non inversible <= FEA non inversible.



Chapitre B5. Matrices
D. Matrices inversibles
s .
Démonstration.

(ii) Les opérations élémentaires ne changent
pas le caractere inversible d’'une matrice.

Soit A € M,,,(K) matrice quelconque
E € M,(K) matrice élémentaire.

A inversible <= AF inversible

Par contraposées :

A non inversible <= AFE non inversible.
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D. Matrices inversibles
Démonstration.
(i) Les opérations élémentaires sur les lignes

d’un systeme linéaire donnent un systeme
équivalent.

Soit S: AX =18

soit &/ une matrice élémentaire. Alors FE est
inversible donc :

AX =B <— FAX = EB

L'opération élémentaire de matrice £/ donne un
systeme linéaire équivalent au systéme S. O]
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
A. Systémes de Cramer
B. Théorie
C. Pratique
D.Casn =2



Chapitre B5. Matrices

IV. Inversion des matrices et systemes de
Cramer

A. Systémes de Cramer



Gabriel Cramer (Suisse) 1704 — 1752




Chapitre B5. Matrices
A. Systémes de Cramer
Définition |
Un systeme linéaire est dit de Cramer si sa matrice
est inversible.




Chapitre B5. Matrices
A. Systémes de Cramer
Définition |
Un systeme linéaire est dit de Cramer si sa matrice
est inversible.

Théoreme |
Un systeme de Cramer admet une unique solution.




Chapitre B5. Matrices
A. Systémes de Cramer
Définition |
Un systeme linéaire est dit de Cramer si sa matrice
est inversible.

Théoreme |
Un systeme de Cramer admet une unique solution.

Démonstration. Soit AX = B |'écriture matricielle
d'un systeme de Cramer. Alors A est inversible.

AX = B — X =A"'B
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A. Systémes de Cramer
Définition |
Un systeme linéaire est dit de Cramer si sa matrice
est inversible.

Théoreme |
Un systeme de Cramer admet une unique solution.

Démonstration. Soit AX = B I'écriture matricielle
d'un systeme de Cramer. Alors A est inversible.

AX = B — X =A"'B

Le systeme admet donc une unique solution, les
coefficients de la matrice colonne A~ !B. []
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
A

. Systémes de Cramer

Définition |
Un systeme linéaire est dit de Cramer si sa matrice
est inversible.

AX = B — X =A"'B

Remarque |
La résolution d'un systéme de Cramer AX = B re-
vient au calcul de A~!.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
A

. Systémes de Cramer

Remarque

Un systéme linéaire de n équations
a p inconnues

de rang r
est de Cramer si et seulement si :

n=p=r
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IV. Inversion des matrices et systemes de

Cramer

B. Théorie
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Définition
A est équivalente par lignes a A’ :

A~ A
L

si on peut obtenir A’ 3 partir de A en effectuant un
nombre fini d'opérations élémentaires sur ses lignes.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Remarques |
(i) Ceci signifie qu'il existe des matrices
élémentaires F1, ..., E,, telles que :

A=E,x---xE xA
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Remarques |
(i) Ceci signifie qu'il existe des matrices
élémentaires F1, ..., E,, telles que :

A=E,x---xE xA

Ou aussi qu'il existe une matrice E produit de
matrices élémentaires telle que :

A =FA
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Remarques |
(ii) 1l s'agit d'une relation d'équivalence.
Pour toutes matrices A, A’, A" :

» A~ A
L

» AnvA = A~A
L L

» A~ A et AA — A~ AY
L L L
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Remarques |
(i) Ceci signifie qu'il existe des matrices
élémentaires F1, ..., E,, telles que :

A=E,x---xE xA

Ou aussi qu'il existe une matrice E produit de
matrices élémentaires telle que :

A =FA

(i) Si A et A’ sont équivalentes par lignes alors elles
ont méme taille.
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B. Théorie

Théoreme |
Toute matrice est équivalente par ligne a une matrice
échelonnée réduite par lignes.




Chapitre B5. Matrices

IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Théoreme |
Toute matrice est équivalente par ligne a une matrice
échelonnée réduite par lignes.

Remarque |

Il s'agit d'une autre écriture du théoréme similaire sur
les systémes linéaires, conséquence de |'algorithme du
pivot de Gauss.
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B. Théorie

Théoreme |
Toute matrice est équivalente par ligne a une matrice
échelonnée réduite par lignes.

Théoréme (Autre formulation) |

Pour toute matrice A il existe une matrice £ produit
de matrices élémentaires et une matrice R échelonnée
réduite par lignes telles que A = ER.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Théoreme |
Toute matrice est équivalente par ligne a une matrice
échelonnée réduite par lignes.

Théoréme (Autre formulation) |
Pour toute matrice A il existe une matrice £ produit
de matrices élémentaires et une matrice R échelonnée
réduite par lignes telles que A = ER.

Remarque |

La matrice R est de méme taille de A, la matrice F
est carrée et inversible.




Chapitre B5. Matrices

IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Théoréeme |
Soit A une matrice carrée de taille (n,n). Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible
(i) VB € M1 (K)
AX = B admet une unique solution.
(iii) VB € M;1(K)
AX = B admet au moins une solution.
(iv) A > I,
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T e oo cane
B. Théorie

Théoreme |

(i) A est inversible

(i) VB € My (K)

AX = B admet une unique solution.

Démonstration. (i)=-(ii) :
Si A est inversible alors le systeme AX = B est de
Cramer.

AX=B +«— X=A'B

Il admet une unique solution : X = A™!'B.
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B. Théorie
Théoreme |
(i) VB € M,1(K)
AX = B admet une unique solution.
(i) VB € My1(K)
AX = B admet au moins une solution.

Démonstration. (ii)==-(iii) est évident.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Théoreme |
(iii) VB € My1(K)

AX = B admet au moins une solution.
(iv) A > I,

Démonstration. (iii)=(iv) : A= ER

Si R # I, alors sa derniere ligne est nulle.

On construit B’ telle que RX = B’ n'a pas de
solution.

Alors AX = B avec B = EB’ n'a pas de solution.
Donc R = I, puis ArZ]n.
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‘—IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Théoréme |
(i) A est inversible
(iv) A > I,

Démonstration. (iv)=-(i):

Afzfn — A=FI,

A = FE et comme E est inversible alors A est
inversible.
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B. Théorie
Théoreme |
(i) A est inversible
(i) VB € M,;1(K)
AX = B admet une unique solution.
(iii) VB € My1(K)
AX = B admet au moins une solution.
(iv) A > I,

Démonstration. Finalement on a bien démontré que
les propositions (i) a (iv) sont équivalentes. O
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Corollaire |
Soit S un systéme de n équations a p inconnues.
Soit 7 son nombre de pivots.

Alors S est de Cramer si et seulement sin =p =r.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Corollaire |
Soit S un systéme de n équations a p inconnues.
Soit 7 son nombre de pivots.

Alors S est de Cramer si et seulement sin =p =r.

Démonstration. Soit S : AX = B.

Si ce systeme est de Cramer alors sa matrice est
inversible donc elle est carrée, i.e., n = p.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Corollaire |
Soit S un systéme de n équations a p inconnues.
Soit 7 son nombre de pivots.

Alors S est de Cramer si et seulement sin =p =r.

Démonstration. Soit S : AX = B.

Si ce systeme est de Cramer alors sa matrice est
inversible donc elle est carrée, i.e., n = p.
Nombre d'inconnues secondaires : p — r.

Si S est de Cramer alors r = p.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie

Corollaire |
Soit S un systéme de n équations a p inconnues.
Soit 7 son nombre de pivots.

Alors S est de Cramer si et seulement sin =p =r.

Démonstration. Soit S : AX = B.

Réciproquement, si n = p = r alors S admet une et
une seule solution, donc A est inversible d'apres le
théoréme ci-dessus. L]
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B. Théorie

Théoreme |
A e M, (K)

Si 3C € M,(K) AC =1,
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B. Théorie

;s
Théoreme |
A e M, (K)

Si dC e M,(K) AC =1,
Alors A est inversible
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B. Théorie

;s
Théoreme |
A e M, (K)

Si 3C € My(K) AC =1,
Alors A est inversible et O = A1
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Théoreme |
A e M, (K)

Si 3C € My(K) AC =1,
Alors A est inversible et C = A~!, donc CA = I,,.
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Théoreme

A e M, (K)

Si 3C € Mu(K) AC =1,

Alors A est inversible et C = A~!, donc CA = I,,.
Si 3D e M,(K) DA=I,

Alors A est inversible et D = A=, donc AD = 1I,,.




Chapitre B5. Matrices
IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
B. Théorie
e ~
Théoréeme |
A e M, (K)

Si 3C € My(K) AC =1,
Alors A est inversible et C = A~!, donc CA = I,,.

Remarque |
(i) Si A est carrée alors il suffit de vérifier

AB =1, etnon BA=1,

(ou Il'inverse) pour pouvoir affirmer que A est
inversible et que son inverse est B.
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B. Théorie

;s
Théoreme |
A e M, (K)

Si 3C € My(K) AC =1,
Alors A est inversible et C = A~!, donc CA = I,,.

Remarque |

(ii) Attention : ceci n'est valable que pour une
matrice carrée.
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Théoreme
A e M, (K)

Si 3C € My(K) AC =1,
Alors A est inversible et C = A~!, donc CA = I,,.

Exemple 10 |
10
(300w e-fon
0 0
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Théoreme
A e M, (K)

Si 3C € My(K) AC =1,
Alors A est inversible et C = A~!, donc CA = I,,.
Si 3D e M,(K) DA=I,
Alors A est inversible et D = A=, donc AD = 1I,,.

Démonstration.
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Théoreme
A e M, (K)

Si 3C € My(K) AC =1,
Alors A est inversible et C = A~!, donc CA = I,,.
Si 3D e M,(K) DA=I,
Alors A est inversible et D = A=, donc AD = 1I,,.

Démonstration.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer

C. Pratique

Méthode : Inversion d’une matrice |
A e M, (K) A=ER

Pivot de Gauss

AA' =], «<— ... <= RA=FE"!

» Si A n'est pas inversible alors on obtient une
contradiction.

» Si A est inversible on obtient A’ = A~ 1.
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‘—IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
C

. Pratique

Exemple 11
Inverser :

A =
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
C

. Pratique

Méthode 2 |
Pour inverser A on peut résoudre le systeme AX =Y
ou X et Y sont deux matrices inconnues.

Effet, si A est inversible alors :

AX =Y — X =AY




Chapitre B5. Matrices

IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer

C. Pratique

Méthode 2 |
Pour inverser A on peut résoudre le systeme AX =Y
ou X et Y sont deux matrices inconnues.

Effet, si A est inversible alors :

AX =Y — X =AY

Exemple 12 |
Inverser les matrices :

1 -1 -1
A1:<1 _1) et AQZ 1 1 —1
11 1
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
C

. Pratique

Lemme |
Soit A et B deux matrices carrées de tailles (n,n).
Si pour toutes matrices colonnes X et Y a n lignes :

AX =Y — X =BY

alors A est inversible et B est son inverse.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
C. Pratique

Lemme |
Soit A et B deux matrices carrées de tailles (n,n).
Si pour toutes matrices colonnes X et Y a n lignes :

AX =Y — X =BY

alors A est inversible et B est son inverse.

Démonstration. On note E; la matrice colonne E;,

et C; la colonne 7 de A.
Alors AE; = C;.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
C. Pratique

Lemme |
Soit A et B deux matrices carrées de tailles (n,n).
Si pour toutes matrices colonnes X et Y a n lignes :

AX =Y — X =BY

alors A est inversible et B est son inverse.

Démonstration. On note E; la matrice colonne Ejq,

et C; la colonne 7 de A.
Alors AE; = C;. Donc E; = BC;.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
C. Pratique

Lemme |
Soit A et B deux matrices carrées de tailles (n,n).
Si pour toutes matrices colonnes X et Y a n lignes :

AX =Y — X =BY

alors A est inversible et B est son inverse.

Démonstration. On note E; la matrice colonne Ejq,
et C; la colonne 7 de A.

Alors AE; = C;. Donc E; = BC;.

» BC; est la colonne ¢ de BA.

» F; est la colonne 7 de I,,.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
C. Pratique

Lemme |
Soit A et B deux matrices carrées de tailles (n,n).
Si pour toutes matrices colonnes X et Y a n lignes :

AX =Y — X =BY

alors A est inversible et B est son inverse.

Démonstration.

» BC; est la colonne 7 de BA.

» F; est la colonne ¢ de I,,.

Donc BA = I,,, puis comme A est carrée alors A
est inversible et B est son inverse. ]
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
C

. Pratique

>> Exercice 9. |
En utilisant un systeme linéaire inverser la matrice :

O O = =
S = = =
— = = O
—_ - O O
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> Exercice 10.

Inverser :

01
(1) s
1 11
D=|(011]| F
001

o
S

N—— —
Q
I

— = =
W N =

W =~

S N W

|
SN\

N — O

w o =
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A inversible — ad — bc # 0




Chapitre B5. Matrices
IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
D.Casn = 2
Proposition |
a b

A= c d

A inversible — ad — bc # 0

Dans ce cas :

B 1 d —b
ad—bc\—c a

A—l
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
D.Casm = 2

Proposition |

= (2)

A inversible = ad — bc # 0

Corollaire
Le systeme linéaire

ar + by = «
cx +dy =pf

est de Cramer si et seulement si : ad — be # 0.
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
D.Casm = 2

Proposition |

A inversible — ad — bc # 0

Définition |
Le réel ad — bc est appelé déterminant de la matrice
A ou du systeme S.

Notation

det A = . d = ad — be
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
D.Casn = 2

Proposition |
a b

A= c d

A inversible — ad — bc # 0

Démonstration.

Sia#0:
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
D.Casn = 2

Proposition |
a b

A= c d

A inversible — ad — bc # 0

Démonstration.

Sia#0:

Sia=0:
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer
D.Casn = 2

Proposition |
a b

A= c d

A inversible — ad — bc # 0

Démonstration.

Sia#0:

Sia=0: ]
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ar + by = «
cx +dy = pf
Ses solutions sont :

un systéme de Cramer.

Soit S’ : {

Qoo™ O

o |a 8

QL T QL

a
B
a
(&
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D.Casn = 2
Proposition (Formules de Cramer pour n = 2) |
ar + by = «
cx +dy = pf
Ses solutions sont :

un systéme de Cramer.

Soit S’ : {

Qoo™ O

o |a 8

QL T QL

a
B
a
(&

Démonstration.




Chapitre B5. Matrices
D.Casn = 2
Proposition (Formules de Cramer pour n = 2) |
ar + by = «
cx +dy = pf
Ses solutions sont :

un systéme de Cramer.

Soit S’ : {

Qoo™ O

o |a 8

QL T QL

a
B
a
(&

Démonstration. L]
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IV. Inversion des matrices et systémes de Cramer

D.Casn = 2

Proposition (Formules de Cramer pour n = 2) |

Soit S : 4 Ty =a un systeme de Cramer.
cx +dy = pf
Ses solutions sont :
a b a «
5 d c B
xr = Yy =
a b a b
c d c d
Exemple 13
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D.Casn = 2

> Exercice 11.
Résoudre les systemes :

S4:{3x—2y: 7

z — 4y = —11
g . =21 ==1
15z +8 = 5

g . Ar + 2y =4
6 3z + (A +1)y =3\
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