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A. Définitions

Définition
n
Snz Zuk:uo+u1+---+un
k=0
La série de terme général u, converge si la suite
(Sn)new converge.
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A. Définitions

Définition
n
Sn: Zuk:u0+u1++un
k=0
La série de terme général u, converge si la suite
(Sn)nen converge.
Sinon elle diverge.
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Exemple 1
(i) up, =n
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Exemple 1
(i) up, =n

(i) u, = (3)"
(iii) Vn € N*  u, = +
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A. Définitions

Notation

> u, ou Y wu, : série de terme général u,
n=0
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Définitions

n
Sommes partielles Sp = > ug
k=0
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A. Définitions

Définitions
n
Sommes partielles Sp = > ug
k=0
400
Somme up = lim S
kz:—o K n—+00 "
Si la série _ n
= lim > uy
converge n—r+o00 =0
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A. Définitions

Définitions
n
Sommes partielles Sp = > ug
k=0
400
Somme kzouk = nLHFoc S
Si la série _ n
= lim > wuy
converge n—r+o00 =0
+00
Reste R,= > wuy
k=n+1
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A. Définitions

Notation
“+00 n
ur = lim U
k;g() k n—-+00 kg() k
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A. Définitions

Remarque
En cas de convergence :

+00
Sn—l—Rn = / :Zuk
k=0
S, — /

R, — 0




Chapitre A12. Séries

A. Définitions

>> Exercice 1.
* . _ 1
Pour tout n € IN* on pose : u, = AT
a. Calculer les 4 premieres sommes partielles de la

série de terme général wu,,.

b. Etablir une conjecture pour exprimer la valeur
des sommes partielles en fonction de n, et
démontrer cette conjecture.

c. Démontrer que la série de terme général u,, est
convergente et donner sa somme.

d. Calculer le reste R,, de cette série pour tout n.
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B. Propriétés

Proposition (Linéarité)
Si 3 u, et X v, sont convergentes alors > (Au,, + v;,)
est convergente et

—+00

+00 +00
Z(Auk + Uk) — )\Zuk + ka
k=0 k=0 k=0




Chapitre A12. Séries

B

. Propriétés

Remarque
Ainsi

S, = {(un)ne]N | > uy, converge}
est un espace vectoriel et |'application

F. — R
+00

(un)nelN — Zukz
k=0

est linéaire.
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B. Propriétés

Démonstration.
n n
Soit S, = Zuk T, = ka
k=0 k=0

Alors :

n

Vn € N Z(Auk+vk):ASn+Tn
k=0

La propriété est conséquence de la linéarité de la
limite des suites. U



Chapitre A12. Séries
B. Propriétés
Proposition
> u, converge — (up) — 0




Chapitre A12. Séries
B. Propriétés
Proposition
> u, converge — (up) — 0
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Proposition
> u, converge — (up) — 0

Démonstration.
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Proposition
> u, converge — (up) — 0

Remarque
La réciproque est fausse.
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B. Propriétés
Proposition
>, converge — (up) — 0

Remarque
La réciproque est fausse.

Contre-exemple
1 1
——0 mais — diverge
n 2 n &
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B. Propriétés

Proposition

>, converge — (up) — 0
Corollaire

(un) -0 — > uy, diverge
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B. Propriétés

Proposition

>, converge — (up) — 0
Corollaire

(un) -0 — > uy, diverge
Remarque

Si u, —4> 0 alors on dit que la série > u, diverge
grossierement.

Exemple
La série > n diverge grossiérement.
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B. Propriétés

Le probléme
» Siu, — 0, la série ¥ u,, converge-t-elle?

» Si oui, quelle est sa somme ?
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Proposition
On ne modifie pas la convergence d'une série en lui
enlevant un nombre fini de termes.
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B. Propriétés
Proposition

On ne modifie pas la convergence d'une série en lui
enlevant un nombre fini de termes.

En particulier pour tout m € IN :

> uy converge <= > wuy converge
k=0 k>m
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B. Propriétés

Proposition
On ne modifie pas la convergence d'une série en lui
enlevant un nombre fini de termes.

En particulier pour tout m € IN :

> uy converge <= > wuy converge
k>0 k>=m

Remarque

On ne change pas non plus la nature de la série en
modifiant un nombre fini de termes.

Par contre dans les deux cas la somme est modifiée.

V.




Chapitre A12. Séries

B. Propriétés

Remarque
On peut donc écrire que la série Y- u; converge sans
avoir précisé a quelle indice elle débute.

Exemple 2
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C

. Séries géométriques

Définition

Série géométrique : SN
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C

. Séries géométriques

Théoreme

> q" converge — lq| < 1
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C

. Séries géométriques

Théoreme

> q" converge — lq| < 1

Dans ce cas :

+00 i
S =
k=0
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C

. Séries géométriques

Théoreme
> q" converge — lq| < 1
Dans ce cas :
—+00 1
St =
k=0 I —gq

Démonstration.
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C

. Séries géométriques

Théoreme
> q" converge — lq| < 1
Dans ce cas :
—+00 1
St =
k=0 I —gq

Démonstration.
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C

. Séries géométriques

Remarque
Si |q| < 1 alors :

+00
Vm e N S ¢F =
k=m
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C

. Séries géométriques

Remarque
Si |q| < 1 alors :

VmeN Y g=-1_
k=m ]-_q
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C

. Séries géométriques

Exemple 3
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C

. Séries géométriques

> Exercice 2.
Démontrer que les séries suivantes sont convergentes
et calculer leurs sommes.

8 "
g?, 3n— 1 gl 6"
3n___2n+1

d. " 2.

n=0 n=0 4n
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I. Généralités
C. Séries géométriques

> Exercice 3.
Le but de cet exercice est de démontrer que la série

> ng" converge si et seulement si |¢| < 1, et de
n=0
calculer sa somme dans ce cas.




Chapitre A12. Séries

I. Généralités
C. Séries géométriques

> Exercice 3.

Le but de cet exercice est de démontrer que la série
> ng" converge si et seulement si |¢| < 1, et de
n=0

calculer sa somme dans ce cas.

a. Justifier que la série Y nqg" diverge si |q| > 1.
n=0
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I. Généralités
C. Séries géométriques

> Exercice 3.
n

Pour tout n € N et 2 € R on pose S, (7) = Y z*.
k=0

b. Exprimer S,,(x) sans signe somme.

c. Démontrer que S,, est dérivable et donner deux
expressions de sa dérivée.

d. En déduire la limite de x.S] (=) lorsque n tend
vers +00.

e. Conclure.




Chapitre A12. Séries

II. Séries a termes positifs
A. Théorémes
B. Comparaison avec une intégrale
C. Séries de Riemann
D. Développement décimal d'un réel
E. Formule de Stirling
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Séries a termes positifs

Vn € N Uy, =0
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II. Séries a termes positifs

Remarque
Vn € IN*

Sn - Sn—l =

Rn - Rn—l =
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‘—1II. Séries a termes positifs

Remarque
Vn € IN*

n n—1
Sp— Sn—1 = D up — YUy
k=0 }—0

+00 +00
Rn_Rn—l — Z U, — Zuk

k=n+1 l=m
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‘—1II. Séries a termes positifs

Remarque
Vn € IN*

n n—1
Sp—Sn—1 = D up— DU = Uy
k=0 }—0

+00 +00
R, — R,_1 = Z uk_zuk:_un
k=n+1 l=m
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II. Séries a termes positifs

Remarque
Vn € IN*

Sn — Zw - Zw = Up

k=0
+00 +00
R, — R,_1 = Z U — Zuk = —Up
k=n-+1 k=n
Si (u,) = 0 alors (.S,,) est croissante
(R,) est décroissante.
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A. Théorémes
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Proposition
(uy) =0

> u, converge <= (S,,) est majorée

Dans ce cas :
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Proposition
(up) =0 :
> u, converge <= (5,) est majorée

Dans ce cas :

Démonstration.
Si les u,, sont positifs alors la suite (5),) est
croissante donc :

(S,) convergente <= (S,,) majorée O
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Hypothese : APCR 0<u, <v,
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Théoréme de comparaison (TCSTP)
Hypothese : APCR 0<u, <v,

(i) > v, converge = Y u, converge

(i) X u, diverge = Y v, diverge
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Théoréme de comparaison (TCSTP)
Hypothese : APCR 0<u, <v,

(i) v, converge = > u, converge, et

Zuk ka

k=N

(i) X u, diverge = Y v, diverge
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Théoréme de comparaison (TCSTP)
Hypothese : APCR 0<u, <v,

(i) v, converge = > u, converge, et

Zuk ka

k=N

(i) X u, diverge = Y v, diverge

Démonstration.
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Théoréme de comparaison (TCSTP)
Hypothese : APCR 0<u, <v,

(i) v, converge = > u, converge, et

Zuk ka

k=N

(i) X u, diverge = Y v, diverge

Démonstration. L]
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A. Théoremes

Exemple 4

1
Y —— est divergente

vn
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Corollaire du TCSTP
Hypotheéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

(i) un = O(vy)

Alors :

> v, converge — > u, converge
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Corollaire du TCSTP
Hypotheéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

(i) un = O(vy)

Alors :

> u, diverge — > v, diverge
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Corollaire du TCSTP
Hypotheéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

(i)  u, = o(vy,)

Alors :

> v, converge — > u, converge
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Corollaire du TCSTP
Hypotheéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

(i)  u, = o(vy,)

Alors :

> u, diverge — > v, diverge
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II. Séries a termes positifs

Corollaire du TCSTP
Hypotheéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

(i) un = O(vy)

Alors :

> v, converge — > u, converge

(i) u, = O(vy,) :
dM € R Vn € N 0<u, < Mv,
TCSTP
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II. Séries a termes positifs

Corollaire du TCSTP
Hypotheéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

(i) un = O(vy)

Alors :

> u, diverge — > v, diverge

(i) u, = O(vy,) :
dM € R Vn € N 0<u, < Mv,
TCSTP
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II. Séries a termes positifs

A. Théoremes

Corollaire du TCSTP

Hypotheéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

(i)  u, = o(vy,)

Alors :

> v, converge — > u, converge

(ii)

Un = o(vy) — u, = O(vy)
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II. Séries a termes positifs

A. Théoremes

Corollaire du TCSTP

Hypotheéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

(i)  u, = o(vy,)

Alors :

> u, diverge — > v, diverge

(ii)

Uy, = o(vy) — u, = O(vy)

O]
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‘—1II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Théoréme d’équivalence (TESTP)
Hypotheéses :  (u,) et (v,) strictement positives
Up ~ Up

Alors :

> u, converge = > v, converge
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‘—1II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Théoréme d’équivalence (TESTP)
Hypotheéses :  (u,) et (v,) strictement positives
Up ~ Up

Alors :

> uy, diverge = > v, diverge
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‘—1II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Exemple 5
(i) > ==

n2+1
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‘—1II. Séries a termes positifs

A. Théoremes

Exemple 5
(i) >

n
n?+1

(i) ¥
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Remarque
Si u, ~ v, et > v, converge alors 3" u,, converge, mais
en général

—+00 —+00
doup # Y vk
k=0 k=0
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A. Théoremes
Théoréme d’équivalence (TESTP)

Hypothéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

Alors :

> u, et Y v, sont de méme nature.

Démonstration. Ce théoréme est conséquence du
corollaire précédent, car :

u, = O(vy)

Up ~ Up — {fl}n:O(un)
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A. Théoremes
Théoréme d’équivalence (TESTP)

Hypothéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

Alors :

> u, et Y v, sont de méme nature.

Démonstration directe.
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A. Théoremes
Théoréme d’équivalence (TESTP)

Hypothéses :  (u,,) et (v,) strictement positives

Alors :

> u, et Y v, sont de méme nature.

Démonstration directe.
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Remarque : nouvelles définitions de o, ~, O
Soit u et v deux suites (v peut s'annuler).

Up, = o(vy,) : () nen € RY

\V/n e ]N UTL — 87lvn et 87L —> O
n—-+00
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Remarque : nouvelles définitions de o, ~, O
Soit u et v deux suites (v peut s'annuler).

Up ~ Up - El(hn)nelN € R]N

YneN wu, =h,v, et h, —— 1

n—-+o0o
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Remarque : nouvelles définitions de o, ~, O
Soit u et v deux suites (v peut s'annuler).

up, = O(vy,) :
dM € R Vn € N u, < Mu,
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Remarque : nouvelles définitions de o, ~, O
Soit u et v deux suites (v peut s'annuler).

up, = O(vy,) :
dM € R Vn € N u, < Mu,

Si v ne s'annule pas, ces définitions sont équivalentes
aux définitions habituelles.
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II. Séries a termes positifs
A. Théoremes

Remarque : nouvelles définitions de o, ~, O
Soit u et v deux suites (v peut s'annuler).

up, = O(vy,) :
dM € R Vn € N u, < Mu,

Ces définitions s'adaptent pour les relations de com-
paraison entre les fonctions.
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‘—1II. Séries a termes positifs
B

. Comparaison avec une intégrale

B. Comparaison avec une intégrale

Exemple 6

n\/n
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II. Séries a termes positifs

B. Comparaison avec une intégrale

Remarque
/1 R% — R continue, positive et décroissante.

Vn € IN*

n

[ Ry dt < S fR) < FQ) + [ f () d

k=1
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‘—1II. Séries a termes positifs
C. Séries de Riemann

Définition

Série de Riemann : > — ous €R
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‘—1II. Séries a termes positifs
C. Séries de Riemann

Théoreme

1
> — converge = s>1
ns
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‘—1II. Séries a termes positifs
C. Séries de Riemann

Exemple
1 1 1
———  convergent
P o~ 2 7,1,00001 g

Loy

divergent
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C. Séries de Riemann
Démonstration.
1 .
s=1: > — diverge
n
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C. Séries de Riemann
Démonstration.
1
s=1: > — diverge
n

s<1: Vn>1 0<

TCSTP : > — diverge
nS
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‘—1II. Séries a termes positifs
C. Séries de Riemann

Démonstration.

1
s=1: > — diverge
n
1 1
s<1: Vn>1 0<—-—< —
n n’
I
TCSTP : > — diverge
nS

s > 1 : Comparaison avec une intégrale
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C. Séries de Riemann
Suite de la démonstration.
s>1:

n

>1 [Trnde< S p <1+ [ d

k=1
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C. Séries de Riemann
Suite de la démonstration.
s>1:

n

>1 [Trnde< S p <1+ [ d

k=1

f est bien définie, continue, positive et décroissante
sur RY
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C. Séries de Riemann
Suite de la démonstration.
s>1:

Vn >1
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‘—1II. Séries a termes positifs
C. Séries de Riemann

Suite de la démonstration.

s>1:
41 dt no1 ndt
¥n > 1 Sy o<1+ [
n /l s kz—:lks 1 ¢
no1 1 1
kz::lks * s—ll ns—ll
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‘—1II. Séries a termes positifs
C. Séries de Riemann

Suite de la démonstration.

s>1:

-11,+ldt n 1 ndt

Vn > 1 Ty <1+ [T

n /l s kz—:lks 1 ¢

no] 1 1

— — <1 1 -
kz::lks * s—ll ns—ll
S
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II. Séries a termes positifs
C. Séries de Riemann

Méthode
Pour les séries a termes positifs :

» TCSTP ou TESTP

» Séries géométriques ou séries de Riemann




() X

n3—|—2n—|—1




Exemple?7
() X

(i) 225

- converge
n3—|—2n—|—1 vere

\/_




Exemple 7
(i) X2

(i) >3
(ii) (27 = %)

m converge

\/_

diverge




Exemple 7
(i) X2

(i) >3
(ii) (27 = %)
(iv) > (sin %)

\/_

n3-|—2n—|—1

converge

diverge

diverge




Exemple 7

(I) Z m converge
\/_ diverge
2
(i) > (2 + ) diverge
L

(iv) > <sin i) diverge
(

1
t
(v) Y |arctan 2+n+1>




Exemple 7

Wzﬁ?%?i converge
\/_ diverge
()Z( +2> diverge
i — 4 = iv
2" n =
1
(iv) > <sin ) diverge
n
()Z( t ! ) converge
v arctan v
n*+n+1 &

(i)Y




Exemple 7

(I) Z m converge
\/_ diverge
2
(i) > (2 + ) diverge
L

(iv) > <sin i) diverge
(

1
t
(v) > |arctan = 1) converge

1
(vi) > ] converge
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II. Séries a termes positifs

C. Séries de Riemann

> Exercice 4.
Les séries suivantes sont-elles convergentes ?

() vn+1

ns2 (n—1)2 In%n

(b) Y In (cos 1)

n>1 n

o %% 71
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‘—1II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Notation
C' ={0,...,9} : ensemble des chiffres J
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II. Séries a termes positifs
D. Dé e ; p

. Développement décimal d'un réel

Notation
C' ={0,...,9} : ensemble des chiffres

Proposition

(al, as, . . ) c C™

>k

10k est convergente
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‘—1II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Démonstration.

Vi € IN* o<a’f<1o(1>k
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‘—1II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Démonstration.

Vi € IN* o<‘”f<10(1>k
10k 10

1 k
‘ <1: Zlo(l()) converge
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‘—1II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Démonstration.

vk € IN* o<ak<10(1>k
SO0k T 10
1 k
‘ <1: ZlO() converge
10
a
» TCSTP : Z—lok converge O]



Chapitre A12. Séries

II. Séries a termes positifs
D. Dé e ; p

. Développement décimal d'un réel

Notation
Si (ay,)nen- est une suite de chiffres et a est un entier,
alors on note :

a,a10s ... = a-+ 210’“
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II. Séries a termes positifs
D. Développement décimal d'un réel

Définition
Si r=a-+ Z T
alors r=a,a1a;s...

est le développement décimal de .

Exemple

Si =7 alors
a=3 (ap) = (1,4,1,5,9,...)
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II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Définition
Développement décimal impropre :
dN € N Vn € N m>N = a,=09)

Développement décimal propre :
VN € N dneN (n>N et a,<9)




Chapitre A12. Séries

‘—1II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Exemple
Si x = 2,85 alors

z = 2,849999...
et = 2,.850000...
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‘—1II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Exemple
Si x = 2,85 alors

r = 2,849999... impropre
et x = 2,850000... propre
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‘—1II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Théoreme
Tout réel admet un unique développement décimal
propre.
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II. Séries a termes positifs
D

. Développement décimal d'un réel

Théoreme

Tout réel admet un unique développement décimal
propre.

Théoreme

Un réel x est rationnel si et seulement si son dévelop-
pement décimal est périodique a partir d'un certain
rang.
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‘—1II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Exemple 8

() 5=
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‘—1II. Séries a termes positifs

D. Développement décimal d'un réel

Exemple 8
. 1

267

11




Chapitre A12. Séries

D. Développement décimal d'un réel

Exemple 8
. 1

267

= T

11
22
=
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D. Développement décimal d'un réel

Exemple 8
() L0333
I - = ce .
3 Y
267
11

272 — 3,142857142857 . ..

— UL

(i) 2,689689689. .. =
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D. Développement décimal d'un réel

Exemple 8
() L0333
I —_ = o o e
3 Y
267
20 949707
11 ’
272 — 3,142857142857 . ..
2687
i) 2,680689689... = - '
(i) 2, 999
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E. Formule de Stirling



Chapitre A12. Séries
‘—1II. Séries a termes positifs
E. Formule de Stirling

Proposition - Formule de Stirling

n! ~V2mn (n)
e
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II. Séries a termes positifs
E

. Formule de Stirling

Proposition - Formule de Stirling

n! ~V2mn (n)
e

Corollaire

1
In (n!) o nlnn —n+ 51nn+1n\/27r+0(1)
+00
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II. Séries a termes positifs

E. Formule de Stirling

Proposition - Formule de Stirling

n! ~V2mn (n)

e
Corollaire
1
In (n!) o nlnn —n+ 51nn+1n\/27r+0(1)
+00
> Exercice.

On pose, pour tout n > 1 :

1
u, = In (n!) —nlnn+n—§lnn
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E. Formule de Stirling
> Exercice.
On pose, pour tout n > 1 :

1
u, = In (n!) —nlnn+n—§lnn

a. Donner un développement asymptotique a
I'ordre 2 de v, = Up11 — Up.

b. En déduire que la série 3 v,, converge, puis que
la suite (u,) converge.

c. On note A = lim u,,. Donner un équivalent de
n! dépendant de A.
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E. Formule de Stirling
> Exercice.
Les intégrales de Wallis sont, pour tout n € N :

_ [
I”_/o sin” ¢t dt
On démontre :

Vn € N (n+2),12=(n+1)I,
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E. Formule de Stirling
> Exercice.
Les intégrales de Wallis sont, pour tout n € N :

I, = /(fsin”tdt

On démontre :
Vn € N (n+2),12=(n+1)I,

On en déduit :

T (2n)! 7
Iy~ [— Vn € N I, = —
on " 2= (gnpt)2 2
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E. Formule de Stirling
> Exercice.
Les intégrales de Wallis sont, pour tout n € N :

I, = /(fsin”tdt

T (2n)! «
Iy ~ | — Vn € N o = ———=
2n " T (20))2 2

d. Déterminer la valeur de A et démontrer la
formule de Stirling.
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II. Séries a termes positifs
E

. Formule de Stirling

Proposition - Formule de Stirling

n n
n! ~v2mn ()
e

> Exercice 5.

.. 2n
Donner un équivalent de en +o0.
n
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ITI. Séries a termes quelconques
A. Séries alternées
B. Convergence absolue
C. Série exponentielle
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II1. Séries a termes quelconques

A. Séries alternées



Chapitre A12. Séries

‘—III. Séries a termes quelconques
A. Séries alternées

Définition
Une série > u,, est alternée si la suite ((—1)"u,,)
est de signe constant.

nelN




Chapitre A12. Séries
A. Séries alternées
Théoréeme
Soit X" u,, une série alternée telle que :
» la suite (|u,|), est décroissante,

» la suite (|uy,|), converge vers 0.

Alors la série > u,, converge.




Chapitre A12. Séries
A. Séries alternées
Théoréeme
Soit X" u,, une série alternée telle que :
» la suite (|u,|), est décroissante,
» la suite (|uy,|), converge vers 0.

Alors la série > u,, converge.

Exemple 9

(_1 n—1
La série Y ———— converge.
n>1
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A. Séries alternées
Théoréeme
Soit X" u,, une série alternée telle que :
» la suite (|u,|), est décroissante,
» la suite (|uy,|), converge vers 0.

Alors la série > u,, converge.

Proposition

De plus :

> 0< 1S < Juo

» R, est du signe de w11
> |l <l




Chapitre A12. Séries
A. Séries alternées
Théoréeme
Soit X" u,, une série alternée telle que :
» la suite (|u,|), est décroissante,
» la suite (|uy,|), converge vers 0.

Alors la série > u,, converge.

Démonstration du théoreme.

On peut remplacer (u,,) par (—uy).

On suppose que pour tout n € IN, u,, est du signe
de (—1)".
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A. Séries alternées
Théoréeme
Soit X" u,, une série alternée telle que :
» la suite (|u,|), est décroissante,
» la suite (|uy,|), converge vers 0.

Alors la série > u,, converge.

Démonstration du théoreme.

On peut remplacer (u,,) par (—uy).

On suppose que pour tout n € IN, u,, est du signe
de (—1)".

]
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III. Séries a termes quelconques
A

. Séries alternées

Théoréeme
Soit X" u,, une série alternée telle que :

» la suite (|u,|), est décroissante,
» la suite (|uy,|), converge vers 0.

Alors la série > u,, converge.

Proposition

De plus :

> 0 < [S] < fuol

» R, est du signe de w11
> |Rul < s
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A. Séries alternées
Proposition
De plus :
> 0< 15| < Juo
» R, est du signe de u,1
> || <l

Démonstration de la proposition.

La suite (.S2,,) décroit vers S,
la suite (So,+1) croit vers S :

Vn € N Sons1 <5 < Sap
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A. Séries alternées
Proposition
De plus :
0 < [5] < [uol
» R, est du signe de u,1
> |Ry| < |ups1]

Démonstration de la proposition.
Vn € N Sgn_H S < SZn
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A. Séries alternées
Proposition
De plus :
0 < [5] < [uol
» R, est du signe de u,1
> |Ry| < |ups1]

Démonstration de la proposition.
Vn € N Sgn_H S < SZn

Pourn=0: wuy— u
Donc : 0
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A. Séries alternées
Proposition
De plus :
0 < [5] < [uol
» R, est du signe de u,1
> |Ry| < |ups1]

Démonstration de la proposition. Pour tout n € IN :

Sont1 <S5 < Sy Sont1 <5 < Sopyo
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A. Séries alternées
Proposition
De plus :
0 < [5] < [uol
» R, est du signe de u,1
> |Ry| < |ups1]

Démonstration de la proposition. Pour tout n € IN :

Sont1 <S5 < Sy Sont1 <5 < Sopyo

Uopt+1 < oy <0 0 < Ropy1 < U2pyo
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A. Séries alternées
Proposition
De plus :
0 < [5] < [uol
» R, est du signe de u,1
> |Ry| < |ups1]

Démonstration de la proposition. Pour tout n € IN :

Sont1 <S5 < Sy Sont1 <5 < Sopyo

Uopt+1 < oy <0 0 < Ropy1 < U2pyo

Ceci démontre la propriété. Il
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II1. Séries a termes quelconques

B. Convergence absolue



Chapitre A12. Séries

‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Remarque

Soit (u,) une suite réelle ou complexe quelconque.
On ne suppose plus les suites positives.




Chapitre A12. Séries

‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Définition

Y u, converge absolument si Y |u,| converge




Chapitre A12. Séries

‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Théoreme

> u, converge absolument — Y wu, converge




Chapitre A12. Séries

‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Théoreme

> u, converge absolument — Y wu, converge

Théoreme
De facon équivalente :

> |uy,| converge = Y u, converge
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration. (u,,) réelle :

VnelN  0< uy+ |uy| < 2|uy|
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration. (u,,) réelle :

VnelN  0< uy+ |uy| < 2|uy|

> u, converge absolument

<= Y |u,| converge
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration. (u,,) réelle :

VnelN  0< uy+ |uy| < 2|uy|

> u, converge absolument
<= Y |u,| converge

< ¥ 2|uy| converge par linéarité
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration. (u,,) réelle :

VnelN  0< uy+ |uy| < 2|uy|

> u, converge absolument
<= Y |u,| converge
< ¥ 2|uy| converge par linéarité

= > (uy, + |uy|) converge par le TCSTP
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‘—III. Séries a termes quelconques

B. Convergence absolue

Démonstration. (u,,) réelle :

VnelN  0< uy+ |uy| < 2|uy|

> u, converge absolument

<= Y |u,| converge

< ¥ 2|uy| converge par linéarité
— > (upn + |uy|) converge par le TCSTP
—

Y(uy + |uy| — |uy|) converge par linéarité
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration. (u,,) réelle :

VnelN  0< uy+ |uy| < 2|uy|

> u, converge absolument

> |u,| converge
> 2|u,| converge par linéarité
> (up, + |u,|) converge par le TCSTP

Y(uy + |uy| — |uy|) converge par linéarité

Tyt

> Uy, converge
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Suite de la démonstration. (u,,) complexe :

Vn € N u, = Reu,, +¢Imu,
0
0

IRe uy| < Juy|

NN

[Im w,, | < |y
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Suite de la démonstration. (u,,) complexe :

VnelN u, = Reu,, +¢Imu,
0 < |Reuy,| < |uy,|
0 < |Imu,| < |uy,|

> u, converge absolument donc ¥ |u,| converge
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Suite de la démonstration. (u,,) complexe :

VnelN u, = Reu,, +¢Imu,
0 < |Reuy,| < |uy,|
0 < |Imu,| < |uy,|

> u, converge absolument donc ¥ |u,| converge

— > | Rew,| et ¥ |Imu,| convergent par TCSTP
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Suite de la démonstration. (u,,) complexe :
Vn € N u, = Reu,, + ¢ Imu,

0 < |Reu,| < |uy|

0 < |[Imuy,| < |uy,]
> u, converge absolument donc ¥ |u,| converge

— > | Rew,| et ¥ |Imu,| convergent par TCSTP

— > Reu, et > Imu, convergent
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Suite de la démonstration. (u,,) complexe :

Vn € N u, = Reu,, +¢Imu,
0 < |Reu,| < |uy|
0 < |[Imuy,| < |uy,]
> u, converge absolument donc ¥ |u,| converge
—> Y | Reu,| et | Imu,| convergent par TCSTP
— > Reu, et > Imu, convergent

= > u, converge par linéarité [
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration alternative du cas réel.

Vr e R
o+ z siz >0 - 0 siz>0
0 siz<0 —x stz <0
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration alternative du cas réel.

Vr e R

o+ z siz >0 - 0 siz>0
0 sizx<O —x six <0

Alors :

r=a"—a et |r|=at+a
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration alternative du cas réel.

Vr e R
o+ z siz >0 - 0 siz>0
0 six<0 —z siz <0
Alors :
r=a"—a et |r|=at+a

0 <zt < | et 0< 2z < |
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration alternative du cas réel.

Vn e N O0<u <|u, et 0<u
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration alternative du cas réel.

Vn e N O0<u <|u, et 0<u

Yluplov = Tul et Tu, cv TCSTP
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration alternative du cas réel.

Vn e N 0<u <luy| et 0<u, < |uy

Yluplov = Tul et Tu, cv TCSTP

= Y(ul —u,) cv par linéarité
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration alternative du cas réel.

Vn e N 0<u <luy| et 0<u, < |uy

Yluplov = Tul et Tu, cv TCSTP
= Y(u} —u,) cv par linéarité

= > U, CV L]
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III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Théoreme

> u, converge absolument — Y wu, converge

Théoreme
De facon équivalente :

> |uy,| converge = Y u, converge

Remarque

La réciproque est fausse.
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III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Exemple 10
-1 n—1
Pl

n>1 n

converge alors que

Z (_1)7171 _

n>1 n

diverge

S

Vv

pi
S|
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III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Exemple 10
-1 n—1
Pl

n>1 n

converge alors que

> =0T => 1 diverge

n>1 n n>1 n

ie., Y -———— converge
n :
mais ne converge pas absolument
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B. Convergence absolue
Exemple 10
( -1 ) n—1

n>1 n

converge alors que

> =0T => 1 diverge

n>1 n n>1 n

ie., Y -———— converge
n :
mais ne converge pas absolument

On dit que cette série est semi-convergente.
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B. Convergence absolue

Exemple 10 (suite)

FTRI : Vn e N
n (_l)k—l
In2 —
2
+oo (_1)k-1
Donc Z( )

ik

(1 + )t
g%ﬂ1-ﬂ%ﬁ:

=1n2

1(—=1)"(1 — )"
A( )"(1 = 1)

i

n+1
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III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Théoreme

> u, converge absolument — Y wu, converge

Théoreme
De facon équivalente :

> |uy,| converge = Y u, converge

Remarque

Pour démontrer que la série 3 |u,| converge on dis-
pose des théoremes sur les séries a termes positifs.
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III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Proposition (Inégalité triangulaire)
Si > u,, converge absolument alors :

+o00o “+o00
doug| < X |ugl
k=0 k=0




Chapitre A12. Séries

‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration. Inégalité triangulaire dans C :

n n

k=0 k=0
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration. Inégalité triangulaire dans C :

n

n
k=0 k=0
Ces deux suites convergent donc :
n

n
Im |> ug| < lim > |ug
k=0

n—-+00 =0 n—-+00
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Démonstration. Inégalité triangulaire dans C :

n n
k=0 k=0

Ces deux suites convergent donc :

n—-+00

n
Im |> ug| < lim > |ug
k=0 =

+00
e Zuk < Z\uk\ L]
k=0




Chapitre A12. Séries

III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Proposition
(uy) : suite réelle ou complexe
(v,) : suite réelle a termes positifs

Hypotheses :  w, = O(v,) et Y wv, converge

Alors > u,, est absolument convergente
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III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Proposition
(uy) : suite réelle ou complexe
(v,) : suite réelle a termes positifs

Hypotheses :  w, = O(v,) et Y wv, converge

Alors > u,, est absolument convergente
(donc convergente).
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Up

U) est bornée.

Démonstration. u,, = O(v,) donc (
Soit M un de ses majorants.

Vn e N < |un| < Moy,
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Up

U) est bornée.

Démonstration. u,, = O(v,) donc (
Soit M un de ses majorants.

Vn e N < |un| < Moy,
>. U, converge
TCSTP : ¥ |u,| converge

donc 3w, converge absolument. [l
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

Exemple 11
seR, qge Ctelque g <1

n=0
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‘—III. Séries a termes quelconques
B

. Convergence absolue

> Exercice 6.
Démontrer que les séries suivantes sont convergentes.

sinn

() ¥ (b) X elnbn

2
n>1 n n=>0
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C. Série exponentielle
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III. Séries a termes quelconques
C

. Série exponentielle

Proposition
n

7 . Z
Pour tout z € C la série >, — converge et :
nelN T

Cette série est appelée série exponentielle.
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‘—III. Séries a termes quelconques
C

. Série exponentielle

Démonstration. Soit f: [0,1] — C
t — e’
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‘—III. Séries a termes quelconques
C. Série exponentielle

Démonstration. Soit f: [0,1] — C
t — e’

Cette fonction est de classe 6.

YnelN Vte[0,1] fU(t) = 2"f(t)
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Démonstration. Soit f: [0,1] — C
t — e’

Cette fonction est de classe “6°°.
YnelN Vte[0,1] fU(t) = 2"f(t)

Soit M un majorant de |f| sur [0, 1].
Alors M|z|" est un majorant de |f(™)| sur [0,1].
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Démonstration. Soit f: [0,1] — C
t — e’

Cette fonction est de classe 6.

YnelN Vte[0,1] fU(t) = 2"f(t)
Soit M un majorant de |f| sur [0, 1].
Alors M|z|" est un majorant de |f(™)| sur [0,1].
Inégalité de Taylor Lagrange : vVt € [0, 1]
tn+1

(n+1)!

n tk

Ft) = 3 fM0)-| < Mz
k=0 k!
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‘—III. Séries a termes quelconques

C. Série exponentielle

Démonstration. Soit f: [0,1] — C
t — e’

Cette fonction est de classe 6.

YnelN Vte[0,1] fU(t) = 2"f(t)
Soit M un majorant de |f| sur [0, 1].
Alors M|z|" est un majorant de |f(™)| sur [0,1].
Inégalité de Taylor Lagrange pourt =1 :
n_ yk

z - < -
PPy (n+1)!

‘Zln—i—l
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‘—III. Séries a termes quelconques
C

. Série exponentielle

Démonstration. Soit f: [0,1] — C
t — e’

Inégalité de Taylor Lagrange pourt =1 :

k n+1

L2 2]
- <M
kzzok! (n+1)!

Par croissances comparées et théoreme

d'encadrement :
k
. "Nz
lim — =¢" O]
n—+o0 1=, kI



Prochain chapitre
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