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‘—I. Continuité uniforme

I : intervalle f I — R fonction



Chapitre All. Intégration

Définition
f est uniformément continue si :
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lz—yl<n = |f(x)—fy)<e
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f est uniformément continue si :
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I. Continuité uniforme

Définition
f est uniformément continue si :
Ve >0 dn >0 Ve el Vy el

lz—yl<n = |f(z)-fly)<e

Rappel
f est continue si :

Ve >0 Ve el In >0 Vy el

z—yl<n = |fx) - flW)l<e
Le réel n dépend de =.
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Définition
f est uniformément continue si :
Ve >0 In>0  V(zy) el
z—yl<n = |[fl@)-flyl<e

Exemple 1
(i) La fonction carré n'est pas uniformément

continue.
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I. Continuité uniforme

Définition
f est uniformément continue si :
Ve >0 In>0  V(zy) el

lz—yl<n = |f(x)—fy)<e

Exemple 1
(ii) La fonction carré est uniformément continue sur
0, 10].
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I. Continuité uniforme

Définition
f est uniformément continue si :
Ve >0 In>0  V(zy) el

lz—yl<n = |f(x)—fy)<e

Exemple 1

(iii) La fonction racine carrée est uniformément
continue.
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I. Continuité uniforme

Définition
f est uniformément continue si :
Ve >0 In>0  V(zy) el

lz—yl<n = |f(x)—fy)<e

Proposition
f lipschitzienne

—> [ uniformément continue

—> f continue

Les réciproques sont fausses.




Chapitre All. Intégration

‘—I. Continuité uniforme

Définition
f est uniformément continue si :
Ve >0 In>0  V(zy) el

lz—yl<n = |f(x)—fy)<e

Démonstration. (i)

f lipschitzienne — [ uniformément continue
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‘—I. Continuité uniforme

Définition
f est uniformément continue si :
Ve >0 In>0  V(zy) el

lz—yl<n = |f(x)—fy)<e

Démonstration. (i)
f lipschitzienne << f uniformément continue

T — +/x est uniformément continue
n'est pas lipschitzienne.
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‘—I. Continuité uniforme

Définition
f est uniformément continue si :
Ve >0 In>0  V(zy) el

lz—yl<n = |f(x)—fy)<e

Démonstration. (ii)

f uniformément continue — [ continue

Immédiat.
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‘—I. Continuité uniforme

Définition
f est uniformément continue si :
Ve >0 In>0  V(zy) el

lz—yl<n = |f(x)—fy)<e

Démonstration. (ii)

f uniformément continue <&  f continue

T — x? est continue
n'est pas uniformément continue. [l
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‘—I. Continuité uniforme

Théoreme de Heine
Si f est continue sur un segment
alors f est uniformément continue.




Eduard Heine (Allemagne) 1821 — 1881
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‘—I. Continuité uniforme

Théoreme de Heine
Si f est continue sur un segment
alors f est uniformément continue.

Démonstration.
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‘—I. Continuité uniforme

Théoreme de Heine
Si f est continue sur un segment
alors f est uniformément continue.

Démonstration.
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I1. Définition de l'intégrale
A. Fonctions en escalier
B. Fonctions continues par morceaux
C. Intégrale d'une fonction CPM sur un segment
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A. Fonctions en escalier
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Définition
Dans toute cette partie [ est un segment :

I =a,b avec a<b
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Définitions

Soit I = [a, b] un segment.

(i) Subdivision de I :
a=xp<x1<--<x,=>
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Définitions
Soit I = [a, b] un segment.
(i) Subdivision de I :
a=xp<x1<--<x,=>
(ii) f: 1 — R est en escalier s'il existe une
subdivision (z1)o<k<n de I telle que f est
constante sur chaque intervalle |x;_1, zy[.
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Définitions

Soit I = [a, b] un segment.

(i) Subdivision de I :

a=290<x; < - <Tp=0b

(ii) f: 1 — R est en escalier s'il existe une
subdivision (z1)o<k<n de I telle que f est
constante sur chaque intervalle |x;_1, zy[.
Subdivision adaptée a f.
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

0 a = g T1 X2 X3 T4 x5 Te X7y T9g 10 = b x
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Y
y = f(z)

L e
| |
| |
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0 a = xg T1  To T3 Ty T5 =0 T
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Exemple

La fonction partie entiére x — | x| est en escalier sur
tout segment.
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Définition : Intégrale d’une fonction en escalier
» f: I — R en escalier

» (z1)o<k<n Subdivision adaptée a f
» vy valeur de f sur |xg_1, zk]

Intégrale de f sur I :
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Définition : Intégrale d’une fonction en escalier
» f: I — R en escalier

» (z1)o<k<n Subdivision adaptée a f
» vy valeur de f sur |xg_1, zk]

Intégrale de f sur I :

/If = Zn:yk(l‘k — Tp-1)
: =1




Chapitre All. Intégration

—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Y
y = f(z)

Y-
| |
| |
Yo t---=--=--=-=-=-=-- - — l ¢
| | | |
Yry----- — | |
Ysp----- 1T 1T t |
| 1 1 1 |
| 1 . 1 |
| 1 1 1 |
| 1 1 1 |

0 a=xg T1  To T3 Ty T5 =0 T
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Définition : Intégrale d’une fonction en escalier
Intégrale de f sur I :

/]f = iyk(xk — Tp-1)
=1

Proposition
L'intégrale de f ne dépend pas de la subdivision
choisie,
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Définition : Intégrale d’une fonction en escalier
Intégrale de f sur I :

/]f = iyk(xk — Tp-1)
=1

Proposition
L'intégrale de f ne dépend pas de la subdivision
choisie, ni des valeurs de f aux points de cette
subdivision.
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Y
y=f(z)
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A. Fonctions en escalier
Proposition

Soit f et g deux fonctions en escalier. Alors il existe
une subdivision de I adaptée a f et a g.
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
Proposition

Soit f et g deux fonctions en escalier. Alors il existe
une subdivision de I adaptée a f et a g.
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A. Fonctions en escalier
Proposition
Soit f et g deux fonctions en escalier. Alors il existe
une subdivision de I adaptée a f et a g.

b e = — — — —

[y S
]
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A. Fonctions en escalier
Proposition
Soit f et g deux fonctions en escalier. Alors il existe
une subdivision de I adaptée a f et a g.
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
Proposition

Soit f et g deux fonctions en escalier. Alors il existe
une subdivision de I adaptée a f et a g.

Démonstration.
Soit (x, ..., x,) une subdivision adaptée
et (o, - --,Ym) une subdivision adaptée

0 W
Q2
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
Proposition

Soit f et g deux fonctions en escalier. Alors il existe
une subdivision de I adaptée a f et a g.

Démonstration.

Soit (x, ..., x,) une subdivision adaptée a f
et (o, - -.,Ym) une subdivision adaptée a g.
L'ensemble {zq,...,z,} U{yo,...,ym} contient un

certain nombre de réels distincts que I'on note
20, -.,%p en les ordonnant.
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
Proposition

Soit f et g deux fonctions en escalier. Alors il existe
une subdivision de I adaptée a f et a g.

Démonstration.
Soit (x, ..., x,) une subdivision adaptée
et (o, - --,Ym) une subdivision adaptée

Qs -

f
g.

L'ensemble {z,...,z,} U{y0,...,ym} contient un
certain nombre de réels distincts que I'on note
20, -.,%p en les ordonnant.

La subdivision (zp, ..., z,) est adaptée a fetayg
car elle contient tous les z; et les y;. ]
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Lemme - Croissance de l'intégrale sur &(7)
Soit f et g deux fonctions en escalier.

Si  f<g alors /Ifg/lg
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Démonstration. Si f < ¢ alors /If < /Ig

Soit (g, ..., x,) une subdivision adaptée a f et a g.
Soit yy. et zi les valeurs de f et de g sur Jzj_1, xg[.
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A. Fonctions en escalier
Démonstration. Si f < ¢ alors /If < /Ig

Soit (g, ..., x,) une subdivision adaptée a f et a g.
Soit yy. et zi les valeurs de f et de g sur Jzj_1, xg[.

Alors :
Vk=1,...,n Yk

N

<k
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A. Fonctions en escalier
Démonstration. Si f < ¢ alors /If < /Ig

Soit (g, ..., x,) une subdivision adaptée a f et a g.
Soit yy. et zi les valeurs de f et de g sur Jzj_1, xg[.

Alors :
Vk=1,...,n Yk < 2k

VeE=1,....n  yr(zr —xp_1) < zi(xp — 2)-1)



Chapitre All. Intégration
A. Fonctions en escalier
Démonstration. Si f < ¢ alors /If < /Ig

Soit (g, ..., x,) une subdivision adaptée a f et a g.
Soit yy. et zi les valeurs de f et de g sur Jzj_1, xg[.

Alors :
Vk=1,...,n Yr < 2k
VE=1,....n  yr(zr — 2p—1) < 2i(zr — 2-1)
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A. Fonctions en escalier
Démonstration. Si f < ¢ alors /If < /Ig

Soit (g, ..., x,) une subdivision adaptée a f et a g.
Soit yy. et zi les valeurs de f et de g sur Jzj_1, xg[.

Alors :
Vk=1,...,n Yr < 2k
VE=1,....n  yr(zr — 2p—1) < 2i(zr — 2-1)

n n
Syp(rr — xr—1) < D ze(Tp — xp-1)
=1 =1

Jr< [y 0
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II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier

Propositions
(i) Les combinaisons linéaires de fonctions en
escalier sur [ sont en escalier.

(ii) Le produit d'un nombre fini de fonctions en
escalier sur I est en escalier.

Démonstration. En effet, si fi,..., f, sont des
fonctions en escalier alors il existe une subdivision
de I adaptée a toutes les f;. ]
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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‘—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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‘—II. Définition de I'intégrale
A. Fonctions en escalier
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A. Fonctions en escalier
Lemme - Linéarité de I'intégrale sur §(/)

Soit f et g deux fonctions en escalier et A\ un réel.
Alors :

JOF+9=x[f+]g
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II. Définition de I'intégrale

A. Fonctions en escalier

Lemme - Linéarité de I'intégrale sur §(/)
Soit f et g deux fonctions en escalier et A\ un réel.
Alors :

JOf+9 =X+ g

Démonstration.

[0 f+9) = éuywzk)(xk—xk )
é k(Tr — Tp—1) +k§_:12k( Ty — Tp—1)
=M+ g 2
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I1. Définition de l'intégrale

B. Fonctions continues par morceaux
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B. Fonctions continues par morceaux
Définition
f : I — R est continue par morceaux s'il existe une
subdivision (zy)o<k<n de I telle que :
(i) f est continue sur chaque intervalle |x;_1, zx[.

(ii) f admet une limite finie a gauche et a droite en
chaque point de cette subdivision.
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B. Fonctions continues par morceaux
Définition
f : I — R est continue par morceaux s'il existe une
subdivision (zy)o<k<n de I telle que :
(i) f est continue sur chaque intervalle |x;_1, zx[.

(ii) f admet une limite finie a gauche et a droite en
chaque point de cette subdivision.

Définition (suite) Hors programme

Si I est un intervalle quelconque, on dit que f est
continue par morceaux sur [ si elle est continue par
morceaux sur tout segment inclus dans I.
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B. Fonctions continues par morceaux
Définition
f : I — R est continue par morceaux s'il existe une
subdivision (zy)o<k<n de I telle que :
(i) f est continue sur chaque intervalle |x;_1, zx[.

(ii) f admet une limite finie a gauche et a droite en
chaque point de cette subdivision.

Notation

“6n(I,R) : ensemble des fonctions f: [ — R
continues par morceaux.
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B. Fonctions continues par morceaux
Définition
f : I — R est continue par morceaux s'il existe une
subdivision (zy)o<k<n de I telle que :
(i) f est continue sur chaque intervalle |x;_1, zx[.

(ii) f admet une limite finie a gauche et a droite en
chaque point de cette subdivision.

Remarque

€°(I,R) C 6,,(I,R)
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II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Propositions

(i) Un fonction continue par morceaux sur un
segment est bornée.
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II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Propositions

(i) Un fonction continue par morceaux sur un
segment est bornée.

(ii) La somme et le produit de fonctions continues
par morceaux sont continues par morceaux.
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II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Propositions

(i) Un fonction continue par morceaux sur un
segment est bornée.

(ii) La somme et le produit de fonctions continues
par morceaux sont continues par morceaux.

6, (I, R) est un espace vectoriel et un anneau.
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‘—II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. (i) Une fonction CPM sur un
segment est bornée.

Soit f : I — IR CPM. Pour tout k£ on note :

» fi la restriction de f a l'intervalle |xy_1, zk]
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—II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. (i) Une fonction CPM sur un
segment est bornée.

Soit f : I — IR CPM. Pour tout k£ on note :

» fi la restriction de f a l'intervalle |xy_1, zk]

> f le prolongement par continuité de f; 3
[xk—h Zl?'k].

Comme f; admet des limites finies en x;_1 et en x;
alors elle est prolongeable par continuité sur le
segment [zj_1, y|.
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—II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. (i) Une fonction CPM sur un
segment est bornée.

Soit f : I — IR CPM. Pour tout k£ on note :

» fi la restriction de f a l'intervalle |xy_1, zk]

> f le prolongement par continuité de f; 3
[xk—h l’k].
Alors :

» Les f}, sont bornées.

Une fonction continue sur un segment est bornée.
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—II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. (i) Une fonction CPM sur un
segment est bornée.

Soit f : I — IR CPM. Pour tout k£ on note :

» fi la restriction de f a l'intervalle |xy_1, zk]

» f. le prolongement par continuité de fj, a
[T_1, g

Alors :

» Les f}, sont bornées.

» Par restriction les f; sont bornées.
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—II. Définition de I'intégrale

B. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. (i) Une fonction CPM sur un
segment est bornée.

Soit f : I — IR CPM. Pour tout k£ on note :

» fi la restriction de f a l'intervalle |xy_1, zk]

» f. le prolongement par continuité de fj, a
[T_1, g

Alors :

» Les f}, sont bornées.

» Par restriction les f; sont bornées.

n
» Donc [ est bornée sur |J |xp_1, x].
k=1
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—II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. (i) Une fonction CPM sur un
segment est bornée.

Alors :

» Les f; sont bornées.

» Par restriction les f;. sont bornées.

n
» Donc f est bornée sur |J |xp_1, xl.
k=1
» Donc f est bornée. O]

Les valeurs de f en zq,...,x, sont en nombre fini
donc elles sont bornées.
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—II. Définition de I'intégrale
B. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. (ii)) La somme et le produit de
fonctions CPM sont CPM.
Soit f et g deux fonctions CPM et (xg, ..., x,) une
subdivision adaptée a f et a g.
» Sur chaque intervalle Jxj_1, x| les fonctions
f + g et fg sont continues.
» En chaque point z; leurs limites a gauche et a
droite sont finies.
Donc f + g et fg sont CPM.
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—II. Définition de I'intégrale
B. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. (ii)) La somme et le produit de
fonctions CPM sont CPM.

Soit f et g deux fonctions CPM et (xg, ..., x,) une
subdivision adaptée a f et a g.

» Sur chaque intervalle Jxj_1, x| les fonctions
f + g et fg sont continues.

» En chaque point z; leurs limites a gauche et a
droite sont finies.

Donc f + g et fg sont CPM.
En particulier A\f est CPM pour tout A € R. O
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II. Définition de I'intégrale

B. Fonctions continues par morceaux

Théoreme
Approximation par une fonction en escalier
f I — R continue par morceaux e>0

Alors il existe f; et f5 fonctions en escalier telles que :

Ve el
f(z) —e < filz) < flz) < folz) < fl2) + ¢
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—II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Démonstration.

» On démontre |'existence de fi, puis fo = fi +¢
convient.

» On suppose d'abord que f est continue.
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—II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. Soit f continue sur 1.

Théoreme de Heine : f est uniformément continue.
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—II. Définition de I'intégrale
B. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. Soit f continue sur 1.

Théoreme de Heine : f est uniformément continue.
Comme ¢ > 0 alors :
I >0  V(z,y) el

[z —yl<n = |flx) - fly)l<e
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—II. Définition de I'intégrale
B. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. Soit f continue sur 1.

Théoreme de Heine : f est uniformément continue.
Comme ¢ > 0 alors :
In>0  VY(x,y) €I

[z—yl<n = |flx) - fl)l<e
Subdivision (zo, ..., x,) de [a,b] :
- {b — al b b—a

n n
et Vk=0,....n rr =a—+ kh
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—II. Définition de I'intégrale

B. Fonctions continues par morceaux
Démonstration. Soit f continue sur 1.

z—yl<n = |f(x)-fly)<e
Soit :

yp = Inf  f(x)

T STLTh41
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—II. Définition de I'intégrale

B. Fonctions continues par morceaux
Démonstration. Soit f continue sur 1.

z—yl<n = |f(x)-fly)<e
Soit :

yp = Inf  f(x)

Tp<TLETE41
Puis :
Va € [zg, Tra| filz) = yi
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—II. Définition de I'intégrale

B. Fonctions continues par morceaux
Démonstration. Soit f continue sur 1.

z—yl<n = |f(x)-fly)<e

Soit :
Y = xk<£%£:k+1 f(z)
Puis :
Vo € [z, Tpy1] filz) = yi
Alors :

Veel  f(z)—e< filz) < f(z)
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—II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. Soit f continue par morceaux sur 1.
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—II. Définition de I'intégrale
B. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. Soit f continue par morceaux sur 1.

Sur chaque intervalle |x;_1, zx[ la fonction f est
continue donc il existe une fonction en escalier fi;

telle que :
f—e< fip <f sur Jop_q, 2
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II. Définition de I'intégrale
B

. Fonctions continues par morceaux

Démonstration. Soit f continue par morceaux sur 1.

Sur chaque intervalle |x;_1, zx[ la fonction f est
continue donc il existe une fonction en escalier fi;
telle que :

f—e< fip <f sur Jop_q, 2
On définit alors f; par :

VeE=1,....n J1ax s o[ = J1k

Vk=0,...,n fi(zr) = f(ag)
La fonction f; est en escalier et vérifie bien :

f—e<fi<f O
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I1. Définition de l'intégrale

C. Intégrale d'une fonction CPM sur un segment
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C. Intégrale d'une fonction CPM sur un segment
Théoréeme
f I — R continue par morceaux.
&1 = {fonctions en escalier sur [ inférieures a f}
&9 = {fonctions en escalier sur I supérieures a f}
Alors :

Sup{ [ fi| het}=mt{[f] f &)
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C. Intégrale d’une fonction CPM sur un segment

Théoréeme

f I — R continue par morceaux.

&1 = {fonctions en escalier sur [ inférieures a f}
&9 = {fonctions en escalier sur I supérieures a f}
Alors :

Sup{ [ fi| het}=mt{[f] f &)

Définition

On appelle intégrale de f sur I cette borne commune.
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C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment

y = h(z)

8

~—r

g




Chapitre All. Intégration

‘—II. Définition de l'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
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—II. Définition de I'intégrale
C

. Intégrale d’une fonction CPM sur un segment
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—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
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Chapitre All. Intégration

‘—II. Définition de I'intégrale
C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment

Définition
On appelle intégrale de f sur I la borne commune
définie par le théoreme.

Notations

[t [ [f 0 [row




Chapitre All. Intégration

—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Démonstration. On note :

11:Sup{/lf1‘f1€81} 12:1nf{/lf2\f2€82}
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—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Démonstration. On note :

11:Sup{/lf1‘f1€81} 12:1nf{/lf2\f2682}

Trois étapes :
(i) I, et I, sont bien définies.
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‘—II. Définition de I'intégrale
C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment

Démonstration. On note :

[1 = Sup{/lfl ‘fl 681} ]2 :Inf{/lfg ‘fg 682}
Trois étapes :

(i) I; et I, sont bien définies.

(II) [1 < ]2




Chapitre All. Intégration

‘—II. Définition de I'intégrale
C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment

Démonstration. On note :
L=Sw{[fi|fict) L=mi{[f|fecb)
Trois étapes :

(i) I, et I, sont bien définies.

(if) I, < I

(i) Ve >0 I, —1, <¢
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—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Démonstration.
I = Sup{/lfl ‘fl 681} I :Inf{/lfg ‘fg 682}

(i) I et I, sont bien définies.

f est bornée sur 1.

Ve el m< f(z) <M
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—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Démonstration.
I = Sup{/lfl ‘fl 681} I :Inf{/lfg ‘fg 682}

(i) I et I, sont bien définies.

f est bornée sur 1.
Vo el m< fle) <M

(x —»m) eé&
donc {/Ifl ’fl € 81} est non-vide.
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—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Démonstration.
I = Sup{/lfl ‘fl 681} I :Inf{/lfg ‘fg 682}

(i) I et I, sont bien définies.

f est bornée sur 1.
Ve el m < f(z)
(x —»m) eé&
donc {/Ifl ’fl € 81} est non-vide.
De plus il est majoré par M (b — a).
PBS : I; est bien défini.

M

/N
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—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Démonstration.
I = Sup{/lfl ‘fl 681} I :Inf{/lfg ‘fg 682}

(i) I et I, sont bien définies.

f est bornée sur 1.
Ve el m < f(z)
(x = M) € &
donc {/If2 ’fg € 82} est non-vide.
De plus il est minoré par m(b — a).
PBI : I, est bien défini.

/N

M
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—II. Définition de I'intégrale

Démonstration.
[1 :Sup{/lfl ‘fl 681} IQIInf{/IfQ ‘fgegg}
(i) I < I
Soit f1 € &1 et fo € &y. Alors :
<< f
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—II. Définition de I'intégrale

Démonstration.
[1 :Sup{/lfl ‘fl 681} IQIInf{/IfQ ‘fgegg}
(i) I < I
Soit f1 € &1 et fo € &y. Alors :
<< f

Donc /If1 </If2
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—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Démonstration.

L=Sw{[fi|fict) L=mi{[f|fecb)
(i) I, < I
Soit f1 € &1 et fo € &y. Alors :
h<f<f

Donc /If1 </If2

Donc I </If2
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—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Démonstration.
I = Sup{/lfl ‘fl 681} I :Inf{/lfg ‘fg 682}

(i) Iy < I
Soit f1 € &1 et fo € &y. Alors :

N <)
Donc /If1 </If2
Donc I </If2

Donc Il < ]2
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—II. Définition de I'intégrale

Démonstration.
L=Sw{[fi|fict) L=mi{[f|fecb)
(i) Ve >0 I, — 1, <e¢

Soit € > 0. Alors 50 )>O

Théoreme d'approximation :

Il existe f; € &1 et fo € 65 telles que :

£
f_() fl f<f2<f+2(b—a)
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—II. Définition de I'intégrale

Démonstration.
L =suw{ [ f ‘fle&} L=mf{ [, ‘fgeéig}
(i) Ve >0 I, — 1, <e¢

f-gr——=<h<f<h<f+3——
2(b—a)

Donc 0< fo— f1i <

(b—a)




Chapitre All. Intégration

—II. Définition de I'intégrale

Démonstration.
Ileup{/Ifl‘fle&} IQZInf{/IfQ‘fQE(CgQ}
(i) Ve >0 I, — 1, <e¢
€ €
- < -
/ 2h—a) S <AL f f+2(b—a)

Donc 0< fo— f1i <

Lemmes de croissance et de linéarité :

</If2—/lf1</lbia:€
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Démonstration.
11:Sup{/jf1 ‘fle(‘;l} IgzInf{/Ifg ]f2e(<;2}
(i) I, et I, sont bien définies.
(i) [ < I
(i) Ve >0 I, —1) <¢
(i) Ve >0 I, — 1 <
£

0</ff2_/1f1</1b—a:€
Or /Ifz—/lf1212—11

Donc I, -1 <e

£




Chapitre All. Intégration

—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Démonstration.

11:Sup{/lf1‘f1€81} 12:1nf{/lf2\f2682}

Les deux bornes I; et I sont bien définies et :

Ve >0 0< L -1 <¢

Elles sont donc égales: I = I, O]



Chapitre All. Intégration

—II. Définition de I'intégrale

C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment

Définition
On appelle intégrale de f sur I la borne commune
définie par le théoreme.




Chapitre All. Intégration

‘—II. Définition de I'intégrale
C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment

Définition
On appelle intégrale de f sur I la borne commune
définie par le théoreme.

Notations

[t [ [f 0 [row




Chapitre All. Intégration
C. Intégrale d’'une fonction CPM sur un segment
Remarque
L'intégrale d'une fonction est |'aire sous la courbe,
en comptant négativement les parties ou la fonction
est négative.




Chapitre All. Intégration

III. Propriétés
A. Linéarité
B. Inégalités
C. Inversion des bornes
D. Parité, périodicité
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I11. Propriétés

A. Linéarité



Chapitre All. Intégration

Proposition : Linéarité de l'intégrale
f, g CPM sur I = [a, b
A, 1 réels

[AR() + gty dt = X[ (2 dt + [ g(t)
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Proposition : Linéarité de l'intégrale

J(F+9)=[f+[g
J AN =X/ f
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Proposition : Linéarité de l'intégrale
L'application  6,,(I,R) — R est linéaire.
f— | f

V(f.9) € 6n(I,R)* V(A p)€R
/I(Af+ug)zk/lf+u/lg
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III. Propriétés
A. Linéarité

Lemme
f fonction CPM sur un segment 1.

& = {fonctions en escalier inférieures a f}

Soit (f,)new+ une suite de fonctions de 6; telles que :

Jim Sup (f () = fu(2)) = 0
xzel

Alors : lim /If” :/If

n—-+0o00
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Démonstration. Soit ¢, = Sup (f(x) — f.(x))
xel
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Démonstration. Soit ¢, = Sup (f(x) — f.(x))
xel

Vne N* Veel
fa(z) < f(2) < fulz) + 20
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Démonstration. Soit ¢, = Sup (f(x) — f.(x))

zel

Vne N* Veel
fa(z) < f(2) < fulz) + 20

Par définition de l'intégrale de f :

WmeN [ fu<[f< [ (faten)
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‘—III. Propriétés
A. Linéarité

Démonstration. Soit ¢, = Sup (f(x) — f.(x))

zel

Vne N* Veel
fa(z) < f(2) < fulz) + 20

Par définition de I'intégrale de f et par linéarité :

WmeN [ fu<[f< [ (faten)

< /Ifn+/15n
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Démonstration. Soit ¢, = Sup (f(x) — f.(x))

zel

Vne N* Veel
fa(z) < f(2) < fulz) + 20

Par définition de I'intégrale de f et par linéarité :

WmeN [ fu<[f< [ (faten)

< /Ifn+/15n
< /Ifn+(b—a)5n
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Démonstration. Soit ¢, = Sup (f(x) — f.(x))
xel
VneN* Veel
fu(@) < f(2) < fulz) + 60

Par définition de I'intégrale de f et par linéarité :

WmeN [ <[ F< [ fut

On en déduit :

neN [ [-(b-ae < [fa< [ ]
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A. Linéarité

Démonstration. Soit ¢, = Sup (f(x) — f.(x))

zel

VneIN* Vel
falz) < f(z) < folz) + 0
Par définition de I'intégrale de f et par linéarité :
WmeN [ <[ F< [ fut
On en déduit :
Vn € IN* /If b_a /fn\/f

£, — 0 donc par théoreme d’'encadrement :

Jim [ f= 1 0
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‘—III. Propriétés
A. Linéarité

Démonstration de la linéarité. Soit n € IN*.

[l existe fn et g, en escalier telles que :

f_i fn\f et g_iggngg
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‘—III. Propriétés
A. Linéarité

Démonstration de la linéarité. Soit n € IN*.

[l existe fn et g, en escalier telles que :

f_i fn\f et g_iggngg

Par somme :

1
f+g—5<fn+gn<f+g



Chapitre All. Intégration

‘—III. Propriétés

A. Linéarité

Démonstration de la linéarité. Soit n € IN*.

[l existe fn et g, en escalier telles que :

f_i fn\f et g_iggngg

Par somme :

1
f+g—5<fn+gn<f+g
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‘—III. Propriétés

A. Linéarité

Démonstration de la linéarité. Soit n € IN*.

1 1
0 Sl;p (f = fa) 5 0 Sl;p (g — gn) o

S|

ogslllp(f+g—(fn+gn)) <
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‘—III. Propriétés

A. Linéarité

Démonstration de la linéarité. Soit n € IN*.

1 1
111p(f fn) 5 gp(g In) o
1
< Sl;p(erg— (fu+9n)) < -
Par théoréme d’encadrement :
Sup (f = fu) =320 Sup(g—gn) =2 0

Sl;p (f+g—(fut gn)) — 0

n——+00
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‘—III. Propriétés

A. Linéarité

Démonstration de la linéarité.

Sup(f—fu) 52,0 Sup(g—gn) =2 0
Sup (f +9 — (fo + gn)) o0

D’apres le lemme précédent :

R

St 90, =2 [(f+9)
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‘—III. Propriétés

A. Linéarité

Démonstration de la linéarité.

Sup(f—fu) 52,0 Sup(g—gn) =2 0
Sup (f +9 — (fo + gn)) o0

D’apres le lemme précédent :

/Ifn+/jgnn:>m/1f+/jg

St 90, =2 [(f+9)
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‘—III. Propriétés

A. Linéarité

Démonstration de la linéarité.

Sup(f—fu) 52,0 Sup(g—gn) =2 0
Sup (f +9 — (fo + gn)) o0

D’apres le lemme précédent :

J(nta) — [+ [a
St 90, =2 [(f+9)

Linéarité pour l'intégrale des fonctions en escalier :

neN [(fatg)=[ fut [0
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‘—III. Propriétés

A. Linéarité

Démonstration de la linéarité.

Sup(f—fu) 52,0 Sup(g—gn) =2 0
Sup (f+g9 = (faton) =20

D’apres le lemme précédent :

J(nta) — [+ [a
St 90, =2 [(f+9)

Par unicité de la limite :

/f+g /f+/g
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A. Linéarité
Démonstration de la linéarité.
Pour tout n € IN* il existe f, telle que :

1
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A. Linéarité
Démonstration de la linéarité.
Pour tout n € IN* il existe f, telle que :

1

D'apres le lemme précédent :

(R A PV B,
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A. Linéarité
Démonstration de la linéarité.
Pour tout n € IN* il existe f, telle que :

1

D'apres le lemme précédent :

Y Ay N RV Y
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A. Linéarité
Démonstration de la linéarité.
Pour tout n € IN* il existe f, telle que :

1

D'apres le lemme précédent :

RNy W RV Y

Linéarité pour I'intégrale des fonctions en escalier.
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A. Linéarité
Démonstration de la linéarité.
Pour tout n € IN* il existe f, telle que :

1

D'apres le lemme précédent :

RNy W RV Y

Par unicité de la limite :

/IAf:)\/If 0
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I11. Propriétés

B. Inégalités
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B. Inégalités

Proposition : Croissance de l'intégrale
f, g CPM sur I = [a,b].
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B. Inégalités

Proposition : Croissance de l'intégrale
f, g CPM sur I = [a,b].




Chapitre All. Intégration
B. Inégalités
Proposition : Croissance de l'intégrale
L'application  6,,(I,R) — R est croissante.
f— | f

f<y — /If</[g
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III. Propriétés

B. Inégalités

Proposition : Croissance de l'intégrale
L'application  6,,(I,R) — R est croissante.

f<y — /If</[g

Démonstration. La fonction nulle est en escalier et
inférieure a g — f, donc par définition de l'intégrale :

Jla=H=0
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III. Propriétés

B. Inégalités

Proposition : Croissance de l'intégrale
L'application  6,,(I,R) — R est croissante.

f<y — /If</[g

Démonstration. Par définition de I'intégrale :

Jla=1) =0

Par linéarité : /If < /Ig Ol
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B. Inégalités
Théoreme : Positivité

f : [a,b] = R continue et positive

[fwdat=0 =  f=0
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B. Inégalités
Théoreme : Positivité

f : [a,b] = R continue et positive

ﬁﬂwmzo — =0

Corollaire
f : [a,b] — R continue et de signe constant

ﬁﬂﬂﬁzo =  f=0
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B. Inégalités
Théoreme : Positivité

f : [a,b] = R continue et positive

[fwdat=0 =  f=0

Contre-exemples.
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‘—III. Propriétés

B. Inégalités

DS
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‘—III. Propriétés
B. Inégalités
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B. Inégalités
Théoreme : Positivité

f : [a,b] = R continue et positive

[fwdat=0 =  f=0

Démonstration.
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‘—III. Propriétés
B. Inégalités
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‘—III. Propriétés
B

. Inégalités

fle)+ e

fle)pmmmmmm - +
fle)—ep-mmmmmmm - Lo
0 a c b T
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‘—III. Propriétés
B

. Inégalités

O R e

fle) - ‘ B
Fle)mebomom N y=f)
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‘—III. Propriétés
B

. Inégalités

Y
Jle) e -
L o~
S N y=fx)
flo) —e T y = g(x)
0 a c—n ¢ c+n b T
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‘—III. Propriétés
B

. Inégalités

O R e
O
fle) =&
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‘—III. Propriétés
B

. Inégalités
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B. Inégalités
Théoreme : Positivité

f : [a,b] = R continue et positive

[fwdat=0 =  f=0

Démonstration.
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B. Inégalités
Théoreme : Positivité

f : [a,b] = R continue et positive

[fwdat=0 =  f=0

Démonstration.
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‘—III. Propriétés
B. Inégalités

Proposition : Inégalité triangulaire
f :la,b) = R CPM.

[rat < [irola




Chapitre All. Intégration

‘—III. Propriétés
B

. Inégalités

o
o
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‘—III. Propriétés
B

. Inégalités
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‘—III. Propriétés
B

. Inégalités
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‘—III. Propriétés
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‘—III. Propriétés
B. Inégalités

Proposition : Inégalité triangulaire
f :la,b) = R CPM.

’_/abf(t) dt‘ < [ @) de

Démonstration.
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III. Propriétés
B. Inégalités

Proposition : Inégalité triangulaire
f :la,b) = R CPM.

’_/abf(t) dt‘ < [1f @)t

Démonstration.
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III. Propriétés
B. Inégalités

> Exercice 1.

wt"
VneN Inz/ —costdt
0 n!
Démontrer que :
7TTH—I
Vn € N | < —
" Il < (n—+ 1)!
En déduire la limite de la suite (1,,).
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Définition
Sib<a:
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Définition
Sib<a:

[rwyat=—["f(t)at

Proposition : Relation de Chasles
Pour tous réels a, b, ¢ dans I :

/acf(t)dt:/abf(t)dt+/bcf(t)dt
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III. Propriétés
C. Inversion des bornes

Définition
Sib<a:

[rwyat=—["f(t)at

Proposition : Relation de Chasles
Pour tous réels a, b, ¢ dans I :

/acf(t)dt:/abf(t)dt—i—/bcf(t)dt

Démonstration.
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III. Propriétés
C. Inversion des bornes

Définition
Sib<a:

[rwyat=—["f(t)at

Proposition : Relation de Chasles
Pour tous réels a, b, ¢ dans [ :

/acf(t)dt:/abf(t)dt—i—/bcf(t)dt

Démonstration.
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III. Propriétés
C. Inversion des bornes

Définition
Sib<a:

[rwyat=—["f(t)at

Proposition : Relation de Chasles
Pour tous réels a, b, ¢ dans [ :

/acf(t)dt:/abf(t)dt—i—/bcf(t)dt

Démonstration. []




Chapitre All. Intégration

‘—III. Propriétés
C. Inversion des bornes

Remarque

La croissance de l'intégrale et |'inégalité triangulaire
ne sont valables que si a < b.
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Remarque

La croissance de l'intégrale et |'inégalité triangulaire
ne sont valables que si a < b.
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‘—III. Propriétés
C. Inversion des bornes

Remarque

La croissance de l'intégrale et |'inégalité triangulaire
ne sont valables que si a < b.
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b
L'intégrale [ f(t)dt est définie si :
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C. Inversion des bornes
Proposition
b L
L'intégrale /f(t) dt  est définie si :
a
f est CPM sur le segment [a, b] .
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C. Inversion des bornes
Proposition
b L
L'intégrale /f(t) dt  est définie si :
a
f est CPM sur le segment [a, b] ou [b, a].
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C. Inversion des bornes
Proposition
b C
L'intégrale /f(t) dt  est définie si :
a
f est CPM sur le segment [a, b] ou [b, a].

Soit f CPM sur un intervalle I et a € I.

Alors la fonction x /xf(t) dt est définie sur :
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C. Inversion des bornes
Proposition
b
L'intégrale [ f(t)dt est définie si :
a
f est CPM sur le segment [a, b] ou [b, a].
Soit f CPM sur un intervalle I et a € I.
X ..
Alors la fonction x / f(t) dt est définie sur : [
a

v
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C. Inversi ion des bornes
Proposition
b L
L'intégrale /f(t) dt  est définie si :
a

f est CPM sur le segment [a, b] ou [b, a.

Soit f CPM sur un intervalle I et a € I.
Alors la fonction x — /xf(t) dt est définie sur : [

Exemple
Soit  f(z)= —— et F)= ["9L

COS T 0 cost

Quel est I'ensemble de définition de f 7 Et de F'7
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III. Propriétés

D. Parité, périodicité

Proposition
a>0 f CPM sur [—a, al

» Si f est impaire alors : /_a f(t)dt =

» Si f est paire alors : /_aaf(t) dt =
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III. Propriétés

D. Parité, périodicité

Proposition
a>0 f CPM sur [—a, al

» Si f est impaire alors : /_a f(t)dt =0

» Si f est paire alors : /_aaf(t) dt =
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D. Parité, périodicité

Proposition
a>0 f CPM sur [—a, al

» Si f est impaire alors : /_a f(t)dt =0

» Si f est paire alors : /_aaf(t) dt = 2/[)af(t) dt




Chapitre All. Intégration

III. Propriétés

D. Parité, périodicité

Proposition
a>0 f CPM sur [—a, al

» Si f est impaire alors : /_a f(t)dt =0

» Si f est paire alors : /_aaf(t) dt = 2/[)af(t) dt

> Exercice 2.
Démontrer cette proposition grace au changement de
variable u = —t.
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‘—III. Propriétés

D. Parité, périodicité

Proposition
Soit f CPM sur R et T-périodique. Alors :

VaeR [ f(t)di=
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‘—III. Propriétés

D. Parité, périodicité

Proposition
Soit f CPM sur R et T-périodique. Alors :

Va € R /:Mf(t) dt = ATf(t) dt
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III. Propriétés
D. Parité, périodicité

Proposition
Soit f CPM sur R et T-périodique. Alors :

Va € R /:Mf(t) dt = '/(;Tf(t) dt

> Exercice 3.

Démontrer cette proposition.
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A. Méthode des rectangles
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—IV. Sommes de Riemann
A. Méthode des rectangles

Définition
Vk=0...n xk:a+kb_a
n
Sommes de Riemann :
b—anl b—a &
R, = Y flwe)  Sp= > f(xr)
N k=0 n k=1
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A. Méthode des rectangles
s e sga.
Définition
_b-ae ! b—a &

Z flze)  Sp= Zf(fl?k)

R,

<
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—IV. Sommes de Riemann
A. Méthode des rectangles

Définition
b—anl b—a &
R, = o f(zr)  Sp= > flor)
n k=0 k=1
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A. Méthode des rectangles
s e sga.
Définition
_b-ae ! b—a &

Z flze)  Sp= Zf(fl?k)

R,
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—IV. Sommes de Riemann
A. Méthode des rectangles

Définition
b—anl b—a &
R, = > f(wr) B = > flxw)
n k=0 k=1
) Sn(f)
\
y = f(z) 1 :
f(_’l/‘l) 77777 : } : R’!Ii;f) : :
fffff - @ A=
f(wo) | . N |
0 a = X .T'l I'Q .’E'g .’,13'4 I5 = b x
b—a
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—IV. Sommes de Riemann

A. Méthode des rectangles

Théoreme
f:la,b] - R CPM

b
(Rn)nen+ et (Sp)nen+ convergent vers / f(t)dt.
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A. Méthode des rectangles
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—IV. Sommes de Riemann

A. Méthode des rectangles

Théoreme
f:la,b] - R CPM

b
(Rn)nen+ et (Sp)nen+ convergent vers / f(t)dt.

Démonstration.




Chapitre All. Intégration

—IV. Sommes de Riemann

A. Méthode des rectangles

Théoreme
f:]a, b)) = R CPM

b
(Ry)nen+ et (Sp)nen+ convergent vers / f(t)de.

Démonstration.

b—a

VneN*  S,=R,+ (f(b) = f(a))

Donc Rn—>/abf — Sn—>/abf
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—IV. Sommes de Riemann
A. Méthode des rectangles

Théoreme
f:]a, b)) = R CPM

b
(Ry)nen+ et (Sp)nen+ convergent vers / f(t)de.

Démonstration.
On suppose que f est lipschitzienne.
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—IV. Sommes de Riemann
A. Méthode des rectangles

Théoreme
f:]a, b)) = R CPM

b
(Ry)nen+ et (Sp)nen+ convergent vers / f(t)de.

Démonstration.
On suppose que f est lipschitzienne.
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IV. Sommes de Riemann
A. Méthode des rectangles

Théoreme
f:]a, b)) = R CPM

b
(Ry)nen+ et (Sp)nen+ convergent vers / f(t)de.

v

Remarque
Si f lipschitzienne alors la convergence est en O(-) :

(n— [row)-o())
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IV. Sommes de Riemann
A. Méthode des rectangles

Théoreme
f:]a, b)) = R CPM

b
(Ry)nen+ et (Sp)nen+ convergent vers / f(t)de.

> Exercice 4.
Calculer

3 1
IQ:/thdt et ]2:/06tdt

grace au théoreme ci-dessus.

4
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IV. Sommes de Riemann
A. Méthode des rectangles

Théoreme
f:]a, b)) = R CPM

b
(Ry)nen+ et (Sp)nen+ convergent vers / f(t)de.

Exemple 2

noo1
Vn € IN* Uy, =
kz::erk
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IV. Sommes de Riemann
A. Méthode des rectangles

Théoreme
f:]a, b)) = R CPM

b
(Ry)nen+ et (Sp)nen+ convergent vers / f(t)de.

> Exercice 5.

) n n+k
Calculer lim 5
n—+oo F = n* + k
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B. Méthode des trapezes
Définition : Méthode des trapézes

_b—a "z_:lf(xk) + f(@kt1)

n  r—o 2

Vn € IN* T,




Chapitre All. Intégration
B. Méthode des trapezes
Définition : Méthode des trapézes

_b—a "z_:lf(xk) + f(@kt1)

n  r—o 2

Vn € IN* T,
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—IV. Sommes de Riemann

B. Méthode des trapezes

Définition : Méthode des trapézes

_ b—a "z_:l (z) + f(Tk11)

Vn € IN* T,
n  r—o 2

fla)g----- ‘ | ’
Flao)b----- Z \/\4
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IV. Sommes de Riemann
B. Méthode des trapezes

Définition : Méthode des trapézes

b _ a4 n—1
Vn € IN* Tn _ a Z (xk‘) + f(xk’-l-l)
n  r—o 2
Remarque
Vn € IN* T, = Rn;_Sn
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B. Méthode des trapezes
Définition : Méthode des trapézes

_ b—anf(xy) + f(ors1)

D

n  r—o 2

Vn € IN* T,

Remarque

Vn € IN* THZM

b
(T},)nen+ converge vers / f(t)dt si f est continue.

v
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B. Méthode des trapezes
Définition : Méthode des trapézes

_ b—anf(xy) + f(ors1)

VYn € IN* T,
" n kzo 2
Remarque
Si f est de classe 6* alors la convergence est en
O(%)

(Tn - 1) dt) — 0()
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A. Théoréeme fondamental

Théoreme Fondamental
I intervalle a€l f I — R continue

Alors ®¢: 1 — R est une primitive de f.

v — [f(t)dt

a
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A. Théoréeme fondamental

Théoreme Fondamental
I intervalle acl f : I — R continue

Alors ®¢: 1 — R est une primitive de f.
r — /mf(t) dt

Corollaire 1
Toute fonction continue sur un intervalle admet une
primitive.
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.
A. Théoréeme fondamental

Définition
Valeur moyenne de f :

uzbiwﬁﬂﬂ&
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A. Théoréeme fondamental
Définition : valeur moyenne de f

p= () d
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A. Théoréeme fondamental
Définition : valeur moyenne de f

bia/abf(t)dt

M:
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A. Théoréeme fondamental
Définition : valeur moyenne de f

bia/abf(t)dt

M:
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V. Théoremes

A. Théoréeme fondamental

Proposition

Une fonction continue atteint sa moyenne.

y
y = f(z) .
fle)=pt----- .
0 C‘L é l; T
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A. Théoréeme fondamental

Définition
Valeur moyenne de f :

bia/abf(t)dt

u:

Proposition
Si f est continue sur [a, b] alors :
1 b
o | )t

Une fonction continue atteint sa moyenne.

dc € [a, b] fle) =
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A. Théoréeme fondamental

Démonstration. f est continue sur le segment [a, b].
Soit [m, M| = f([a,b]). Alors :

Vt € [a,b] m< f(t) <M
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.
A. Théoréeme fondamental

Démonstration. f est continue sur le segment [a, b].
Soit [m, M| = f([a,b]). Alors :

Vt € [a,b] m< f(t) <M

Par croissance de l'intégrale :

megfﬂwdgﬁM&
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A. Théoréeme fondamental

Démonstration. f est continue sur le segment [a, b].
Soit [m, M| = f([a,b]). Alors :

Vt € [a,b] m< f(t) <M

Par croissance de l'intégrale :

m(b—a) /f M(b—a)
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A. Théoréeme fondamental

Démonstration. f est continue sur le segment [a, b].
Soit [m, M| = f([a,b]). Alors :

Vt € [a,b] m< f(t) <M

Par croissance de l'intégrale :

m(b—a) / f(t M(b—a)
Division par (b—a) :

1 b
< Hdt < M
m b_@@fm



Chapitre All. Intégration

.
A. Théoréeme fondamental

Démonstration. f est continue sur le segment [a, b].
Soit [m, M| = f([a,b]). Alors :

Vt € [a,b] m< f(t) <M
Par croissance de l'intégrale :

m(b— a) / f(t M(b—a)
Division par (b—a) :

m< p < M
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.
A. Théoréeme fondamental

Démonstration. f est continue sur le segment [a, b].
Soit [m, M| = f([a,b]). Alors :

Vt € [a,b] m< f(t) <M
Par croissance de l'intégrale :
m(b— a) / f(t M(b—a)
Division par (b—a) :
m< p < M

Donc il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = u. O
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A. Théoréme fondamental
Théoreme Fondamental
I intervalle a €l f : 1 — R continue

Alors ®¢: 1 — R est une primitive de f.
v [ f(t)dt

Démonstration.
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A. Théoréme fondamental
Théoreme Fondamental
I intervalle a €l f : 1 — R continue

Alors ®¢: 1 — R est une primitive de f.
v [ f(t)dt

Démonstration.
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A. Théoréme fondamental
Théoreme Fondamental
I intervalle acl f : 1 — R continue

Alors ®¢: 1 — R est une primitive de f.
v [ f(t)dt

Corollaire 2
(i) ® est I'unique primitive de f qui s’annule en a.

(ii) Si F est une primitive de f alors pour tout
bel:

[ £(#)dt = F(b) ~ F(a)
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A. Théoréeme fondamental

Corollaire 2

(i) ® est I'unique primitive de f qui s’annule en a.

(ii) Si F est une primitive de f alors pour tout
bel:

[ (#)dt = F(b) ~ F(a)

Remarques

(i) On peut donc calculer une intégrale grace aux
primitives.
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A. Théoréme fondamental
Corollaire 2
(i) ® est I'unique primitive de f qui s’annule en a.
(ii) Si F est une primitive de f alors pour tout
bel:

[ (#)dt = F(b) ~ F(a)

Remarques
(ii) Si f est une fonction de classe 6" sur le
segment [a, b] alors :

[ @) dt = £) - f(a)
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A. Théoréme fondamental
Corollaire 2
(i) ® est I'unique primitive de f qui s’annule en a.
(ii) Si F est une primitive de f alors pour tout
bel:

[ (#)dt = F(b) ~ F(a)

Démonstration.
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A. Théoréme fondamental
Corollaire 2
(i) ® est I'unique primitive de f qui s’annule en a.
(ii) Si F est une primitive de f alors pour tout
bel:

[ (#)dt = F(b) ~ F(a)

Démonstration.
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A. Théoréeme fondamental

Exemple 3
Vee R  f(x) = /Oxe_’g/2 dt

a. f bien définie et impaire
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A. Théoréeme fondamental
Exemple 3
T 42
Ve e R f(m)z/oet/zdt

a. f bien définie et impaire
b. f dérivable
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A. Théoréeme fondamental
Exemple 3
T 42
Ve e R f(m)z/oet/zdt

a. f bien définie et impaire
b. f dérivable
c. f de classe 6> puis DL3 en 0
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A. Théoréeme fondamental
Exemple 3

Vee R  f(x) = /O:Ee_’g/2 dt

. f bien définie et impaire

. f dérivable

. f de classe 6™ puis DL3 en 0

() Vte[l,+oo] e P2t
Majoration de f sur [1, +o0|

o 0 O o
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A. Théoréeme fondamental
Exemple 3

Vee R  f(x) = /O:Ee_’g/2 dt

. f bien définie et impaire
. f dérivable
. f de classe 6™ puis DL3 en 0
() Vte[l,+oo] e P2t
Majoration de f sur [1, +o0|
(ii) Limite de f en +o0

o 0 O o
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A. Théoréeme fondamental
Exemple 3

Vee R  f(x) = /Oxe_’g/2 dt

. f bien définie et impaire

. f dérivable

. f de classe 6™ puis DL3 en 0

() Vte[l,+oo] e P2t
Majoration de f sur [1, +o0|

o 0 O o

(ii) Limite de f en +o0
e. Tracé
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A. Théoréeme fondamental

NI

vl
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B
A. Théoréeme fondamental
Exemple 4
I =]1,400]
2?2 ]

Vo el ¢@>:A:mt“
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A. Théoréeme fondamental
Exemple 4
I =1]1,+00]

a. f:t— ﬁ admet une primitive sur [
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A. Théoréeme fondamental

Exemple 4
I =1]1,+00]
22 1
Veel d(x) = —dt
x € (x) . 7

a. f:t— ﬁ admet une primitive sur [
b. ® bien définie sur [
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A. Théoréeme fondamental

Exemple 4
I =1]1,+00]
22 1
Veel d(x) = —dt
x € (x) . 7

a. f:t— ﬁ admet une primitive sur [
b. ® bien définie sur [

c. ® dérivable sur [
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A. Théoréeme fondamental

Exemple 4
I =1]1,+00]
22 1
Veel d(x) = —dt
x € (x) . 7

a. f:t— ﬁ admet une primitive sur [
b. ® bien définie sur [
c. ® dérivable sur [

d. Mémes question sur J =0, 1.
Limite et classe 6" de ® en 1.
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A. Théoréeme fondamental
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A. Théoréeme fondamental
>> Exercice 6.
I =]1,400]
2?1

z? dt
a. Calculer A(x) :/ —
z tIn

b. Démontrer que pour tout xz € [ :
rA(z) < ®(2) < 22A(2)
c. Justifier que ® peut étre prolongée en une
fonction de classe 6" sur [1, 400
d. Donner un DL de ® en x = 1 a I'ordre 3.
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A. Théoréeme fondamental

> Exercice 7.
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

fi(z) = [;xlntdt folz) = Aﬁe_tQ dt

3zcost Vo tdt

fw)=["——dt  fu(x) =[]
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B. Formules de Taylor

Théoreme
Formule de Taylor avec reste intégral
I intervalle acl n €N

f:I— R de classe "

Ve el

(z —a)’

f@) = f(@) + f@)@ —a) + f"(a)—;

. —t
4 ™) (q) x a)" /fn+1 (z ) dt
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B. Formules de Taylor
e ~
Théoreme

Formule de Taylor avec reste intégral
I intervalle acl n €N

f:I— R de classe "
Ve el

f¥(a)

= k! (x — a)k + /aib‘f(nﬂ)(t)(g;_t)”

n!

dt

v
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B. Formules de Taylor
Théoreme
Formule de Taylor avec reste intégral
I intervalle acl n €N

f:I— R de classe "

Ve el

(z —0)"
n!

) (4
foy =31 dt

i K

(z—a)f + ["f ()

v

Exemple 5

Cas particuliersoun =0et n = 1.
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B. Formules de Taylor

Remarque
Formule de Taylor avec reste intégral :

pour tout x € 1

Formule de Taylor-Young :

pour x au voisinage de a
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B. Formules de Taylor

Formule de Taylor avec reste intégral

Si f est de classe €" " alors pour tout z € I :

(x — a)?

f(@) = fla) + fla) @ = a) + £"(@) "

g D e O

n!
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B. Formules de Taylor

Formule de Taylor-Young

Si f est de classe 6" alors au voisinage de = a :

(x — a)?

f(@) = fla) + fla) @ = a) + £'(@)

(z —a)"

4 fM(q) -

+ 0,((z —a)")
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B. Formules de Taylor
Théoreme
Formule de Taylor avec reste intégral
I intervalle acl n €N

f:I— R de classe "

Ve el

f¥(a)

o (@ =)+ /axf("“)(t)(w Pt

n!

dt

Démonstration.
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B. Formules de Taylor
Théoreme
Formule de Taylor avec reste intégral
I intervalle acl n €N

f:I— R de classe "

Ve el

f¥(a)

o (@ =)+ /axf("“)(t)(w Pt

n!

dt

v

Démonstration. L]




Joseph-Louis Lagrange (ltalie - France)
1736 — 1813
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B. Formules de Taylor
Théoreme - Inégalité de Taylor-Lagrange
> f de classe 6" sur I intervalle
»acl
> M un majorant de | f("D)|
Alors pour tout z € I :

n (g
o) - 3@

& W

‘ZU . a|’n+1

(n+ 1)!

(z—a)f| < M
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Théoreme - Inégalité de Taylor-Lagrange
> f de classe 6" sur I intervalle
»acl
> M un majorant de | f("D)|
Alors pour tout z € I :
k
fo) - 20

& K

‘.T . a|’rL+1

(z —a)" <M(n+1)!

Remarque

(i) Il s'agit d'une majoration du reste intégral.
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Théoreme - Inégalité de Taylor-Lagrange
> f de classe 6" sur I intervalle
»acl
> M un majorant de | f("D)|
Alors pour tout z € I :
k
fo) - 20

& K

‘.T . a|’rL+1

(z —a)" <M(n+1)!

Remarque

(ii) Si x est proche de a, le majorant est trés petit.
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Théoreme - Inégalité de Taylor-Lagrange
> f de classe 6" sur I intervalle
»acl
> M un majorant de | f("D)|
Alors pour tout z € I :

2, ¥)(a)

f@) - X g~ -af| <M

‘ZU . a|’n+1

(n+ 1)!

Démonstration.
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Théoreme - Inégalité de Taylor-Lagrange
> f de classe 6" sur I intervalle
»acl
> M un majorant de | f("D)|
Alors pour tout z € I :

2, ¥)(a)

f@) - X g~ -af| <M

‘ZU . a|’n+1

(n+ 1)!

Démonstration.
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Théoreme - Inégalité de Taylor-Lagrange
> f de classe 6" sur I intervalle
»acl
> M un majorant de | f("D)|
Alors pour tout z € I :
k
fo) - 20

i k!

‘.T . a|’rL+1

(n+ 1)!

(z—a)"| <M

Exemple 6
(i) Casn=0
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Théoreme - Inégalité de Taylor-Lagrange
> f de classe 6" sur I intervalle
»acl
> M un majorant de | f("D)|
Alors pour tout z € I :
k
fo) - 20

i k!

‘.T . a|’rL+1

(n+ 1)!

(z—a)"| <M

Exemple 6
(i) Casn =1
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B. Formules de Taylor

> Exercice 8.
Appliquer I'I'TL a la fonction exp avec a =0, z =1,

n € N.

En déduire que :

A 1\
v£&<+u+m+m+”+m»w
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—VI. Intégrales des fonctions complexes

Définition
f :a,b] — C continue

['f = ['Re(f) +i[ Tm(s)
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VI. Intégrales des fonctions complexes

Définition
f : |a,b] — C continue

['f = ['Re(f) +i[ Tm(s)

> Exercice 9.

T .
Calculer /0 e dt  de deux maniéres différentes.
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Définition
f : |a,b] — C continue

['f = ['Re(f) +i[ Tm(s)

> Exercice 10.

Calculer : I = /(J\/gti -dt
)
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VI. Intégrales des fonctions complexes

Remarque
Valides :

» Linéarité

» Relation de Chasles

» Intégration par parties
» Changement de variable
» Formules de Taylor

Non valide :

» Croissance
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VI. Intégrales des fonctions complexes

Proposition : Inégalité triangulaire
f i |a,b] — C continue

|/abf(t) dt‘ < /abwdt

module

module
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—VI. Intégrales des fonctions complexes

Démonstration.

On note /abf — e puis  g(t) = e f(1)
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—VI. Intégrales des fonctions complexes

Démonstration.

On note /abf — e puis  g(t) = e f(1)

Alors /bg(t) dt = e_ig/bf(t) dt =r e Ry
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—VI. Intégrales des fonctions complexes

Démonstration.

On note /abf — e puis  g(t) = e f(1)
Alors /abg(t) dt = e_ig/(lbf(t) dt =r e Ry

or  ['gt)dt= [ Re(g(t))dt+i [ Tm(g(t)) dt

r 0
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Démonstration.

On note /abf — e puis  g(t) = e f(1)
Alors /abg(t) dt = e_ig/(lbf(t) dt =r e Ry

or  ['gt)dt= [ Re(g(t))dt+i [ Tm(g(t)) dt

r

[Re(9)| < [IRe(o)] < [ol = [17]  ©

T =
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VI. Intégrales des fonctions complexes

Remarque : Inégalité des accroissements finis
dans le cas complexe

Soit f : [a,b] — C de classe 6" et M un majorant
de | f'|. Alors :

£ (b) = f(a)] < M[b—al




Prochain chapitre

Chapitre B11
Matrices
et applications linéaires
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