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A. Dérivabilité en un point

» D partie de R
» f: D — R fonction

» 1o élément de D
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I. Fonction dérivée
A. Dérivabilité en un point

Définition
DCR f:D—>R xg € D
f est dérivable en z si la fonction

f(x) = f(xo)

r — Xy

X —r

admet une limite finie lorsque x tend vers x.
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—1I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Définition

DCR f:D—R xg € D.

Dans ce cas la dérivée ou le nombre dérivé de f en
xo est :
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—1I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Définition

DCR f:D—R xg € D.

Dans ce cas la dérivée ou le nombre dérivé de f en
xo est :
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—1I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Remarque
On dit que
f admet un développement limité en xy a l'ordre 1
s'il existe deux réels ag et a; tels que :
f(z) o ag + ai(x — xp) + oz — x9)

Lo
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—1I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Remarque

On dit que

f admet un développement limité en x( a I'ordre 1 :
s'il existe deux réels ag et a; tels que :

f(xo+h) 50 + a1h + o(h)
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Remarque
f admet un développement limité en xy a I'ordre 1 :

f(x) 5 ag + ai(x — x9) + oz — x0)

Lo

Proposition
f est dérivable en x
<= f admet un dl en xy a l'ordre 1.
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I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Remarque
f admet un développement limité en xy a I'ordre 1 :

f(f]?() + h) (_E) ao + arh + O(h)

Proposition

f est dérivable en x

<= f admet un dl en xy a l'ordre 1.
Dans ce cas ce dl est :

f(xo + h) 5 f(xo) + hf'(z0) + o(h)
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I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Remarque
f admet un développement limité en xy a I'ordre 1 :

f(x) 5 ag + ai(x — x9) + oz — x0)

Lo

Proposition

f est dérivable en x

<= f admet un dl en xy a l'ordre 1.
Dans ce cas ce dl est :

f(x) o f(xo) + f'(xo)(x — mg) + o(x — T0)

Démonstration.
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I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Remarque
f admet un développement limité en xy a I'ordre 1 :

f(x) 5 ag + ai(x — x9) + oz — x0)

Lo

Proposition

f est dérivable en x

<= f admet un dl en xy a l'ordre 1.
Dans ce cas ce dl est :

f(x) o f(xo) + f'(xo)(x — mg) + o(x — T0)

Démonstration. L]
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A

. Dérivabilité en un point

Exemple 1

(i) f:x— 2™ est dérivable en xy de dérivée :
f'(xo) = nwy™ !
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Exemple 1

(i) f:x— 2™ est dérivable en xy de dérivée :
f'(xo) = nwy™ !

(ii) x — +/z n'est pas dérivable en 0 mais est
dérivable en tout point 7 de R .
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A

. Dérivabilité en un point

Exemple 1

(i) f:x— 2™ est dérivable en xy de dérivée :
f'(xo) = nwy™ !

(ii) x — +/z n'est pas dérivable en 0 mais est
dérivable en tout point 7 de R .

(i) © +— 1 est dérivable en tout point zy de R*.
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I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Exemple 1

(i) f:x— 2™ est dérivable en xy de dérivée :
f'(xo) = nwy™ !

(ii) x — +/z n'est pas dérivable en 0 mais est
dérivable en tout point 7 de R .

(i) © +— 1 est dérivable en tout point zy de R*.

(iv) In et exp sont dérivables en tout point.
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A. Dérivabilité en un point

> Exercice 1.
On admet que la fonction sinus est dérivable en 0, de

dérivée 1.
a. Démontrer que la fonction cosinus est dérivable
en 0, de dérivée 0.
b. Démontrer que les fonctions sinus et cosinus
sont dérivables en tout point de R et donner
leurs dérivées.




Chapitre 0. Dérivation

A

. Dérivabilité en un point

Définition

La fonction f admet une tangente en xg si son taux
d'accroissement en xy admet une limite ¢/ € R.
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I. Fonction dérivée

A. Dervabilité en un point
Définition
La fonction f admet une tangente en xg si son taux
d'accroissement en zy admet une limite ¢ € R.
» Si cette limite est finie alors elle vaut f/(xg).
La tangente en xy a la courbe de f est la droite
d’'équation :

y = f'(wo)(x — m0) + f(x0)
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I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Définition

La fonction f admet une tangente en xg si son taux
d'accroissement en xy admet une limite ¢/ € R.

» Si cette limite est finie alors elle vaut f/(xg).
La tangente en xy a la courbe de f est la droite
d’'équation :

y = f'(zo)(z — o) + f(x0)

» Si cette limite est infinie alors la tangente en x
a la courbe de f est la droite d'équation :

T = Xy
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B. Propriétés locales

Théoreme

f dérivable = f continue
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I. Fonction dérivée
B. Propriétés locales

Théoreme

f dérivable == f continue

Remarque
La réciproque est fausse!

f dérivable <= f continue
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B

. Propriétés locales

Théoreme

f dérivable == f continue

Remarque
La réciproque est fausse!

f dérivable <= f continue

La fonction z +— |z| est continue en 0
n'est pas dérivable en 0.
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—1I. Fonction dérivée
B. Propriétés locales

Théoreme

f dérivable = f continue

Démonstration.
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—1I. Fonction dérivée
B. Propriétés locales

Théoreme

f dérivable = f continue

Démonstration.
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I. Fonction dérivée
B. Propriétés locales

Définition
f est dérivable a gauche en z si
x)— flx
o f(z) = f(zo)

existe et est finie.

On note alors f;(xg) cette limite.
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I. Fonction dérivée
B. Propriétés locales

Définition
f est dérivable a droite en x si
x)— f(z
i f(x) — f(z0)

existe et est finie.

On note alors f)j(z() cette limite.
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I. Fonction dérivée
B. Propriétés locales

Exemple 2

La fonction f : x +— |z| est dérivable a gauche et a
droite en 0, avec :

[O)=-1 et fy0)=1

Elle n'est pas dérivable en 0.
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B. Propriétés locales
Rappel
xo est intérieur a D si D est voisinage de zy :

de>0 Jzg—e,xo+e[C D
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I. Fonction dérivée

B. Propriétés locales

Rappel
xo est intérieur a D si D est voisinage de zy :

de>0 Jzg—e,xo+e[C D

Proposition
Soit x( intérieur a D.
(i) Si f est dérivable en x

alors f est dérivable a gauche et a droite en x
de méme dérivée.

Dans ce cas : f'(z0) = fi(z0) = fi(0)
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B

. Propriétés locales

Proposition
Soit x intérieur 3 D.
(i) Si f est dérivable en x
alors f est dérivable a gauche et a droite en x
de méme dérivée.

Dans ce cas : f'(z0) = f}(x0) = fi(x0)
(ii) Si f est dérivable a gauche et a droite en x
alors f est continue en .
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I. Fonction dérivée

B. Propriétés locales

Proposition
Soit x intérieur 3 D.
(i) Si f est dérivable en x
alors f est dérivable a gauche et a droite en x
de méme dérivée.

Dans ce cas : f/(z0) = f}(a) = fi{a0)

Démonstration. (i) Si f est dérivable en xy :

f(x) — f(zo) f(z) = f(x0)

lim = lim = f'(x
heny T — X T — X f{wo)

Donc f est dérivable a gauche et f;(z0) = f'(z0).
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I. Fonction dérivée

B. Propriétés locales

Proposition
Soit x intérieur 3 D.
(i) Si f est dérivable en x
alors f est dérivable a gauche et a droite en x
de méme dérivée.

Dans ce cas : f/(z0) = f}(a) = fi{a0)

Démonstration. (i) Si f est dérivable en xy :

f(x) — f(zo) f(z) = f(x0)

lim = lim = f'(x
eay T — X T — X f{wo)

Donc f est dérivable a droite et f(zg) = f'(x¢).
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I. Fonction dérivée

B. Propriétés locales

Proposition
Soit x intérieur 3 D.
(i) Si f est dérivable en x
alors f est dérivable a gauche et a droite en x
de méme dérivée.

Dans ce cas : f/(z0) = f}(a) = fi{a0)

Démonstration. Si f est dérivable a gauche et a
droite en xy de mémes dérivées alors :

lim f(x) = f(zo) I f(x) — f(wo)
0 p—gg N p—m
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I. Fonction dérivée

B. Propriétés locales

Proposition
Soit x intérieur 3 D.
(i) Si f est dérivable en x
alors f est dérivable a gauche et a droite en x
de méme dérivée.

Dans ce cas : f/(z0) = f}(a) = fi{a0)

Démonstration. Si f est dérivable a gauche et a
droite en xy de mémes dérivées alors :

Donc  lim flz) = o) = f;(xo) = fa(zo)

T—To T — xo
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B. Propriétés locales
Proposition
Soit x intérieur 3 D.
(i) Si f est dérivable a gauche et a droite en z
alors f est continue en x.

Démonstration.
f dérivable a gauche et a droite en x

= f continue a gauche et a droite en x
= f continue en x. ]
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—1I. Fonction dérivée
C. Fonction dérivée

On note dorénavant I un intervalle de R.
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C. Fonction dérivée
s e eg .
Définition
IR ACI

f est dérivable sur A si f est dérivable en tout point
de A.
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Définition
IR ACI

f est dérivable sur A si f est dérivable en tout point
de A.

f est dérivable si elle est dérivable sur 1.
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C. Fonction dérivée
s e eg .
Définition
Ff. IR ACI

f est dérivable sur A si f est dérivable en tout point
de A.

f est dérivable si elle est dérivable sur 1.

Si f est dérivable sur A alors la fonction

ffiA—R
z — f'(z)

est appelée fonction dérivée ou dérivée de f sur A.
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—1I. Fonction dérivée
C. Fonction dérivée

Notations
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I. Fonction dérivée
D. Opérations sur les dérivées

Proposition

f, g : I — R dérivables (A, p) € R?
(i) Af + pg est dérivable

(ii) fg est dérivable

(iii) é est dérivable

(iv) 5 est dérivable
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I. Fonction dérivée

D. Opérations sur les dérivées

Proposition

f.g: 1 — R dérivables

(i) \f + pg est dérivable (
(i) fg est dérivable (
(iii) é est dérivable (
(iv) 5 est dérivable (
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I. Fonction dérivée

D. Opérations sur les dérivées

Remarque
En résumé :

Af+ug) =X X"+pnd  (fg) =fg+1d

B-f (G-
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Démonstration. Soit xy € [

(i) \f + g dérivable :  Vz € I\ {zo}
(A + pg)(@) = (Af + pg)(@o)

_ M) 4 pg(x) — Af(20) — pg(xo)
T — Xy
— )\f(fl?i : i(ﬂfo) I ”g(x; : i(ﬂfo)

— Af'(w0) + pg'(xo)

T— X0
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Démonstration. Soit xy € [

(ii) fg dérivable :
(fg)(@) — (fg)(wo)  f(x)g(x) — f(w0)g(x0)

T — X9 r — Xy




Démonstration. Soit xy € [

(ii) fg dérivable :
(fg)(@) — (fg)(wo)  f(x)g(x) — f(w0)g(x0)

T — X9 r — Xy

_ f@)g(x)—f(x)g(zo) + f(x)g(xo) — f(x0)g(20)

T — Xy




Démonstration. Soit xy € [

(ii) fg dérivable :
(fg)(w) = (fg)(wo)  flx)g(w) — f(x0)g(z0)

T — X9 r — Xy

_ J@)g(x)—f(@)g(zo) + f(x)g(xo) — f(x0)g(20)

T — Xy

) 90) o) | @)= )

r — X r — X



Démonstration. Soit xy € [

(ii) fg dérivable :
(fg)(w) = (fg)(wo)  flx)g(w) — f(x0)g(z0)

T — X9 r — Xy

_ J@)g(x)—f(@)g(zo) + f(x)g(xo) — f(x0)g(20)

T — Xy

) 90) o) | @)= )

r — X r — X

—  f(x0)g'(w0) + f'(x0)g(wo)

T—To
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Démonstration. Soit xy € [

(ii) fg dérivable : (avec les DL)

f(xo +h) = f(xo) + hf'(x0) + he(h)
et g(wo+h) = g(xo) + hg'(xo) + hn(h)
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Démonstration. Soit xy € [

(ii) fg dérivable : (avec les DL)

f(xo +h) = f(xo) + hf'(x0) + he(h)
et g(wo+h) = g(xo) + hg'(xo) + hn(h)

Par produit :
(fg)(mo + h) = f(xo+ h) X g(zo + h)

= (fg)(z0) +h( [ (x0)g(w0) + f(0)g (x0)) + hv(h)

avec v(h) — 0.
h—0



Chapitre 0. Dérivation

Démonstration. Soit xy € [

(ii) fg dérivable : (avec les DL)

f(xo +h) = f(xo) + hf'(x0) + he(h)
et g(wo+h) = g(xo) + hg'(xo) + hn(h)

Par produit :
(fg)(mo + h) = f(xo+ h) X g(zo + h)

= (fg)(z0) + h( [ (x0)g(w0) + f(0)g (x0)) + hv(h)
(fg)(wo0)

avec v(h) — 0.
h—0
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D

. Opérations sur les dérivées

Démonstration.

(iii) (1) dérivable :

Voir plus bas, en composant g et x — %
(iv) (é) dérivable :

On utilise les deux points précédents.
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—1I. Fonction dérivée
D. Opérations sur les dérivées

Démonstration.

Ceci est vrai pour tout xy de I ou de I’, donc les
fonctions concernées sont bien dérivables sur I ou
sur I’, et les fonctions dérivées sont bien données
par les formules ci-dessus. [l
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I. Fonction dérivée
D. Opérations sur les dérivées

Proposition

f.g: I — R dérivables
(i) f + g est dérivable
(ii) fg est dérivable

Remarque
L'ensemble D(I,R) des fonctions dérivables de I
dans R est un anneau.
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D. Opérations sur les dérivées
Proposition
w:l—>R  f:JoR  wl)CJ

Si u et f sont dérivables alors f o u est dérivable de
dérivée :
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I. Fonction dérivée

D. Opérations sur les dérivées

Proposition
u:l —R f:J—R u(l) € J

Si u et f sont dérivables alors f o u est dérivable de
dérivée :

Ve el (fou)(x)=u(x)f (u(z))

ie., (fou) =u"-fou




Chapitre 0. Dérivation

Démonstration.

(f ou)(x) — (f ou)(xo)

r — X9
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Démonstration.

(f ou)(x) — (f ou)(xo)

r — X9
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I. Fonction dérivée

Proposition
u:l —-R f:J—=R u(l) € J
Si u et f sont dérivables alors f o u est dérivable de
dérivée :
Veel (fou)(z)=u(z)f (u(z))

ie., (fou) =u"-fou

Démonstration.
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I. Fonction dérivée

Proposition
u:l —-R f:J—=R u(l) € J
Si u et f sont dérivables alors f o u est dérivable de
dérivée :
Veel (fou)(z)=u(z)f (u(z))

ie., (fou) =u"-fou

Démonstration.
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D

. Opérations sur les dérivées

Exemples
(i) Soit g : I — R* dérivable et f :z +— 1
Alors f o g est dérivable par composition et

(Bo-
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—1I. Fonction dérivée
D. Opérations sur les dérivées

Exemples
(i) Soit g : I — R* dérivable et f :z +— 1
Alors f o g est dérivable par composition et

<1>’ (2) = — g'(x)

g 9*(z)
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D

. Opérations sur les dérivées

Exemples

(ii) Soit a un réel quelconque, et f : z +— 2
Alors f est dérivable sur R et

f(z) =
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D

. Opérations sur les dérivées

Exemples

(ii) Soit a un réel quelconque, et f : z +— 2
Alors f est dérivable sur R et

/(@) = oz
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D

. Opérations sur les dérivées

Exemples

(iii) Soit u une fonction dérivable. Alors les fonctions
e, Inu, u® sont dérivables et

(") = (lnw) =

(u7) =
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D

. Opérations sur les dérivées

Exemples

(iii) Soit u une fonction dérivable. Alors les fonctions

e’ Inwu, u® sont dérivables et
/

u\N! U 1 /:E
(e") =u'e (Inu) »

(ua)/ _ Ozuluafl




Chapitre 0. Dérivation

D

. Opérations sur les dérivées

> Exercice 2.

Etudier la dérivabilité et calculer les dérivées des fonc-
tions suivantes :

f(x) =1In (:1:—1— v+ 1>

g(x) = arctan z + arctan —
T

rz—1

h(z) = arcsin
x+1
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Chapitre 0. Dérivation

I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque

Proposition
I, J intervalles f I — J dérivable et bijective.

Alors f=1:J — I est dérivable sur :
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Proposition
I, J intervalles f I — J dérivable et bijective.

Alors f=1:J — I est dérivable sur :

T ={ye | f(f(y)# 0}

Sa dérivée est

v 1
(f ) _f’of_l

ie., Yy e J (f_l)/(y) —

b
(=)
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I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque

Proposition
I, J intervalles f I — J dérivable et bijective.

Alors f=1:J — I est dérivable sur :

T ={ye | f(f(y)# 0}

f~! n’est dérivable en aucun point de J \ J'.
Elle admet des tangentes verticales en ces points.
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—1I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque

Démonstration. yo € J'  x9= f1(v0)
Taux d'accroissement de f~1 en y :

f ) = £ (wo)
Y —Yo
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—1I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque

Démonstration. 1y € J’ zo = " (yo)

Taux d'accroissement de f~1 en y :

) =) ) — 2o
Y=Y fUH ) = flzo)
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Démonstration. 1y € J’ zo = " (yo)

Taux d'accroissement de f~1 en y :

7w — ) N y) — o

Y—1%Y - f(ffl(y»—f(ﬂ?o)
1
— JU ) f (o)
F1(y)—=o
f'(wo) #0 L !
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—1I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque

Démonstration. 1y € J’ zo = " (yo)

Taux d'accroissement de f~1 en y :

7w — ) N y) — o

Y — Yo - f(ffl(y»—f(ﬂ?o)
B 1
UM )~ f(xo)
f=1(y)—zo
f,(afo) =0: — +00 L]
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E. Dérivée d'une application réciproque
Exemple 3

Dérivabilité de |'arc-sinus.




Chapitre 0. Dérivation

I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque
Exemple 3

Dérivabilité de |'arc-sinus.

Remarque
On démontre également que

arccos : [—1,1] — [0, 7]

est dérivable sur |—1, 1], de dérivée :

arccos’ : |—-1,1] — R
1

T — —
V1 — 2?2
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I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque
Exemple 3

Dérivabilité de |'arc-sinus.

Remarque
On démontre également que

arctan : R—)]—W,W[
2" 2

est dérivable sur R, de dérivée :

arctan’ : R — R
1

_
‘ 1+ z2
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I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque

> Exercice 3.

a. Justifier que la fonction cosinus hyperbolique
réalise une bijection de R, dans un intervalle a
préciser.

b. On note argch la réciproque de ch. Simplifier
sh(argch(z)).

c. Sur quel ensemble la fonction argch est-elle
dérivable ? Calculer sa dérivée.
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I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque

Remarque
Toutes les fonctions usuelles sont dérivables sauf :
» 1 — /x : définie et continue sur R
dérivable sur R’
» =+ |x| : définie et continue sur R
dérivable sur R*
» arccos et arcsin :
définies et continues sur [—1, 1]
dérivables sur |—1, 1]
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I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque

Remarque
Toutes les fonctions usuelles sont dérivables sauf :

» z — |z] : continue et dérivable sur R\ Z
dlz]

v R\ Z
reR\ .
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I. Fonction dérivée

E. Dérivée d'une application réciproque

Remarque
Toutes les fonctions usuelles sont dérivables sauf :

» z — |z] : continue et dérivable sur R\ Z
dlz]

v R\ Z
reR\ .

=0
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II. Théoremes
A. Extremum local
B. Théoreme de Rolle
C. Accroissements finis
D. Croissance des fonctions
E. Prolongement de la dérivée
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Chapitre 0. Dérivation
A. Extremum local
Définition
I intervalle f I — R fonction
f présente un maximum local en x; si elle présente
un maximum sur un voisinage de x.
f présente un minimum local en z si elle présente
un minimum sur un voisinage de x.

f présente un extremum local en x si elle présente
un maximum ou un minimum local en x.
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II. Théoremes

A. Extremum local

Définition

I intervalle f I — R fonction

f présente un maximum local en x; si elle présente
un maximum sur un voisinage de x.

f présente un minimum local en z si elle présente
un minimum sur un voisinage de x.

f présente un extremum local en x si elle présente
un maximum ou un minimum local en zy.

Remarque

Un extremum est aussi appelé extremum global.
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‘—1II. Théoremes
A. Extremum local

Théoréeme

xo intérieur a [ f I — R dérivable en z
Si f présente un extremum local en z
alors  f'(x¢) = 0.
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II. Théoremes
A. Extremum local

Théoréeme
xo intérieur a [ f I — R dérivable en z
Si f présente un extremum local en z

alors  f'(x¢) = 0.

Définition
Un point critique de f est un zéro de sa dérivée :

fi(zg) =0
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II. Théoremes

A. Extremum local

Théoréeme
xo intérieur a [ f I — R dérivable en z
Si f présente un extremum local en z

alors  f'(x¢) = 0.

Définition

Un point critique de f est un zéro de sa dérivée :
f/(ilf()) =0

Remarques

(i) La réciproque est fausse.
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II. Théoremes

A. Extremum local

Théoréeme
xo intérieur a [ f I — R dérivable en z
Si f présente un extremum local en z

alors  f'(x¢) = 0.

Remarques
(i) La réciproque est fausse.

(ii) Le théoréme est faux si zy n'est pas intérieur a
1.
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II. Théoremes

A. Extremum local

Théoréeme
xo intérieur a [ f I — R dérivable en z
Si f présente un extremum local en z

alors  f'(x¢) = 0.

Remarques
(i) La réciproque est fausse.

(ii) Le théoréme est faux si zy n'est pas intérieur a
1.

(iii) Le théoreme est faux également si f n'est pas
dérivable en xy.
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II. Théoremes
A. Extremum local

Théoréeme

xo intérieur a [ f I — R dérivable en z
Si f présente un extremum local en z
alors  f'(x¢) = 0.

Démonstration. Supposons que f présente un
maximum en xg sur |xg — ¢, g + ¢[. Alors :

f(x) = f(xo)

T — Xy

Vo € [xg — ¢, x] >0

Th de comparaison : f'(zg) > 0.
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II. Théoremes
A. Extremum local

Théoréeme

xo intérieur a [ f I — R dérivable en z
Si f présente un extremum local en z
alors  f'(x¢) = 0.

Démonstration. Supposons que f présente un
maximum en xg sur |xg — ¢, g + ¢[. Alors :

f(x) — f(xo)

T — Xy

Va € Jxg, xo + ] <0

Th de comparaison : f'(zg) > 0 et f/'(zg) < 0.
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II. Théoremes
A. Extremum local

Théoréeme

xo intérieur a [ f I — R dérivable en z
Si f présente un extremum local en z
alors  f'(x¢) = 0.

Démonstration. Supposons que f présente un
maximum en xg sur |zg — ¢, xg + |.
f'(xg) = 0et f'(xg) <0 donc f'(xg) =0. O
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‘—1II. Théoremes
B. Théoréme de Rolle

On note a et b deux réels tels que a < b.
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B. Théoréme de Rolle

Théoréme de Rolle

f :]a,b] = R telle que :

» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
> fla) = f(b)

Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que f'(c) = 0.
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B. Théoréme de Rolle
Théoréme de Rolle
f :]a,b] = R telle que :
» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
> fla) = f(b)

Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que f'(c) = 0.

Remarque

Toutes les hypothéses sont indispensables.
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B. Théoréme de Rolle
Théoréme de Rolle
f :]a,b] = R telle que :
» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
> fla) = f(b)

Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que f'(c) = 0.

Démonstration.
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B. Théoréme de Rolle
Théoréme de Rolle
f :]a,b] = R telle que :
» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
> fla) = f(b)

Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que f'(c) = 0.

Démonstration.
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Théoreme de Rolle
f :]a,b] = R telle que :
» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
> f(a) = f(b)
Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que f'(c) = 0.

Exemple 4

Soit f : R — R polynomiale de degré n admettant n
racines réelles distinctes. Alors f’ admet exactement
n — 1 racines réelles distinctes.
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B. Théoreme de Rolle
Théoréme de Rolle
f :]a,b] = R telle que :
» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
> fla) = f(b)

Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que f'(c) = 0.

Exemple 5

Si un mobile M parcourant une droite passe deux fois
par le méme point alors sa vitesse s'annule pendant
le trajet.
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C. Accroissements finis
Théoreme des accroissements finis
f :]a,b] = R telle que :
» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que :

f() = f(a)

floy =222
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II. Théoremes

C. Accroissements finis

Théoréme des accroissements finis
f :]a,b] = R telle que :

» f est continue sur [a, b

» f est dérivable sur |a, O]

Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que :

f() = f(a)

floy =222

Remarques

(i) Le théoréme de Rolle est un cas particulier du
théoréme des accroissements finis.
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II. Théoremes

C. Accroissements finis

Théoréme des accroissements finis
f :]a,b] = R telle que :

» f est continue sur [a, b

» f est dérivable sur |a, O]

Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que :

f() = f(a)

floy =222

Remarques

(i) Le théoréme de Rolle et le théoreme des
accroissements finis sont équivalents.
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C. Accroissements finis
Théoreme des accroissements finis
f :]a,b] = R telle que :
» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que :

f() = f(a)

floy =222

Remarques

(ii) Géométriquement :
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C. Accroissements finis
Théoreme des accroissements finis
f :]a,b] = R telle que :
» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que :

f() = f(a)

floy =222

Démonstration.
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C. Accroissements finis
Théoreme des accroissements finis
f :]a,b] = R telle que :
» f est continue sur [a, b
» f est dérivable sur |a, O]
Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que :

f() = f(a)

floy =222

Démonstration.
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Inégalité des accroissements finis, vl
f :]a,b] = R telle que :

> f est continue sur [a, b]

» [ est dérivable sur |a, O]

» |l existe (m, M) € R? tel que :

Vt €la,b] m< f(t) <M

Alors :
m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b—a)
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Inégalité des accroissements finis, vl
f :]a,b] = R telle que :

> f est continue sur [a, b]

» [ est dérivable sur |a, O]

» |l existe (m, M) € R? tel que :

Vt €la,b] m< f(t) <M

Alors :
m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b—a)

Démonstration.




Chapitre 0. Dérivation

Inégalité des accroissements finis, vl
f :]a,b] = R telle que :

> f est continue sur [a, b]

» [ est dérivable sur |a, O]

» |l existe (m, M) € R? tel que :

Vt €la,b] m< f(t) <M

Alors :
m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b—a)

Démonstration.
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C. Accroissements finis
Inégalité des accroissements finis, v2
I intervalle f: I — R telle que :

» f est dérivable sur I

» | f’| est bornée par un réel M, i.e.,
IMeR Vvitel |f/()|<M
Alors f est M-lipschitzienne sur I, i.e., :

V(z,2) e I*  |f(z) - f(&)] < M|z — 2|
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II. Théoremes
C. Accroissements finis

Définition

Soit M un réel.

On dit que f : I — R est M-lipschitzienne si
Y(z,2') € I” |f(x) — f(2')] < M|z — 2|

On dit que f est lipschitzienne si elle est M-
lipschitzienne pour un certain réel M.
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C. Accroissements finis
Inégalité des accroissements finis, v2
I intervalle f: I — R telle que :
» f est dérivable sur I
» | f’| est bornée par un réel M.

Alors f est M-lipschitzienne sur I :

V(z,2) e I*  |f(z) - f(&')] < M|z — 2|

Démonstration. [ x] C 1
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C. Accroissements finis
Inégalité des accroissements finis, v2
I intervalle f: I — R telle que :
» f est dérivable sur I
» | f’| est bornée par un réel M.

Alors f est M-lipschitzienne sur I :

V(z,2) e I*  |f(z) - f(&')] < M|z — 2|

Démonstration.

[, z] C 1
Hypothese : —M<L <M
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II. Théoremes
C. Accroissements finis

Inégalité des accroissements finis, v2
I intervalle f: I — R telle que :

» f est dérivable sur I
» | f’| est bornée par un réel M.

Alors f est M-lipschitzienne sur I :

V(z,2) e I*  |f(z) - f(&')] < M|z — 2|

Démonstration. [, z] C 1
Hypothese : —M<L <M
IAF =M (z —2) < (f(2) = (") < M(z —2')
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C. Accroissements finis
Inégalité des accroissements finis, v2
I intervalle f: I — R telle que :
» f est dérivable sur I
» | f’| est bornée par un réel M.
Alors f est M-lipschitzienne sur I :

V(z,2) e I*  |f(z) - f(&')] < M|z — 2|

Démonstration. [, z] C 1

IAF : —M(z —2') < (f(x) — f(2') < M(z — ')
— |f(z) = f(2)] < M|z — 2|
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C. Accroissements finis
Inégalité des accroissements finis, v2
I intervalle f: I — R telle que :
» f est dérivable sur I
» | f’| est bornée par un réel M.
Alors f est M-lipschitzienne sur I :

V(z,2) e I*  |f(z) - f(&')] < M|z — 2|

Démonstration. [, z] C 1

IAF : —M(z —2') < (f(x) — f(2') < M(z — ')
— |f(z) = f(2)] < M|z — 2| O
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II. Théoremes
C

. Accroissements finis

Remarque
Pour les fonctions complexes

X le théoreme de Rolle

X le théoreme des accroissements finis

x la version 1 de I'inégalité des accroissements finis
ne sont pas valables, alors que

» la version 2 de |'inégalité des accroissements finis

est valable.
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II. Théoremes
C. Accroissements finis

> Exercice 4.
a. Démontrer que pour tout n € N* :

S|

=] <In(n+1)—Inn <

b. Soit (S),)nen+ la suite définie par :

1 1 1
V N* Snzl - —_ A
n e +2+3—|— —|—n_1

Démontrer que : S, ~Inn

En particulier (S,) tend vers +oc.
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II. Théoremes
C

. Accroissements finis

Exemple 6 : suite récurrente

a. Démontrer que I'équation 2° + 2 = 1 admet une
unique solution «, et que celle-ci est point fixe

: 1
de f:2— .
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C. Accroissements finis
Exemple 6 : suite récurrente

a. Démontrer que I'équation 2° + 2 = 1 admet une
unique solution «, et que celle-ci est point fixe
, 1
de f X = T4a?
b. Démontrer que f est k-lipschitzienne pour un

certain k € [0, 1].
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C. Accroissements finis
Exemple 6 : suite récurrente

a. Démontrer que I'équation 2° + 2 = 1 admet une
unique sqution «, et que celle-ci est point fixe

de f:2— 1+x2

b. Démontrer que f est k-lipschitzienne pour un
certain k € [0, 1].

Soit wy=0 et YneN w1 = f(uy)

c. Démontrer que pour tout n € N :

|Uny1 — | k|un — a|
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C. Accroissements finis
Exemple 6 : suite récurrente

a. Démontrer que I'équation 2° + 2 = 1 admet une
unique sqution «, et que celle-ci est point fixe

de f:2— 1+x2

b. Démontrer que f est k-lipschitzienne pour un
certain k € [0, 1].

Soit wy=0 et YneN w1 = f(uy)

c. Démontrer que pour tout n € N :

|Uny1 — | k|un — a|

d. En déduire que la suite (u,) converge vers «.
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II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Théoréeme
I intervalle f I — R dérivable

i) f croissante <= f’/ positive
P
ji) f décroissante <= f' négative
(i) f g
(i) f constante < [’ nulle.
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II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Théoréeme
I intervalle f I — R dérivable

i) f croissante <= f’/ positive
P
ji) f décroissante <= f' négative
(i) f g
(i) f constante < [’ nulle.

Démonstration. Juste le (i).
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‘—1II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Théoréeme
I intervalle f I — R dérivable

(i) f croissante <= ' positive

Démonstration. Juste le (7).

f croissante :  V(z,y) € I?

{x<y:>f($)<f(y) s [-f@)
t>y= f(z) > fy) o
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II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Théoréeme
I intervalle f I — R dérivable

(i) f croissante <= ' positive

Démonstration. Juste le (7).

f croissante :  V(z,y) € I?

{x<y:f($)<f(y) . =) 5 g
v >y = f(z) = f(y) T

Donc Veel lim M >0
Yy—r Y=z
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II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Théoréeme
I intervalle f I — R dérivable

(i) f croissante <= ' positive

Démonstration. Juste le (7).

f croissante :  V(z,y) € I?

{x<y:>f($)<f(y) s [-f@)
t>y= f(z) > fy) o

Donc Ve el f'(x) = 0.
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‘—1II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Théoreme
I intervalle f I — R dérivable

(i) f croissante <= ' positive

Démonstration. Juste le (7).

f' positive.
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‘—1II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Théoreme
I intervalle f I — R dérivable

(i) f croissante <= ' positive

Démonstration. Juste le (7).

f' positive.
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II. Théoremes

D. Croissance des fonctions

Théoreme
I intervalle f I — R dérivable

(i) f croissante <= ' positive
(ii) f décroissante <= [’ négative
iii) f constante < f' nulle.

(iii) f f
Remarques

(i) Ce théoréme n’est valable que sur un intervalle.

f:R* — R
r — &

X
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II. Théoremes

D. Croissance des fonctions

Théoreme
I intervalle f I — R dérivable

(i) f croissante <= ' positive
(ii) f décroissante <= [’ négative
iii) f constante < f' nulle.

(iii) f f
Remarques

(i) Ce théoréme n’est valable que sur un intervalle.

g: R* — R
r +—— arctanx + arctan%
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II. Théoremes
D

. Croissance des fonctions

Théoreme
I intervalle f I — R dérivable

(i) f croissante <= ' positive
(ii) f décroissante <= [’ négative
iii) f constante < f' nulle.

(iii) f f
Remarques

(ii) On ne peut pas remplacer «croissantey par
«strictement croissanten et «positive» par
«strictement positivey.

frzra?
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II. Théoremes
D

. Croissance des fonctions

Corollaire
Avec les hypotheses du théoreme précédent :

(i) Si f’ est strictement positive sauf en un nombre
fini de points ou elle s'annule, alors f est
strictement croissante.

(ii) Si f' est strictement négative sauf en un nombre
fini de points ou elle s'annule, alors f est
strictement décroissante.
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II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Corollaire
Avec les hypotheses du théoreme précédent :
(i) Si f’ est strictement positive sauf en un nombre

fini de points ou elle s'annule, alors f est
strictement croissante.

Démonstration. Si f est croissante non strictement
alors il existe © < y tels que f(z) = f(y).
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D. Croissance des fonctions
Corollaire
Avec les hypotheses du théoreme précédent :
(i) Si f’ est strictement positive sauf en un nombre

fini de points ou elle s'annule, alors f est
strictement croissante.

Démonstration. Si f est croissante non strictement
alors il existe © < y tels que f(z) = f(y).

Alors f est constante sur |x, y[.
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D. Croissance des fonctions
Corollaire
Avec les hypotheses du théoreme précédent :
(i) Si f’ est strictement positive sauf en un nombre

fini de points ou elle s'annule, alors f est
strictement croissante.

Démonstration. Si f est croissante non strictement
alors il existe © < y tels que f(z) = f(y).

Alors f est constante sur |x, y[.

Donc f’ s'annule en une infinité de points : tous
ceux de |z, y|. O
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II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Théoréeme
I intervalle f I — R dérivable

(iii) f constante <= f’ nulle.

Corollaire du (iii)
f.g: 1 — R dérivables

Si f' = ¢’ alors
dJKeR Veel f(x)=glx)+K
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II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Théoréeme
I intervalle f I — R dérivable

(iii) f constante <= f’ nulle.

Corollaire du (iii)
f.g: 1 — R dérivables

Si f' = ¢’ alors
dJKeR Veel f(x)=glx)+K

Démonstration. Soit h = f — g




Chapitre 0. Dérivation

II. Théoremes
D. Croissance des fonctions

Corollaire du (iii)
f.g: 1 — R dérivables

Si f' = ¢’ alors
dJKeR Veel f(z)=gx)+K

Démonstration. Soit h = [ — g

W=f—-¢g=0 = h=KeR

— f=9g+K O
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II. Théoremes

E. Prolongement de la dérivée
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E. Prolongement de la dérivée

Exemple 7
(i) Dérivabilité de : f(z) = \/x — arctan /=
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E. Prolongement de la dérivée

Exemple 7
(i) Dérivabilité de : f(z) = \/x — arctan /=
(ii) Dérivabilité de : g(x) = arcsine™




Chapitre 0. Dérivation

II. Théoremes

E. Prolongement de la dérivée

Théoreme de limite de la dérivée
I intervalle a€l f:1I — R fonction telle que :

» f est continue sur [
» [ est dérivable sur [ — {a}
» [’ admet une limite £ € R en a.
Alors 1z +— W admet £ pour limite en a.
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II. Théoremes

E. Prolongement de la dérivée

Théoreme de limite de la dérivée
I intervalle a€l f:1I — R fonction telle que :

» f est continue sur [
» [ est dérivable sur [ — {a}
» [’ admet une limite £ € R en a.

Alors 1z +— W admet £ pour limite en a.

En particulier :

(i) Si ¢ est fini : f est dérivable en a et f'(a) = /.
(Et donc f’ est continue en a.)

(ii) Si ¢ est infini : f n'est pas dérivable en a.
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II. Théoremes
E

. Prolongement de la dérivée

Remarques

(i) Ce théoréeme montre que f est dérivable en a.
[l est souvent préférable de calculer

1o 1@~ f(@)

T—a T — Q

(ii) Dans le deuxieme cas la courbe représentative
de f admet une tangente verticale au point
d’abscisse a.




Chapitre 0. Dérivation

II. Théoremes
E. Prolongement de la dérivée

Théoreme de limite de la dérivée
I intervalle a €l f:I — R fonction telle que :

» f est continue sur [
» f est dérivable sur [ — {a}
» f' admet une limite / € R en a.

Alors x> f@=10 yqmet ¢ pour limite en a.

r—a
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II. Théoremes
E. Prolongement de la dérivée

Théoreme de limite de la dérivée
I intervalle a €l f:I — R fonction telle que :

» f est continue sur [
» f est dérivable sur [ — {a}
» f' admet une limite / € R en a.

Alors x> f@=10 yqmet ¢ pour limite en a.

r—a

Démonstration.
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II. Théoremes
E. Prolongement de la dérivée

Théoreme de limite de la dérivée
I intervalle a €l f:I — R fonction telle que :

» f est continue sur [
» f est dérivable sur [ — {a}
» f' admet une limite / € R en a.

Alors x> f@=10 yqmet ¢ pour limite en a.

r—a

Démonstration. ]
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ITI. Dérivées successives
A. Définitions
B. Calculs et propriétés
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‘—III. Dérivées successives

Dans toute cette partie :

n €N
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IT1. Dérivées successives
A. Définitions
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III. Dérivées successives
A. Définitions

Définition
f I — R dérivable.
f est deux fois dérivable si [’ est dérivable.

On note " = (f')' : dérivée seconde de f
On note également @, M et f@ pour f, f' et f".




Chapitre 0. Dérivation

‘—III. Dérivées successives
A. Définitions

Définition

f:I— R (n—1) fois dérivable

f est n fois dérivable si f*~1) est dérivable.
On note £ la dérivée de f("1).

™) dérivée n-eme de f
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‘—III. Dérivées successives
A. Définitions

Notation
Dérivée n-éme de f :




Chapitre 0. Dérivation
A. Définitions
Définition
f est de classe C" si elle est n fois dérivable et si sa
dérivée n-eme est continue.
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A. Définitions
Définition
f est de classe C" si elle est n fois dérivable et si sa
dérivée n-eme est continue.

f est de classe C™ si elle est n fois dérivable pour
tout entier n € N.
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A. Définitions
Définition
f est de classe C" si elle est n fois dérivable et si sa
dérivée n-eme est continue.

f est de classe C™ si elle est n fois dérivable pour
tout entier n € N.

Notations :

Cc"(I) ou C"(I,R)

C®*(I) ou  C®(I,R)
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III. Dérivées successives
A. Définitions

Exemples

(i) f de classe C° <= f continue
(Toute fonction est 0 fois dérivable.)
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III. Dérivées successives
A. Définitions

Exemples

(i) f de classe C° <= f continue
(Toute fonction est 0 fois dérivable.)

(i) f de classe C' <= [ dérivable
de dérivée continue

i.e., f est continument dérivable.
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III. Dérivées successives
A. Définitions

Remarques

(i) Si f est n fois dérivable alors f, f/,..., =)
sont dérivables et continues.
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III. Dérivées successives
A. Définitions

Remarques
(i) Si f est n fois dérivable alors f, f/,..., =)
sont dérivables et continues.

(ii) f est de classe C" (n > 1)
<= f est dérivable et f’ est de classe C" !
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III. Dérivées successives
A. Définitions

Remarques
(i) Si f est n fois dérivable alors f, f/,..., =)
sont dérivables et continues.

(ii) f est de classe C" (n > 1)
<= f est dérivable et f’ est de classe C" !

(iii) Inclusions des C"
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A. Définitions
> Exercice 5.
Soit f:R — R

g 2

S x g

T osix #0

0 sinon

a. Démontrer que f est continue.

T —

b. Démontrer que f est dérivable.
c. f est-elle de classe C!?

> Exercice 6.
Déterminer la classe de : f: R, — R
3
r —> x2
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IT1. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés
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‘—III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Exemple 8
(i) f(x) =2" avecn eN
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‘—III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Exemple 8
(i) f(x) =2" avecn eN
(i) f(z) = (ax +b)" avec (a,b) e R?etn €N
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‘—III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Exemple 8
(i) f(x) =2" avecn eN
(i) f(z) = (ax +b)" avec (a,b) e R?etn €N

(iii) Fonction exponentielle
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III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Exemple 8
(i) f(x) =2" avecn eN
(i) f(z) = (ax +b)" avec (a,b) e R?etn €N

(iii) Fonction exponentielle

(iv) Fonctions cosinus et sinus
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III. Dérivées successives
B

. Calculs et propriétés

Exemple 8

(i) f(x) =2" avecn eN

(i) f(z) = (ax +b)" avec (a,b) e R?etn €N
(iii) Fonction exponentielle

(iv) Fonctions cosinus et sinus

> Exercice 7.
Démontrer que la fonction In est de classe C™ et
donner ses dérivées successives.
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III. Dérivées successives
B

. Calculs et propriétés

Remarque

(i) La fonction In est de classe C*.
La fonction = — % est donc de classe C*°, car
c'est sa dérivée.
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III. Dérivées successives
B

. Calculs et propriétés

Remarque

(i) La fonction In est de classe C*.
La fonction = — % est donc de classe C*°, car
c'est sa dérivée.

(ii) Toutes les fonctions usuelles sont de classe C*
sur leur ensemble de dérivabilité.
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III. Dérivées successives
B

. Calculs et propriétés

Remarque

(i) La fonction In est de classe C*.
La fonction = — % est donc de classe C*°, car
c'est sa dérivée.

(ii) Toutes les fonctions usuelles sont de classe C*
sur leur ensemble de dérivabilité.

Par exemple :
*
> 2 — /x est de classe C* sur R*

» arccos, arcsin sont de classe C* sur |—1, 1].
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III. Dérivées successives
B

. Calculs et propriétés

Propositions
f, g de classe C" AeR

(i) f+ g est de classe C"
(ii) Af est de classe C"
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III. Dérivées successives
B

. Calculs et propriétés

Propositions
f, g de classe C" AeR

(i) f+ g est de classe C"
(ii) Af est de classe C"
(iii) fg est de classe C"
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III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Propositions
f, g de classe C" AeR

(i) f+ g est de classe C"
(ii) Af est de classe C"
(iii) fg est de classe C"
(iv) f o g est de classe C" (si f et g composables)
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III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Propositions
f, g de classe C" AeR

(i) f+ g est de classe C"
(ii) Af est de classe C"
(iii) fg est de classe C"
(iv) f o g est de classe C" (si f et g composables)

(v) Si f est bijective alors f~! est de classe C" sur
son ensemble de dérivabilité.




Chapitre 0. Dérivation

III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Propositions
f, g de classe C" AeR

(i) f+ g est de classe C"
(ii) Af est de classe C"
(iii) fg est de classe C"
(iv) f o g est de classe C" (si f et g composables)

(v) Si f est bijective alors f~! est de classe C" sur
son ensemble de dérivabilité.

Tout ceci est valable pour n = oc.
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B. Calculs et propriétés

Remarque
De plus :

(i) (f +9)" = f + g™
(i) (Af)) = A
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T e
B. Calculs et propriétés
Démonstration. Par récurrence sur n € N.

(i) f + g est de classe C" et (f + g)™ = f(?) 4 (")

Initialisation. Si f et g sont continues alors f + g
est continue et :

(f+9) " =F+g=7r"+g"
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‘—III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Démonstration. Par récurrence sur n € N.
(i) f+ g est de classe C" et (f + )™ = fV) 4 g0

Hérédité. Soit f et g de classe C"*!
Alors f' et ¢’ sont de classe C".
Donc d'apres I'HR leur somme est de classe C" et :

Comme (f'+¢') = (f + g) alors
(F+g)" = + g™

pUiS : (f +g>(n+1) _ f(n—H) +g(n+1) 0
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration.

(i) f + g est de classe C*

Si f et g sont de classe C*™ alors elles sont de classe
C" pour tout n € N.

Donc (f + g) est de classe C" pour tout n € N.
Ainsi (f + g) est de classe C*. O
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration.

(i) f + g est de classe C*

Si f et g sont de classe C*™ alors elles sont de classe
C" pour tout n € N.

Donc (f + g) est de classe C" pour tout n € N.
Ainsi (f + g) est de classe C*. O

(ii) ldem.
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration.

(i) f + g est de classe C*

Si f et g sont de classe C*™ alors elles sont de classe
C" pour tout n € N.

Donc (f + g) est de classe C" pour tout n € N.
Ainsi (f + g) est de classe C*. O
(ii) ldem.

(iii) Voir la formule de Leibniz ci-dessous.
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration. On suppose que f o g est définie.

(iv) Si f et g sont de classe C" alors f o g est de
classe C"
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration. On suppose que f o g est définie.

(iv) Si f et g sont de classe C" alors f o g est de
classe C"
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration. Soit f : [ — J bijective.

(v) Si f est de classe C" alors f~! est de classe C"
sur son ensemble de dérivabilité.

Initialisation. Si f est bijective continue alors sa
réciproque est continue.
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration. Soit f : [ — J bijective.

(v) Si f est de classe C" alors f~! est de classe C"
sur son ensemble de dérivabilité.

Hérédité. Soit f bijective de classe C"*!.
Alors f est dérivable donc par théoréme f~!
dérivable sur J' et :

(e —

froft
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‘—III. Dérivées successives
B "

. Calculs et propriétés

Démonstration. Soit f : [ — J bijective.

(v) Si f est de classe C" alors f~! est de classe C"
sur son ensemble de dérivabilité.

L vees _ 1
Hérédité. (f1y = o1
Par hypothése de récurrence f~! est de classe C".
1" est de classe C".

Par composition f' o f~! est de classe C" puis
iz f = est de classe C" (composition avec z — ).

(f~1) est de classe C", donc f~! est de classe C"*1.
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration. Soit f : [ — J bijective.

(v) Si f est de classe C" alors f~! est de classe C"
sur son ensemble de dérivabilité.

Conclusion. Par récurrence, cette propriété est vraie
pour tout n € N. O
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B. Calculs et propriétés
Théoreme - Formule de Leibniz
Soit f, g : I — R dérivables n fois.

Alors fg est dérivable n fois et :

n

(Fafns (0 7Be®

k=0
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B. Calculs et propriétés

Théoréme - Formule de Leibniz
Soit f, g : I — R dérivables n fois.

Alors fg est dérivable n fois et :

(Fafns (0 7Be®

k=0 \K
Exemple
(f9)@ = fOgO
(fg)V = fMg0) 4 £0)4(1)
(fg)? = f@gO0) 4 21 g1 1 £(0)4(2)
(fg)® = f® g0 1 3@ g(1) 4 372 4 £(0) ()
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B. Calculs et propriétés

Théoréme - Formule de Leibniz
Soit f, g : I — R dérivables n fois.

Alors fg est dérivable n fois et :

(Fafns (0 7Be®

i=0\k

Exemple

(fg)" fg

(f9)V = f'g+ fg

(f9)®) = f"g+2f'q' + fg"

( g)(3) f///g + 3f//g/ + 3f’g" + fg///
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration. Par récurrence sur n.

Initialisation. Si f et g sont 0 fois dérivables alors
fg est 0 fois dérivable et :

(fg) ¥ = EOZ (O) fW g0 = f0 g0 = ¢g

=0 \F
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III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Démonstration. Par récurrence sur n.

Hérédité. Soit f, g dérivables n 4 1 fois.
Alors fg est dérivable n fois et :

n (n B

(fo)'" = > (k>f<’“)g(" .
k=0

f et g sont n + 1 fois dérivables donc f*) et (%)

pour k = 0...n sont dérivables.

Par produit et somme (fg)™ est dérivable.
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‘—III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Démonstration. Par récurrence sur n.

Hérédité.

(fg)™ = ((fg)™)

k=0
— ni:l (kﬁl)f(k)g(n—kﬂ) + Zn: (Z)f(k’)g(n—k:—i-l)
k=1 k=0
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B. Calculs et propriétés

Démonstration. Par récurrence sur n.

Hérédité.

(fg)™ = ((fg)™)

k=0
_%1( ) n—k+1) i(z) k1)
k=0
n+1
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‘—III. Dérivées successives
B. Calculs et propriétés

Démonstration. Par récurrence sur n.

Conclusion. Le théoréme est démontré pour tout
entier n € N, ]
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III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Théoreme - Formule de Leibniz
Soit f, g : I — R dérivables n fois.

Alors fg est dérivable n fois et :

(F)™ = 3 () g

=0\ K

Exemple 9
Calculer la dérivée 10-eme de :

fR —R
r — x2cosx
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B. Calculs et propriétés
Théoreme - Formule de Leibniz
Soit f, g : I — R dérivables n fois.

Alors fg est dérivable n fois et :

(F)™ = 3 () g

=0\ K

> Exercice 8.
Calculer les dérivées n-emes de :

f:R —R
r — x3e”
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IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition
B. Théoreme
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IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition
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‘—IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition

I : intervalle de R

f:1—-C
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IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition

Définitions
f I — C toe I
f est dérivable en t si

f(t) — f(to)
t— 1o

t—

admet une limite finie lorsque t tend vers t.
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IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition

Définitions
f:1—-C toel
f est dérivable en t si

f(t) — f(to)
t— 1o

t—

admet une limite finie lorsque t tend vers t.

On note f'(ty) cette limite, et on I'appelle dérivée de
f en t.
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IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition

Définitions

f:1—C

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable
en tout point de I.

La fonction
fl:1 — C
t — f'(t)

est appelée fonction dérivée de f sur I.
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‘—IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition

Proposition
Si f:1I— C est dérivable
alors f: I — C est dérivable et :

0y -7
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IV. Dérivation des fonctions complexes

A. Définition

Proposition
Si f:1I— C est dérivable
alors f: I — C est dérivable et :

0y -7

Démonstration.
mf(t)—f(to) :th—{% (f(t)—f(to)) .

t—to t — 1o t — 1o
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Théoreme
f:I— C estdérivable ent

Ref:I >R
Imf:I—R

De plus :
vtel  f'(t) = Ref)(t) +i(lm f)'(t)

sont dérivables en ¢
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Démonstration. On note pour tout t € [ :

ft) = 2(t) +iy(t)

Alors
ft+h) = f(t)
" _ xz(t+h) —x(t) Z,y(t—Hz) —y(t)
et ) ' )
= TOTTO ) JO=F0
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A. Définition

Théoreme
f:I — C estdérivableent

Ref:I —R
Imf:I—>R

De plus :
vtel  fi(t) = (Ref)'(t)+i(lm f)'(¢)

sont dérivables en ¢

Exemple 10
Dérivabilité de f: R — C
t — e
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IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition

Remarque
f I — C peut étre représentée par sa trajectoire
dans le plan complexe.
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IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition

Remarque

f I — C peut étre représentée par sa trajectoire
dans le plan complexe.

Alors f'(t) est I'affixe du vecteur vitesse de f au point
d'affixe f(t¢). Ce vecteur dirige la tangente a la tra-
jectoire en ce point.

Exemple 10 (suite)

Représentationde f: R — C
t — e’
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IV. Dérivation des fonctions complexes

A. Définition

Remarque

On étend aux fonctions complexes :

» les dérivées a gauche et a droite

» les opérations de somme, produit et quotient
» |la composition

» les classes C" et C™.
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IV. Dérivation des fonctions complexes
A. Définition

Remarque
On étend aux fonctions complexes :

» la composition.

Proposition

Soit u : I — R et f: J — C deux fonctions telles
que u(l) C J.

Si f et u sont dérivables alors f o est dérivable, de
dérivée :

(fou) =u'- f ou
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IV. Dérivation des fonctions complexes

B. Théoreme
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IV. Dérivation des fonctions complexes
B. Théoréeme

Remarque

(i) Comme C n'est pas muni de relation d’ordre, les
fonctions complexes ne présentent pas
d'extremum.

(ii) Le théoréme de Rolle, le théoréeme des
accroissements finis ne sont plus vérifiés.
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IV. Dérivation des fonctions complexes
B. Théoreme

Exemple 10 (suite)
La fonction
f:R —C
t — et

contredit le théoreme de Rolle.
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Théoréeme - Inégalité des accroissements finis
f :la,b] — C telle que
> f est continue sur [a, b]
» f est dérivable sur |a, O]
» il existe un réel M tel que :
veelabl  If(6) <M

Alors :

£ (b) = fa)| < Mb— al
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Théoréme - Inégalité des accroissements finis
f :la,b] — C telle que
> f est continue sur [a, b]
» f est dérivable sur |a, O]
» il existe un réel M tel que :
vielabl  |f() <M
Alors :
£ (b) = fa)| < Mb— al

Remarque

On peut démontrer que f est M-lipschitzienne.
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Remarque
Par contre, il est faux en général que :
Si il existe un réel m tel que

Vt € Ja,b] m < |f(t)]

Alors :

mlb—a| <[f(b) = f(a)|
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Démonstration.

f(b) — f(a) i0

g e
Soit g:la,b] — C

t — f(t)e ¥
Alors  ¢'(t) = f'(t)e™ donc |g'(t)] = | ()]
Soit g(t) = x(t) + iy(t). Alors

@< lgOI =10 <M
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Or
g(b) —gla) z() —z(a)  .y(b) —y(a)

"= b—a - b—a i b—a
Comme 7r est réel alors
y(b) —y(a)
b—a

=0
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Démonstration.

Donc
2(b) — 2(a)| _ |g<b> —gl0)| |f(b) ~ f(a)
b—a b—a b—a

Ceci démontre que :
£ (b) — f(a)] < M|b— al [
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V. Convexité
A. Définition
B. Croissance des pentes
C. Fonctions convexes dérivables
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V. Convexité
A. Définition
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Lemme
Soit a et b deux réels avec a < b. Alors :

[a,0] = {(1 = Na+b| Xeo,1]}
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A. Définition

Lemme
Soit a et b deux réels avec a < b. Alors :

[a,0] = {(1 = Na+b| Xeo,1]}

Démonstration. Laissée en exercice. L]

cC—a

De plus : si ¢ = (1 — AN)a + Ab alors : )\:b
—a
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Définition
Une fonction f : I — R est convexe si :
V(z,y) € I* VAe0,1]

S =Nz +Ay) < (A =A)f(x) + Af(y)
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Définition
Une fonction f : I — R est convexe si :
V(z,y) €I* VAe[0,1]

FIL =Nz +2y) < (1 =Nf(z) +Af(y)

Exemples

T T2 T — T

Les fonctions x — z, © — |x
sont convexes sur R.
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Définition
Une fonction f : I — R est convexe si :
V(z,y) €I* VAe[0,1]

FIL =Nz +2y) < (1 =Nf(z) +Af(y)

Exemples

T T2 T — T

Les fonctions x — z, © — |x
sont convexes sur R.
La fonction z — 2> ne I'est pas.
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Définition
Une fonction f : I — R est convexe si :
V(z,y) €I* VAe[0,1]

FIL =Nz +2y) < (1 =Nf(z) +Af(y)

> Exercice.

Démontrer que la fonction x — 22 est convexe.

Démontrer que la fonction R} — R est convexe.
T —
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A. Définition
Définition
f I — R est concave si —f est convexe.
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A. Définition
Définition
f I — R est concave si —f est convexe.

Toute corde est en-dessous de la courbe.
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A. Définition
Définition
f I — R est concave si —f est convexe.

Toute corde est en-dessous de la courbe.

Exemple

La fonction x — In z, définie sur R* , est concave.
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A. Définition

Proposition - Inégalité de Jensen
f I — R est convexe ssi :

> V(x1,...,z,) € I"
> V(A1 ..., ) € (Ry)" tel que Iy A\ =1

f(i::l)\zl’t) < z::l)\tf(%)
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A. Définition

Lemme
Soit :
> (.CUl,...,,Tn) el

> (A, .., ) € (Ry)™ tel que Do\ = 1.
i=1

n
Alors »_ \;x; appartient a [I.
i=1
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A. Définition
Démonstration du lemme.
Soit a = Min{x; | 1 <i<n}
b =Max{x; | 1<i<n}
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A. Définition
Démonstration du lemme.
Soit a = Min{x; | 1 <i<n}
b =Max{x; | 1<i<n}
Alors :
Vi=1,...,n a<x;<b
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A. Définition
Démonstration du lemme.
Soit a = Min{x; | 1 <i<n}
b =Max{x; | 1<i<n}
Alors :
Vi=1,...,n a<x;<b
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A. Définition
Démonstration du lemme.
Soit a = Min{x; | 1 <i<n}
b =Max{x; | 1<i<n}

Alors :
Vi=1,...,n a<z; <b
— dia < DY N < YD
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A. Définition
Démonstration du lemme.
Soit a = Min{x; | 1 <i<n}
b =Max{x; | 1<i<n}

Alors :
Vi=1,...,n a<z; <b
— dia < DY N < YD
=1 =1 =1
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A. Définition
Démonstration du lemme.
Soit a = Min{x; | 1 <i<n} cl
b =Max{z;| 1<i<n} el

Alors :
Vi=1,...,n a<z; <b
— dia < DY N < YN
=1 =1 =1
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A. Définition
Démonstration du lemme.
Soit a = Min{x; | 1 <i<n} cl
b =Max{z;| 1<i<n} el

Alors :
Vi=1,...,n a<xz; <b
Vi=1,...,n Aia < N < \b
n n n
— dia < DY N < YN
=1 =1 =1
n
a< > Nr; <b
o=l
I est un intervalle donc Y \;z; € . O

1=1
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Proposition - Inégalité de Jensen

f I — R est convexe ssi :

> V(x1,...,z,) € I"

> V(A1,..., ) € (Ry)" tel que 27 A\ =1

Démonstration.
Sin=1, alors \{ = 1 donc :

fuzr) < Avf(a)
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Proposition - Inégalité de Jensen
f I — R est convexe ssi :

> V(x1,...,z,) € I"
> V(A1,..., ) € (Ry)" tel que 27 A\ =1

Démonstration.
Sin =2, alors \{ =1 — \y donc :

Fizr + Xoxe) < A f(x1) + Aaf(22)
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A. Définition
Démonstration. Par récurrence sur n.
n n
FID x| < D Nif(xy)
i=1 i=1

Initialisation. La propriété est vraie pour n = 1.
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A. Définition
Démonstration. Par récurrence sur n.
n n
FI2o i | < DoNif ()
i=1 i=1

Hérédité. Supposons la propriété vraie pour n € N*,

Soit (z1,...,7p41) € 1" des éléments de I,
n+1
(AL, Anp1) € (RO tel que S- N\ = 1.
i1

Soit A=A +---+ A =1—-A\11.

Si A =0 la propriété est vraie.
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A. Définition

Démonstration.
Hérédité. Si A\ # 0 on pose y = %:cl + -+ %xn
Par hypothese de récurrence

fly) < Z f(fm)

Par convexité :

UL = Nani+ Ay) < (1= A) f(@n1) + Af(y)

Donc :
fazr + -+ Ay + At 1%n41)

< Alf(l'l) +oee Tt )\nf(xn) + )\n—&-lf(xn—l—l)
La propriété est vraie au rang n + 1.
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A. Définition
Démonstration.

Conclusion. Par récurrence la propriété est vraie
pour tout n € N*. O
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A. Définition
Proposition - Inégalité de Jensen
f I — R est convexe ssi :
> V(x1,...,z,) € I"
> V(A1,..., ) € (Ry)" tel que 27 A\ =1

> Exercice 9.
Soit x1,...,x, des réels strictement positifs.

n 1.n
Démontrer que : ~i [z < =D x;
i=1 =1
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V. Convexité

B. Croissance des pentes
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Lemme
Soit f : I — R convexe et (z,y,z) € I°.

Six <y < zalors:

fly) = fl@) _ f(z) = fz) _ f(2) = f(y)

~ X
y— z2—x z2—1
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Lemme
Soit f: I — R convexe et (z,y,2) € I°.

Six <y < zalors:

fly) = fl@) _ f(z) = fz) _ f(2) = f(y)

~ X
y— z2—x z2—1

Démonstration.
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Lemme
Soit f: I — R convexe et (z,y,2) € I°.

Six <y < zalors:

fly) = fl@) _ f(z) = fz) _ f(2) = f(y)

~ X
y— z2—x z2—1

Démonstration.
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B

. Croissance des pentes

Théoréeme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T

est croissante.
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B. Croissance des pentes
e ~
Théoréeme

f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T

est croissante.

Démonstration. Supposons que f est convexe.
Soita eI, x,y eI\ {a}.
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B. Croissance des pentes
Théoreme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T b
est croissante.

Démonstration. Supposons que f est convexe.
Soita eI, x,y eI\ {a}.

Casl:a<x<y

f@) = fla) 1) = fla)  fly) = f@)

T —a h y—a y—x
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B. Croissance des pentes
Théoreme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T

est croissante.

Démonstration. Supposons que f est convexe.
Soita eI, x,y eI\ {a}.

Casl:a<x<y

[@) = f(a) _ )~ f(a)

~
T —a y—a
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B. Croissance des pentes
Théoreme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T b
est croissante.

Démonstration. Supposons que f est convexe.
Soita eI, x,y eI\ {a}.

Cas2:x<a<y

fla)~ f@) _ f(w) ~ 1) _f()~ f(a)

~ ~
a—= y—x y—a
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B. Croissance des pentes
Théoreme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T

est croissante.

Démonstration. Supposons que f est convexe.
Soita eI, x,y eI\ {a}.

Cas2:x<a<y

fla) = f@) _ fy) ~ f(a)

~
a—= y—a
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B. Croissance des pentes
Théoreme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T b
est croissante.

Démonstration. Supposons que f est convexe.
Soita eI, x,y eI\ {a}.

Cas3:x<y<a

fly) = f@) _fla) = f(z) _ fla) =~ f(y)

~ ~
y—x a— a—1y
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B. Croissance des pentes
Théoreme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T

est croissante.

Démonstration. Supposons que f est convexe.
Soita eI, x,y eI\ {a}.

Cas3:x<y<a

fla) = f(z) _ fla) = f(y)

~
a— a—1y
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B. Croissance des pentes
Théoreme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
s f@)-f(a)

est croissante.

Démonstration. Supposons que f est convexe.
Soita eI, x,y eI\ {a}.

Dans tous les cas p,(z) < p.(y), donc p, est
croissante.
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B. Croissance des pentes

Démonstration. Supposons que la fonction p, est
croissante pour tout a € I.

Soit (x,y) € I?, A € [0,1].
Soit z = (1 — A)x + Ay. Démontrons que :

fz) < A =Nf(z) + Af(y)
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B. Croissance des pentes

Démonstration. Supposons que la fonction p, est
croissante pour tout a € I.

Soit (x,y) € I?, A € [0,1].
Soit z = (1 — A)x + Ay. Démontrons que :
fz) < A =Nf(z) + Af(y)
Evident si z =y
A=0
A=1

De plus on peut supposer que x < y.
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B. Croissance des pentes

Démonstration. Supposons que la fonction p, est
croissante pour tout a € I.

Soit (x,y) € I?, A € [0,1].
Soit z = (1 — Az + Ay.
Sizx<yetAe]0,1]alors x < z <.

La fonction p, est croissante donc :

f() = fla) _ f) = f(a)
z— y—x
Or>\:§:§ et 2z —x > 0 donc:

f(z) <A =Nf(z) + Af(y) N
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B. Croissance des pentes

Théoréeme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T b
est croissante.

> Exercice 10.

Soit f : R — R convexe.

On suppose que f admet une limite finie en +o0.
Démontrer que si f n'est pas constante alors :

lim f(z) =400

T——00
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B

. Croissance des pentes

Théoréeme
f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T b
est croissante.

Corollaire

f : I — R est concave ssi pour tout a € I la fonction
P, est décroissante.
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B. Croissance des pentes
7 b
Théoreme

f I — R est convexe ssi pour tout a € I la fonction

po: I \{a} — R
, [@)-f(@)

€T

est croissante.

Corollaire
f : I — R est concave ssi pour tout a € I la fonction
P, est décroissante.

Démonstration. Soit g = —f et ¢, = —pq.
Alors g est convexe ssi les g, sont croissantes. ]
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B

. Croissance des pentes

Proposition
Soit f : I — R une convexe et a intérieur a I.
Alors f est dérivable a gauche et a droite en a, et :

fyla) < fila)
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B

. Croissance des pentes

Proposition
Soit f : I — R une convexe et a intérieur a I.
Alors f est dérivable a gauche et a droite en a, et :

fyla) < fila)

Démonstration.
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B

. Croissance des pentes

Proposition
Soit f : I — R une convexe et a intérieur a I.
Alors f est dérivable a gauche et a droite en a, et :

fyla) < fila)

Démonstration.
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B. Croissance des pentes
Proposition
Soit f : I — R une convexe et a intérieur a I.
Alors f est dérivable a gauche et a droite en a, et :

fyla) < fila)

Corollaire
Soit f : I — R convexe sur un intervalle ouvert 1.
Alors f est continue.
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B

. Croissance des pentes

Proposition
Soit f : I — R une convexe et a intérieur a I.
Alors f est dérivable a gauche et a droite en a, et :

fyla) < fila)

Corollaire
Soit f : I — R convexe sur un intervalle ouvert 1.
Alors f est continue.

Démonstration. Tout point de I est intérieur.
Si f est dérivable a gauche et a droite en un point
alors elle est continue en ce point. ]




Chapitre 0. Dérivation

B

. Croissance des pentes

Proposition
Soit f : I — R une convexe et a intérieur a I.
Alors f est dérivable a gauche et a droite en a, et :

fyla) < fila)

Corollaire
Soit f : I — R convexe sur un intervalle ouvert 1.
Alors f est continue.

Contre-exemple

La fonction smiley.
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V. Convexité

C. Fonctions convexes dérivables
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C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante
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C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f est convexe.

Soit (z,y) € I? avec x < . D'aprés le lemme :
Vt € |z, y|
f) = fl=) _ fly) = flz) _ f{) = f(y)
t—x h Yy—x h t—vy
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C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f est convexe.

Soit (z,y) € I? avec x < . D'aprés le lemme :
Vt € |z, y|
f) = fl=) _ fly) = flz) _ f{) = f(y)
t—x h Yy—x h t—vy
Passage a la limitet -z ett — y :

riw < TO=I0 < p
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V. Convexité
C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f est convexe.

Soit (z,y) € I? avec x < .

y—x
Par transitivité :  f'(z) < f'(y)
Ceci pour tout x et y tels que < y, donc [’ est
croissante sur [.

< f'(y)
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V. Convexité
C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f’ est croissante.
Soit (z,y) € I* A€ [0,1] z=(1-XNz+ \y.

On peut supposer que © < z < y.
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C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f” est croissante.
Soit (z,y) € I* A€ [0,1] z=(1-XNz+ \y.
TAF : f est dérivable  J¢y € Jz, 2] Fep € ]2,y :
, z) — f(x , — f(z
oy 2 FD 1@ )= £

z—x y—z
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Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f’ est croissante.

Soit (z,y) € I* A€ [0,1] z=(1-XNz+ \y.
TAF : f est dérivable 3¢y € ]z, 2[ e € ]2,9]

z)— f(x — f(z

ooy < T =16 _ T = 5)

Z2—x y—z
¢1 < ¢ donc f'(c1) < f'(ca).
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C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f’ est croissante.
Soit (z,y) € I* A€ [0,1] z=(1-XNz+ \y.
f) = )  fy) = ( )

z—x
On calcule A = 2=, donc (1 /\) =2 puis :

@
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Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f” est croissante.
Soit (z,y) € I* A€ [0,1] z=(1-XNz+ \y.
1) = ) ) = 1)
Z—x Y —
On calcule A = =2, donc (1 — A) = ==, puis :
F&) — 7))~ 1)
My—=2) ~ (1=Ny—z)

l\z
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Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f’ est croissante.
Soit (z,y) € I* A€ [0,1] z=(1-XNz+ \y.
f) = f=) _ fly) = f(2)
AMy—z) ~(1=Ny—a)
— (1=X)f(z) = A =N f(z) <Af(y) = Af(2)
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Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f’ est croissante.
Soit (z,y) € I? A€ [0,1] z=(1-XNz+\y.
F) - f@) _ )
AMy—z) ~(1=Ny—a)
— (1=-X)f(z)-( )
— f(z) (X =A)f(x) + Af(y)
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C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f’ est croissante.
Soit (z,y) € I* A€ [0,1] z=(1-XNz+ \y.
f(z) (X =) f(x) + Af(y)

La fonction f est donc convexe.
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V. Convexité
C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Démonstration. Supposons que f’ est croissante.
Soit (z,y) € I* A€ [0,1] z=(1-XNz+ \y.
f(z) (X =) f(x) + Af(y)

La fonction f est donc convexe.
Le théoreme est démontré. [l
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V. Convexité
C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Corollaire
Soit f : I — R deux fois dérivable. Alors :

f convexe <= f” positive

Démonstration. f’ est croissante sur l'intervalle I si
et seulement si f” est positive. ]
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V. Convexité
C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors :

f convexe <= [’ croissante

Corollaire
Soit f : I — R deux fois dérivable. Alors :

f concave <= f” négative
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V. Convexité
C. Fonctions convexes dérivables

Corollaire
Soit f : I — R deux fois dérivable. Alors :

f convexe <= f” positive

f concave <= f” négative

Exemple 11

T T T — 12 T — er z+— chx
sont convexes sur R.

T > % est convexe sur R* , concave sur R*.

x — In x est concave sur R?..

x +— /x est concave sur R.
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C. Fonctions convexes dérivables

Théoréeme
La courbe représentative d'un fonction convexe déri-
vable est au-dessus de toutes ses tangentes.




Chapitre 0. Dérivation

V. Convexité
C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
La courbe représentative d'un fonction convexe déri-
vable est au-dessus de toutes ses tangentes.

> Exercice 11.

Démontrer ce résultat.




Chapitre 0. Dérivation

V. Convexité
C. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
La courbe représentative d'un fonction convexe déri-
vable est au-dessus de toutes ses tangentes.

Remarque

La courbe représentative d'un fonction concave déri-
vable est en-dessous de toutes ses tangentes.




Chapitre 0. Dérivation

C

. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
La courbe représentative d'un fonction convexe déri-
vable est au-dessus de toutes ses tangentes.

Remarque

La courbe représentative d'un fonction concave déri-
vable est en-dessous de toutes ses tangentes.

Exemple
Vr € R e* >x+1

Vo € R hr<z—-1




Chapitre 0. Dérivation

C

. Fonctions convexes dérivables

Théoreme
La courbe représentative d'un fonction convexe déri-
vable est au-dessus de toutes ses tangentes.

Remarque

La courbe représentative d'un fonction concave déri-
vable est en-dessous de toutes ses tangentes.

> Exercice 12.
Démontrer que :

Vo €

T
0,2] —r<sinzx <z




Prochain chapitre

Chapitre B8
Espaces vectoriels
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