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I. Généralités
A. Notations

Définition
Suite indexée par N :

u:N — R
n — u, = u(n)

Notations |

U (Un)neN (wo, uy, uz, . . .) (un)
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—I. Généralités
A. Notations

La suite (uy)

Le réel  wu,
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I. Généralités
A. Notations

Notation |

RY : ensemble des suites 3 valeurs dans R
indexées par N

Une suite peut étre indexée

1
par N* comme ()
n

1
; N\ {0,1 Tnn
voire par N'\ {0,1} comme <1nn>

etc.
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A. Notations
Modes de définition d'une suite :
» Définition explicite :
Vn eN Uy = 3" — 2

» Définition par récurrence :

S o

uy=1 et VneN un+1:1_U/2
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A. Notations
Modes de définition d'une suite :
» Définition explicite :
Vn eN Uy = 3" — 2
» Définition par récurrence :
22
u=1 e VneN unH:l—?"
» Définition implicite :

Pour tout n € N, soit u,, la solution positive de
I'équation z" + x — 1.
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B. Opérations

Définitions |

» Addition :

u~+ v = (up+ vo,us + v1,...)

ie, VYneN (utv), =u,+ v,
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B

. Opérations

Définitions |

» Multiplication :

uv = (upvg, ULV, - - -)

ie, YnéeN (uwv), = u,v,
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B. Opérations
Définitions |
u = (ug,uy, .. .)
AeR
» Multiplication par un scalaire :

Au = (Aug, Aug, .. .)

ie, VneN (Au), = Au,
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Définitions |
Une suite (u;,)nen est dite

constante sii. VneN wu, =upi
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Définitions |
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C

. Définitions de base
Définitions |
Une suite (u;,)nen est dite

constante sii. VneN wu, =upi
croissante sii VneN wu, < Uy
décroissante si. VneN wu, > uyi
monotone si elle est croissante

ou décroissante
strt croissante si Vn € N u, < U1

strt décroissantesi  Vn € N u, > U, 1

strt monotone  si elle est strictement croissante
ou strictement décroissante
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C. Définitions de base
Définitions |
Une suite (u;,)nen est dite

majorée si. AIMeR VneN wu, <M
M est alors un majorant de (u,,)

minorée si dneR VneN wu,>m
m est alors un minorant de (u,,)

bornée si elle est majorée et minorée
périodique si JdTI'eN* VneN wu,.7=u,

stationnaire si elle est constante a partir d'un
certain rang :

AN € N VTL N Uy = Up+1
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C. Définitions de base

Remarques
(i) Suite constante :

Ve = (AN,

(i) (u,) bornée <= (|u,|) majorée
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n > N.
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C. Définitions de base
Remarques |
(i) Une suite (u,) vérifie une propriété P(u,,)
a partir d'un certain rang s'il existe NV € N tel

que la propriété P(u,) est vraie pour tout
n > N.

Exemple |

La suite (uy)nen est positive a partir d'un certain
rang si :

AN € N Vn € N m>N = wu,=>0)
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C. Définitions de base

> Exercice 1.
Etudier les variations de :

n2—3 1 1 n'

nrl U Twom T

Un:
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A. Suites arithmétiques

Définition |

(Un )nen est arithmétique s'il existe 7 € R tel que :
Vn e N Ups1 = Up + 7T

r est la raison.
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A. Suites arithmétiques

Définition |

(Un )nen est arithmétique s'il existe 7 € R tel que :
Vn € N Upil = Uy + 7T

r est la raison.

Proposition
Terme général :

Vn e N Uy = Uy + NT
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II. Suites classiques
A. Suites arithmétiques

Rappel |

VneN 1424 ---4n=>k=

Proposition - Somme des termes |

VneN  Su, =
k=0
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II. Suites classiques
A. Suites arithmétiques

Rappel |

VneN 1424 ---4n=>k=

Proposition - Somme des termes |

n 1
Vn e N > ug :(n+1)u0+n(n;)r
k=0
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II. Suites classiques
A. Suites arithmétiques

Rappel |

VneN 1424 ---4n=>k=

Proposition - Somme des termes |

n 1
Vn e N > ug :(n+1)u0+n(n;)r
k=0

Uy + Up
2

=(n+1)
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‘—II. Suites classiques
B

. Suites géométriques
Définition |
(Un )nen est géométrique s'il existe ¢ € R tel que :

q est la raison.
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B. Suites géométriques

Définition |

(Un )nen est géométrique s'il existe ¢ € R tel que :
Vn € N Upt1 = QU

q est la raison.

Proposition
Terme général :

Vn € N Up = UG
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B. Suites géométriques

Proposition
Si |g| < 1 alors (¢™) converge vers 0.
Si |g| = 1 alors (¢™) converge ssi g = 1.
Si |g| > 1 alors (¢") diverge.
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II. Suites classiques
B. Suites géométriques

Proposition |
Si |g| < 1 alors (¢™) converge vers 0.
Si |g| = 1 alors (¢™) converge ssi g = 1.
Si |g| > 1 alors (¢") diverge.

Remarque |
Cette propriété est valable et souvent utilisée dans le

cas complexe.

Démonstration. Par composition de limites :
n‘ _ 6nln|q| ]

g
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‘—II. Suites classiques
B

. Suites géométriques

Proposition - Somme des termes

M
Zuk :uWL+uWL+1+"'+u]\/j’

k=m
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‘—II. Suites classiques
B

. Suites géométriques

Proposition - Somme des termes
M
Zuk :uWL+uWL+1+"'+u]\/j’
k=m
Um — UM+1 .
_ 1 —q

(M —m+1uy sig=1
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‘—II. Suites classiques
C

. Suites arithmético-géométriques

Définition |
(un)nen est arithmético-géométrique s'il existe a, b
tels que :

Vn € N Upi1 = AU, + b
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II. Suites classiques
C. Suites arithmético-géométriques

Définition |
(Un)nen est arithmético-géométrique s'il existe a, b
tels que :

Vn € N Upi1 = AU, + b

Remarque |

On suppose dans la suite que a # 1 (sinon la suite
est arithmétique).
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II. Suites classiques

C. Suites arithmético-géométriques

Méthode |

» Introduire le réel v tel que v = ay +b.

» Vérifier que la suite (v,) = (u,, — ) est
géométrique.

» En déduire le terme général de (v,), puis celui
de (uy).

Exemple 1 |
Déterminer le terme général de la suite définie par :

ug = 1 VneN v, =3u, —4
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II. Suites classiques
C

. Suites arithmético-géométriques

> Exercice 2.

1
ug = 1 et Vn e N un+1:2—§un

a. Calculer le terme général de la suite (uy,).
b. Démontrer qu'elle converge et donner sa limite.

c. Calculer la somme de ses 10 premiers termes.
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‘—II. Suites classiques
D. Suites double-récurrentes linéaires

Définition |
Suite double-récurrente linéaire :

n uy Vn € N Upio = Ayl + py,

ou A et u sont deux scalaires.
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II. Suites classiques
D. Suites double-récurrentes linéaires

Définition |
Suite double-récurrente linéaire :

n Uy Vn € N Upio = Ayl + py,

ou A et u sont deux scalaires.

Remarque
On se raméne a la relation

Vn € N Upio + by + cu, =0

avec a non-nul.
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D. Suites double-récurrentes linéaires
Remarque |
On se rameéne A la relation

Vn € N aUpao + by + cu, =0

avec a non-nul.

Définition
Equation caractéristique :

(C) aX* +bA+c=0
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D. Suites double-récurrentes linéaires
Théoreme |
> A#£0: A1 et Ag solutions de (C')
Vn e N u, =aA] + 8Ay
ou « et [ sont deux constantes.
» A=0: Ao solution de (C)
VneN wu, = (an+ )Ny

ol « et  sont deux constantes.
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II. Suites classiques
D. Suites double-récurrentes linéaires

Méthode |
Les constantes «v et (3 sont calculées grace aux valeurs
de ug et uy.

Exemple 2
(I) Uy — —2 Uyp = —1

Vn € N w90 = Tupi1 — 10u,

(i)
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II. Suites classiques
D. Suites double-récurrentes linéaires

Méthode |
Les constantes «v et (3 sont calculées grace aux valeurs
de ug et uy.

Exemple 2
(i)

(II) 1}0:—1 1}1:1

1
Vn € N Un+2 = Up+1 — Z'Un
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II. Suites classiques
D. Suites double-récurrentes linéaires

Théoreme de double récurrence
Soit P,, une propriété dépendant de n € N.

Si

Initialisation Py et P; sont vraies

Hérédité VneN (P,et Pyi1) = Puio
Alors

Conclusion P, est vraie pour tout n € N.
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II. Suites classiques
D

. Suites double-récurrentes linéaires

> Exercice 3. |
Déterminer le terme général de la suite (uy,),en défi-
nie par ug = 2, u; = 1, et :

Vn € N Unto = dUpiq + duy,

> Exercice 4. Suite de Fibonacci
ug=uy =1 Vn € N upio = Upi1 + Uy

a. Déterminer le terme général de cette suite.

b. Calculer la limite de %

n
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ITI. Limites
A. Compléments sur les réels
B. Suites convergentes
C. Opérations sur les limites
D. Limites et inégalités
E. Limites infinies
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Chapitre A7. Suites

EA. Compléments sur les réels

Propriété de la borne supérieure |
Toute partie non-vide majorée de R admet un plus
petit majorant.

Propriété de la borne inférieure |
Toute partie non-vide minorée de R admet un plus
grand minorant.
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EA. Compléments sur les réels
Définition |
A C R non-vide majorée

Borne supérieure de A : Sup(A)

Le plus petit de ses majorants.
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EA. Compléments sur les réels
Définition |
A C R non-vide majorée

Borne supérieure de A : Sup(A)

Le plus petit de ses majorants.

Définition
A C R non-vide minorée

Borne inférieure de A : Inf(A)

Le plus grand de ses minorants.




Chapitre A7. Suites

_

. Compléments sur les réels

Propriété de la borne supérieure |

Toute partie non-vide majorée de R admet un plus
petit majorant.

Remarque |
La propriété de la borne supérieure n'est pas vérifiée

par Q.
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I ——

A. Compléments sur les réels

Propriété de la borne supérieure |

Toute partie non-vide majorée de R admet un plus
petit majorant.

Remarque |
La propriété de la borne supérieure n'est pas vérifiée

par Q.
i {pea| )
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EA. Compléments sur les réels

Proposition
A C R non-vide majorée seR

s=Sup(4) <—
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EA. Compléments sur les réels

Proposition
A C R non-vide majorée seR

s=Sup(4) <—
Ve e A r <8

et VteR t<s = (IzeA ac>t)>
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Remarques
(i) Un majorant La borne supérieure
(ii) Si s =Sup A

et M est un majorant de A

alors




Chapitre A7. Suites

EA. Compléments sur les réels

Remarques
(i) Un majorant La borne supérieure
(ii) Si s =Sup A

et M est un majorant de A

alors s < M.
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EA. Compléments sur les réels

> Exercice 5.
ACR s€R

Ecrire en termes logiques la proposition :

s n'est pas la borne supérieure de A.
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EA. Compléments sur les réels

> Exercice 6. |
A C R non-vide.

Démontrer que A admet une borne inférieure et que
celle-ci est positive ou nulle.
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EA. Compléments sur les réels

> Exercice 6. |
A C R non-vide.

Démontrer que A admet une borne inférieure et que
celle-ci est positive ou nulle.

> Exercice 7.
A C B C R non-vides.

Démontrer que si B est minorée alors A est minorée
et Inf B < Inf A.
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I ———

A. Compléments sur les réels

Proposition - Définition |
ACR b majorant de A

Si b € A alors b est la borne supérieure de A.
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EA. Compléments sur les réels

Proposition - Définition |
ACR b majorant de A

Si b € A alors b est la borne supérieure de A.

b est le maximum de A: b= Max(A)
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EA. Compléments sur les réels

Proposition - Définition |
ACR b majorant de A

Si b € A alors b est la borne supérieure de A.

b est le maximum de A : b= Max(A)

Proposition - Définition
ACR a minorant de A

si a € A alors a est la borne inférieure de A.

a est le minimum de A : a = Min(A)
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EA. Compléments sur les réels

Exemple 3 |

L'intervalle [—5,4[ admet un minimum mais pas de
maximum.
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EA. Compléments sur les réels

Remarque |
Si une partie A est finie et non-vide alors elle admet
un minimum et un maximum.
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EA. Compléments sur les réels

Définition |
Si une suite (u,) est majorée, alors sa borne supé-
rieure est le plus petit de ses majorants. C'est le réel
s tel que :
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EA. Compléments sur les réels

Définition |
Si une suite (u,) est majorée, alors sa borne supé-
rieure est le plus petit de ses majorants. C'est le réel
s tel que :

Vn e N U, < S

et Vte R t<s = (IneN t<u,)
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EA. Compléments sur les réels

Remarques |
(i) Sup(u,) =SupU ou U ={u,| neN}
neN

(ii) On définit de méme la borne inférieure, le
maximum et le minimum d'une suite.
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EA. Compléments sur les réels

Remarques |
(i) Sup(u,) =SupU ou U ={u,| neN}
neN

(ii) On définit de méme la borne inférieure, le
maximum et le minimum d’une suite.

Notations
Sup u, Inf u,, Max u,, Min wu,,
neN neN neN neN
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EA. Compléments sur les réels

> Exercice 8.

La suite (l

) admet-elle des bornes ?
n/neN*

des extrema?
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EA. Compléments sur les réels

Résumé
» Un majorant de A est un réel plus grand que
tous les éléments de A.

» La borne supérieure est le plus petit des
majorants.

» Le maximum est la borne supérieure lorsqu’elle
est dans A.
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EA. Compléments sur les réels

Résumé |

» Un majorant de (u,) est un réel plus grand que
tous les u,,.

» La borne supérieure est le plus petit des
majorants.

» Le maximum est la borne supérieure lorsqu’elle
est atteinte. C'est alors I'un des u,,.
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ITI. Limites

B. Suites convergentes
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EB. Suites convergentes
Définitions |
Une suite (u,) converge vers / si :

Ve >0 dN € N Vn € N
n>2N=|u,—f| <c¢

On note alors :  u,, — ¢
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EB. Suites convergentes
Définitions |
Une suite (u,) converge vers / si :

Ve >0 dN € N Vn € N
nz2N=|u,—{|<e¢

On note alors :  u,, — ¢

Une suite (u,,) est convergente s'il existe un réel ¢ tel
que (u,) converge vers /.
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I ——

B. Suites convergentes
Définitions |
Une suite (u,) converge vers / si :

Ve >0 dN € N Vn € N
nz2N=|u,—{|<e¢

On note alors :  u,, — ¢

Une suite (u,,) est convergente s'il existe un réel ¢ tel
que (u,) converge vers /.

Une suite est divergente si elle n’est pas convergente.
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I ——

B. Suites convergentes
Définitions |
Une suite (u,) converge vers / si :

Ve >0 dN € N Vn € N
nz2N=|u,—{|<e¢

Exemple |

La suite (l) converge vers 0.
n/neN*




Chapitre A7. Suites

I ——

B. Suites convergentes
Définitions |
Une suite (u,,) converge vers { si :

Ve >0 AN e N Vn e N
nz2N=|u,—{|<e¢

Exemple |

La suite (l

n)neN* converge vers (.

> Exercice 9. |
Démontrer que la suite (u,) = (e~") est convergente.




Chapitre A7. Suites

EB. Suites convergentes

Proposition (Unicité de la limite) |

Si (uy,) converge vers { et vers ¢, alors ¢ = /.




Chapitre A7. Suites

EB. Suites convergentes

Proposition (Unicité de la limite) |
Si (uy,) converge vers { et vers ¢, alors ¢ = /.

Définition |
Si (uy,) converge vers ¢ alors ¢ est la limite de (uy,).
On note :

limwu, = ¢ ou lim w, =/

n—-+0o00




Chapitre A7. Suites

EB. Suites convergentes

Proposition (Unicité de la limite) |

Si (uy,) converge vers { et vers ¢, alors ¢ = /.

Démonstration dans le cas réel.




Chapitre A7. Suites

EB. Suites convergentes

Proposition (Unicité de la limite) |
Si (uy,) converge vers { et vers ¢, alors ¢ = /.

Démonstration dans le cas complexe. Si

lu, — €] <e et Ju,—{|<e

alors :

¢ —£] ||(un—€) (un = )]

< =L+ Ju, = 0] <2e=20 1]



Chapitre A7. Suites

EB. Suites convergentes

Proposition (Unicité de la limite) |
Si (uy,) converge vers { et vers ¢, alors ¢ = /.

Démonstration dans le cas complexe. Si

lu, — €] <e et Ju,—{|<e
alors :

¢ — ¢ ||(un—5) (un = )]

— Ll +u, =] <2e=3[(-1
[l

<



Chapitre A7. Suites

EB. Suites convergentes

Exemple 4 |
Soit (u,,) une suite d'entiers.

Démontrer que si (u,,) est convergente alors elle est
stationnaire.




Chapitre A7. Suites

EB. Suites convergentes

Théoreme
Toute suite convergente est bornée.




Chapitre A7. Suites

EB. Suites convergentes

Théoreme
Toute suite convergente est bornée.

Démonstration.




Chapitre A7. Suites

EB. Suites convergentes

Théoreme
Toute suite convergente est bornée.

Démonstration.




Chapitre A7. Suites

I ——

B. Suites convergentes

> Exercice 10.
Soit (uy,)nen une suite convergeant vers ¢ € R.
Démontrer que :

» Si ¢ > 0 alors u,, > 0 a partir d'un certain rang.
» Si ¢ < 0 alors u,, < 0 a partir d'un certain rang.




Chapitre A7. Suites

ITI. Limites

C. Opérations sur les limites



Chapitre A7. Suites
Théoréme |
Si (u,) et (v,) convergent vers ¢ et ¢’ alors :
(i) (u, + v,) converge vers { + ('
(i) (Auy,) converge vers \/ AeR
(iii) (unv,)  converge vers (0

(iv) |un| converge vers |{|
(v) <u1n> converge vers § sil#0




Chapitre A7. Suites
Théoréme |
Si (u,) et (v,) convergent vers ¢ et ¢’ alors :
(i) (u, + v,) converge vers { + ('
(i) (Auy,) converge vers \/ AeR
(iii) (unv,)  converge vers (0

(iv) |un| converge vers |{|
(v) (uln> converge vers § sil#0
Corollaire |

(vi) (Au, + pvy,) converge vers M\ + ul’

(vii) (;j") converge vers



Chapitre A7. Suites
EC. Opérations sur les limites
Théoreme |
Si (u,) et (v,) convergent vers ¢ et ¢’ alors :

(i) (u, + v,) converge vers { + ('

(i) (Auy,) converge vers \/ AeR
Corollaire |
(vi) (Au, + pvy,) converge vers N\ + ul’
(vii) (1;:) converge vers

Démonstration du corollaire.
(vi) est conséquence de (ii) et (i).
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EC. Opérations sur les limites
Théoreme |
Si (u,) et (v,) convergent vers ¢ et ¢’ alors :

(iii) (unv,)  converge vers (0

(v) (J) converge vers ; sil#0
Corollaire |
(vi) (Auy, + pvy,) converge vers N\ + ul’
(vii) (Z:) converge vers

Démonstration du corollaire.
(vii) est conséquence de (v) et (iii). O




Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Lemme 1

(u,) converge vers {
< (u, — ¢) converge vers 0




Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Lemme 1

(u,) converge vers {
< (u, — ¢) converge vers 0

Démonstration. Immédiat.

Ve >0 dN e N Vn e N
n>N=|u,— /| <c¢

]



Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Lemme 2

Si (u,) converge vers 0
et (v,) est bornée

alors (u,v,) converge vers 0.
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EC. Opérations sur les limites

Lemme 2

Si (u,) converge vers 0
et (v,) est bornée

alors (u,v,) converge vers 0.

Démonstration.




Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Lemme 2

Si (u,) converge vers 0
et (v,) est bornée

alors (u,v,) converge vers 0.

Démonstration.




Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Démonstration du théoréeme.

(i) (u, + v,) converge vers { + ('

D’aprés le lemme 1 on peut se ramener a des suites
convergeant vers 0O :

u, = et v, =

— (up—¥0)—0 e (v,—¢)—0

= (up =0+ (v, —¢)) =0
— ((up+uv,)—L+1)) =0
= (up+uv,) — (+1)



Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(ii) (Au,) converge vers \/
Uy, — 4

<~ (up, —¥{) =0 d’apres le lemme 1



Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(ii) (Au,) converge vers \/

Uy, — 4
<~ (up, —¥{) =0 d’apres le lemme 1
= AMu, —¥¢) =0 d’apres le lemme 2

car (\),, est bornée
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EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(ii) (Au,) converge vers \/

=
—

Uy, — 4
(up —¥€) =0
AMup, —€) — 0

(Au, — M) =0
Auy, = A

d'apres le lemme 1

d'apres le lemme 2
car (\),, est bornée

d’'aprées le lemme 1



Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(iii) (u,v,) converge vers ({'

UnpUn — KE/



Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(iii) (u,v,) converge vers ({'

/ ), /
UnpUn — o = UnUp — LU, + Lvy, — 144



Chapitre A7. Suites
EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(iii) (u,v,) converge vers ({'
UpUy — v, + lv,, — 00

UnpUn — v =
— 0+ l(v, — )

— Un(“n
tend vers 0

tend vers 0




Chapitre A7. Suites
EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(iii) (u,v,) converge vers ({'
UpUy — v, + lv,, — 00

0) + (v, — )

UnpUn — v =

= Up (un -

tend vers 0

tend vers 0

(v,,) est bornée car convergente

donc Upv, — 00— 0
d'apres le lemme 1

puis Up Uy — 00



Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(iv) |u,| converge vers |/|

Inégalité triangulaire :

Hun| - MH < |un - é’



Chapitre A7. Suites

EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(v) (J) converge vers ;

1 1 Uy — C

w, ¥ lu,
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EC. Opérations sur les limites

Suite de la démonstration du théoréme.

(v) (J) converge vers ;

1 1 Uy — C

— — = — 0
w, ¥ lu,
En effet  w, ¢ = apcr |u,|> %
— apcr 0< ﬁ < E%

— (53%) bornée ]



Chapitre A7. Suites

ITI. Limites

D. Limites et inégalités



Chapitre A7. Suites

ED. Limites et inégalités

Lemme
Soit (wy) une suite convergente.

» Siapcr w, >0 alors limw, >
» Siapcr w, <0 alors limw, <




Chapitre A7. Suites

ED. Limites et inégalités

Lemme
Soit (wy) une suite convergente.

» Siapcr w, >0 alors limw, >
» Siapcr w, <0 alors limw, <

Démonstration.




Chapitre A7. Suites

ED. Limites et inégalités

Lemme

Soit (wy) une suite convergente.
» Siapcr w, >0 alors limw, >0
» Siapcr w, <0 alors limw, <0

Démonstration.
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_

. Limites et inégalités

Théoreme de comparaison |

(uy) et (v,) convergentes.

(i) Si
alors
(ii) Si

alors

VneN u, <wv,

limwu, <limuv,

VneN wu, <wvu,

limu,, <limuv,




Chapitre A7. Suites

ED. Limites et inégalités

Théoréme : Stabilité des inégalités larges
(uy) et (v,) convergentes.

(i) Si dINeN Vn>N wu,<uv,
alors limwu,, <limuv,
(i) Si dINeN Yn>N wu,<uv,

alors limu, <limuv,




Chapitre A7. Suites

I ———

D. Limites et inégalités

Théoréme : Stabilité des inégalités larges |
(uy) et (v,) convergentes.

(i) Si dINeN Vn>N wu,<uv,
alors limwu,, <limuv,
(i) Si AN eN Vn>N wu, <o,
alors limu, <limuv,
Démonstration. Le  est conséquence du donc

il suffit de démontrer celui-ci.



Chapitre A7. Suites

I ———

D. Limites et inégalités

Théoréme : Stabilité des inégalités larges |
(uy) et (v,) convergentes.

(i) Si dINeN Vn>N wu,<uv,
alors limwu,, <limuv,

(i) Si dINeN Yn>N wu,<uv,
alors limu, <limuv,

Démonstration. Le (i) est conséquence du (ii) donc
il suffit de démontrer celui-ci.
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ED. Limites et inégalités

Théoréme : Stabilité des inégalités larges |
(uy,) et (v,) convergentes.

(ii) Si dANeN Vn>N wu,<v,

alors limu,, <limuv,

Démonstration. On pose : w, = v, — uy,

Alors (w,,) converge vers : limwv, — limu,
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ED. Limites et inégalités

Théoréme : Stabilité des inégalités larges |
(uy,) et (v,) convergentes.

(ii) Si dANeN Vn>N wu,<v,

alors limu,, <limuv,

Démonstration. On pose : w, = v, — uy,
Alors (w,,) converge vers : limwv, — limu,

Apcr w, =0
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ED. Limites et inégalités

Théoréme : Stabilité des inégalités larges |
(uy,) et (v,) convergentes.

(ii) Si dANeN Vn>N wu,<v,

alors limu,, <limuv,

Démonstration. On pose : w, = v, — uy,
Alors (w,,) converge vers : limwv, — limu,
Apcr w, =0

Lemme précédent : limw, > 0

Donc : limwu, <limuv, L]



Chapitre A7. Suites

I ———

D. Limites et inégalités

Remarque |

Vn>=N wu, <v,)

\

— limu, <limuv,
VMn>N wu,<v,) = limu, <limv,
S0

Vn >N u, <wv,) limu, < limw,

Up=1—— Uy =14 —




Chapitre A7. Suites

ITI. Limites

E. Limites infinies



Chapitre A7. Suites

EE. Limites infinies
Définition |
(uy,) tend vers +00 si :

VA € R dN € N Vn € N
n>N—u, > A

On note alors :  limwu, = +o00 ou wu, — +00
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EE. Limites infinies
Définition |
(uy,) tend vers +00 si :

VA € R dN € N Vn € N
n>N—u, > A

On note alors :  limwu, = +0c0 ou wu, — +00
(uy,) tend vers —oo si :
VAeR dN e N Vn € N

n>N—u, <A

On note alors :  limwu, = —oc0 ou u, — —00




Chapitre A7. Suites

Définition |
(uy,) tend vers +00 si :
VAeR dN e N Vn € N
n>N=—u, > A
(uy,) tend vers —oo si :
VA e R dN € N Vn € N
n>N—u,<A

Remarque |

Si (uy,) tend vers +oo alors (—uy,) tend vers —oo.
Si (u,) tend vers —oo alors (—u,) tend vers +oc0.




Chapitre A7. Suites

EE. Limites infinies

Théoreme |
(i) Si (up) — o0
alors (L)
(ii) Si (uy) — 0 et wu, >0
alors (1) — +00
Si (up)
)

alors (1

—0 et wu, <0




Chapitre A7. Suites

EE. Limites infinies

Démonstration.
(i) Si (u,) = oo alors <1)—>0

U,




Chapitre A7. Suites

EE. Limites infinies

Suite de la démonstration.
(i) (up,) >0 et u,>0 = (1> — 400

Unp,

Supposons u,, — 0 et (u,) strictement positive.
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EE. Limites infinies

Suite de la démonstration.
(i) (up,) >0 et u,>0 = (1> — 400

Unp,

Supposons u,, — 0 et (u,) strictement positive.

Soit A € RY.. Alors € = i > () donc

1
N € N Vn € N n>N———>|un|<Z
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EE. Limites infinies

Suite de la démonstration.
(i) (up,) >0 et u,>0 = (1> — 400

Unp,

Supposons u,, — 0 et (u,) strictement positive.

Soit A € RY.. Alors € = i > () donc

1

INeN VneN n>N———>|un|<Z

JN e N Vn e N n}N:i>A
Up

Ceci est vrai pour tout A > 0, mais aussi A <0
donc la suite <ul> tend vers +oo.

n



Chapitre A7. Suites

EE. Limites infinies

Suite de la démonstration.
(i)  (u,) =0 et u,<0 = (

1
U,

>—>—oo

Supposons u,, — 0 et (u,) strictement négative.
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EE. Limites infinies

Suite de la démonstration.
(i) (u,) >0 et u,<0 = <1> — —00

Unp,

Supposons u,, — 0 et (u,) strictement négative.

Alors —u,, — 0 et (—u,) strictement positive

D’aprés ce qui précede <—1) — 400

Un,

Donc (7}) — —00 O

n
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EE. Limites infinies

Définitions |
Une suite admet une limite si elle converge ou tend
vers +00.

Dans ce cas sa limite est élément de :

R =RU {+00, — 0}

Droite numérique achevée
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EE. Limites infinies

Rappel - Calculs de limites |

(i) Si
et

alors

(ii) Si
et

alors

v,) est minorée

Up, + Up) = +00




Chapitre A7. Suites

EE. Limites infinies

Rappel - Calculs de limites |

Formes indéterminées :

00 — 00 oo X 0

ol o
8|3
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EE. Limites infinies

Rappel - Calculs de limites |

Formes indéterminées :

00 — 00 oo X 0

ol o
818

Exemple 5

Dans ces cas toutes les limites sont possibles.
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EE. Limites infinies

Rappel - Calculs de limites |

Formes indéterminées :

00 — 00 oo X 0

ol o
818

Remarque

Egalement indéterminées :

00 (+OO)O 100




Chapitre A7. Suites

EE. Limites infinies

> Exercice 11.
Les suites suivantes convergent-elles ?

Up=vVn2—4n+5—n

Up = (2n)ﬁ

gigm

Wn,




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
A. Encadrement
B. Suites monotones
C. Applications
D. Suites adjacentes
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IV. Théoremes d’existence de limite

A. Encadrement



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite
A. Encadrement

Théoreme de divergence par comparaison
Supposons que :

VneN wu, <wv,
(i) Si Up, — 00 alors Up, — +00

(ii) Si Up, = —00 alors Uy —> —00




Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite
A. Encadrement

Théoreme de divergence par comparaison |
Supposons que :
ANeN VneN n>N—u, <uv,

(i) Si Up, — +00 alors Up, — +00

(ii) Si Up, = —00 alors Uy —> —00




Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite
A. Encadrement

Théoreme de divergence par comparaison |
Supposons que :
ANeN VneN n>N—u, <uv,

(i) Si Up, — +00 alors Up, — +00

(ii) Si Up, = —00 alors Uy —> —00

Démonstration.
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—IV. Théorémes d'existence de limite
A. Encadrement

Théoreme de divergence par comparaison |
Supposons que :
ANeN VneN n>N—u, <uv,

(i) Si Up, — +00 alors Up, — +00

(ii) Si Up, = —00 alors Uy —> —00

Démonstration.




Chapitre A7. Suites
A. Encadrement
Théoreme d’encadrement |
Soit (uy), (v,) et (wy,) trois suites. On suppose que

VneN  u, <v, <wy

Si (u,) et (w,) convergent vers la méme limite /,
alors (v,,) converge vers /.




Chapitre A7. Suites
A. Encadrement
Théoreme d’encadrement |
Soit (uy), (v,) et (wy,) trois suites. On suppose que

dANeN VneN n>N—=u, <v, <w,

Si (u,) et (w,) convergent vers la méme limite /,
alors (v,,) converge vers /.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite

A. Encadrement

Théoreme d’encadrement |
Soit (uy), (v,) et (wy,) trois suites. On suppose que

dANeN VneN n>N—=u, <v, <w,

Si (u,) et (w,) convergent vers la méme limite /,
alors (v,,) converge vers /.

Remarque |

Ce théoréeme est un théoréme d’existence de limite.
[l prouve que :

» (v,) est convergente,
» sa limite est /.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
A. Encadrement

Exemple 6
Soit (uy,) et (v,) deux suites positives telles que :

Vn € N Uy, < Uy,

Si (vy,) converge vers 0 alors (u,) converge vers 0.




Chapitre A7. Suites
A. Encadrement
Théoreme d’encadrement |
Soit (uy), (v,) et (wy,) trois suites. On suppose que

dANeN VneN n>N—=u, <v, <w,

Si (u,) et (w,) convergent vers la méme limite /,
alors (v,,) converge vers /.

Démonstration.




Chapitre A7. Suites
A. Encadrement
Théoreme d’encadrement |
Soit (uy), (v,) et (wy,) trois suites. On suppose que

dANeN VneN n>N—=u, <v, <w,

Si (u,) et (w,) convergent vers la méme limite /,
alors (v,,) converge vers /.

Démonstration.




Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite
A. Encadrement

Exemple 7
Convergence de la suite :  (u,) = (M>

n
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IV. Théoremes d’existence de limite
A. Encadrement

Exemple 7
Convergence de la suite :  (u,) = (W)
> Exercice 12.
Convergence des suites :
4+ 3] " | k]

7 n

un:ﬁ et 'Un:Z
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IV. Théoremes d’existence de limite

B. Suites monotones



Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
B. Suites monotones

Propriété de la borne supérieure |
Toute partie non-vide majorée de R admet un plus
petit majorant.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
B. Suites monotones

Propriété de la borne supérieure |
Toute partie non-vide majorée de R admet un plus
petit majorant.

Définition |
La borne supérieure d'une partie non-vide majorée de
R est son plus petit majorant. Elle est notée Sup A.




Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Rappel |
s=Sup(4d) <=
Vre A r<s

et VteR t<s = (JxeA x>t)>




Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Rappel |
s =Sup(4d) <=
Vre A r<s

et ViteR t<s = (JreA x>t)>

Corollaire |
Si s = Sup A alors :

Ve >0 Ja € A s—e<a<s




Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Théoreme |
Toute suite monotone admet une limite.




Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Théoreme |
Toute suite monotone admet une limite.
Soit (u,,) une suite croissante.
(i) Si (u,) est majorée alors elle est convergente.

(ii) Si (uy,) n'est pas majorée alors elle tend vers
+00.




Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Théoreme |
Toute suite monotone admet une limite.
Soit (u,) une suite décroissante.
(i) Si (u,) est minorée alors elle est convergente.

(ii) Si (uy,) n'est pas minorée alors elle tend vers
—00.




Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Théoreme |
Toute suite monotone admet une limite.
Soit (u,,) une suite croissante.
(i) Si (u,) est majorée alors elle est convergente.

(ii) Si (uy,) n'est pas majorée alors elle tend vers
+00.

Démonstration.
Supposons que la suite (u,) est croissante.
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B. Suites monotones
Théoreme |
Toute suite monotone admet une limite.
Soit (u,) une suite décroissante.
(i) Si (u,) est minorée alors elle est convergente.

(ii) Si (uy,) n'est pas minorée alors elle tend vers
—00.

Démonstration.

On démontre le théoréme dans le cas ou la suite
(uy,) est décroissante de la méme facon, ou en
appliquant le théoréme pour la suite (—u,,). ]
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—IV. Théorémes d'existence de limite
B. Suites monotones

Théoréeme (complément) |
Si (u,,) est croissante majorée alors elle converge vers
sa borne supérieure.

Si (uy,) est décroissante minorée alors elle converge
vers sa borne inférieure.




Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Proposition |
Soit A C R non-vide majorée.
Alors il existe une suite (ay)pen+ d'éléments de A
convergeant vers Sup A.




Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Proposition |
Soit A C R non-vide majorée.
Alors il existe une suite (ay)pen+ d'éléments de A
convergeant vers Sup A.

Démonstration. Soit s = Sup A.

1
Vn € N* da, € A s——<a,<s
n



Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Proposition |
Soit A C R non-vide majorée.
Alors il existe une suite (ay)pen+ d'éléments de A
convergeant vers Sup A.

Démonstration. Soit s = Sup A.

1
Vn € N* da, € A s——<a,<s
n

D’aprés le théoreme d'encadrement la suite (a;,)nen
converge Vers s. [l



Chapitre A7. Suites
B. Suites monotones
Proposition |
Soit A C R non-vide majorée.
Alors il existe une suite (ay)pen+ d'éléments de A
convergeant vers Sup A.

Remarque |
Si Sup A est le maximum de A alors il suffit de poser :

Vn € N* a, = Sup A
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C. Applications



Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

1. Lien avec la densité

Proposition

Caractérisation séquentielle de la densité
Soit A C R. Alors on a équivalence entre :

(i) A est dense dans R .

(ii) Pour z € R il existe une suite (ay,)nen-
d'éléments de A convergeant vers .




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

1. Lien avec la densité

Proposition
Caractérisation séquentielle de la densité
Soit A C R. Alors on a équivalence entre :

(i) A est dense dans R .

(ii) Pour z € R il existe une suite (ay,)nen-
d'éléments de A convergeant vers .

Rappel |
A est dense dans R si tout intervalle de R non réduit
a un point contient un élément de A.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

1. Lien avec la densité

Proposition
Caractérisation séquentielle de la densité
Soit A C R. Alors on a équivalence entre :

(i) A est dense dans R .

(ii) Pour z € R il existe une suite (ay,)nen-
d'éléments de A convergeant vers .

Rappel |
A est dense dans R si tout intervalle de R non réduit
a un point rencontre A.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

1. Lien avec la densité

Proposition
Caractérisation séquentielle de la densité
Soit A C R. Alors on a équivalence entre :

(i) A est dense dans R .

(ii) Pour z € R il existe une suite (ay,)nen-
d'éléments de A convergeant vers .

Rappel |
A est dense dans R si tout intervalle de R ouvert
non-vide rencontre A.




Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

C. Applications

Démonstration. (i) = (i)

Supposons que A est dense dans R. Alors :

Vn € N* Ja,, €

1 1
:c—,x+]ﬂA
n n



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

C. Applications

Démonstration. (i) = (i)

Supposons que A est dense dans R. Alors :

Vn € N* Ja,, €
n

1 1
r——,x+ ] NA
n
La suite (a,) ainsi construite vérifie :

Vn € N la, — x| <

S|



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

C. Applications

Démonstration. (i) = (i)

Supposons que A est dense dans R. Alors :

Vn € N* Ja,, €

1 1
:c—,x+]ﬂA
n n

La suite (a,) ainsi construite vérifie :

1
Vn e N la, — x| < —
n

D’aprés le théoréeme d'encadrement elle converge
Vers .



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

C. Applications

Démonstration. (i) = (i)

b—a
5 -

Soit I un intervalle, [a,b] C I, c = ‘%b et € =



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

C. Applications

Démonstration. (i) = (i)

Soit I un intervalle, [a,b] C I, c = ‘%b et £ = b’T“

D'aprés le point (ii) il existe une suite (a,)nen-
d'éléments de A convergeant vers c.



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

C. Applications

Démonstration. (i) = (i)

b—a
5 -

Soit I un intervalle, [a,b] C I, c = ‘%b et € =

D'aprés le point (ii) il existe une suite (a,)nen-
d'éléments de A convergeant vers c.

Il existe donc NV € N tel que :

Vn e N n>N = J|a,—c|<¢
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—IV. Théorémes d'existence de limite

C. Applications

Démonstration. (i) = (i)

b—a

Soit I un intervalle, [a,b] C I, c = %t et e = =

2
D'aprés le point (ii) il existe une suite (a,)nen-
d'éléments de A convergeant vers c.

Il existe donc NV € N tel que :
Vn e N n>N = J|a,—c|<¢

Ceci donne :

c—e<a, <c+e puis  a, € [a,b]

I contient a,, qui est un élément de A. [l



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

C. Applications

> Exercice 13.
Démontrer que D est dense dans R.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

2. Suites récurrentes

Définition |
Une suite récurrente est une suite définie par son pre-
mier terme et une relation de récurrence :

Vn € N Upt1 = f(uy)
ou f est une fonction.

Cette fonction est appelée I'itératrice de la suite.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Si la fonction f n'est pas définie sur R tout
entier alors |'existence de la suite doit étre
justifiée.




Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

Définition

Soit f: D —>RouD CR.

Soit I C D. On dit que [ est stable par f si:
Ve el flz)el




Chapitre A7. Suites

Définition |
Soit f: D —>RouD CR.
Soit I C D. On dit que [ est stable par f si:

Ve el flz)el

Proposition |
Si I est stable par f et up € I alors (u,) est bien
définie et incluse dans [ :

Vn € N u, €1




Chapitre A7. Suites

Définition |
Soit f: D —>RouD CR.
Soit I C D. On dit que [ est stable par f si:

Ve el flz)el

Proposition |
Si I est stable par f et up € I alors (u,) est bien
définie et incluse dans [ :

Vn € N u, € 1 ou (Up)neny € 1




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite

Définition |
Soit f: D —>RouD CR.
Soit I C D. On dit que [ est stable par f si:

Ve el flz)el

Proposition |
Si I est stable par f et up € I alors (u,) est bien
définie et incluse dans [ :

Vn € N u, € 1 ou (Up)neny € 1

Démonstration. Par récurrence. L]




Chapitre A7. Suites
C. Applications
Proposition |
Si I est stable par f et uy € I alors (u,) est bien
définie et incluse dans I :

Vn € N u, € 1 ou (tUn)nen C I

Exemple 8 |

6
1+ u,

Uy =5 et VneN u, 1 =




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» L'étude de f permet de prévoir le comportement
de (uy).




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» L'étude de f permet de prévoir le comportement
de (uy).

» Si la fonction f est croissante alors la suite (u,)
est monotone. Son sens de variation est
déterminé par ses deux premiers termes.
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IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Si la fonction f est croissante alors la suite (u,)
est monotone. Son sens de variation est
déterminé par ses deux premiers termes.

Démonstration.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Si la fonction f est croissante alors la suite (u,)
est monotone. Son sens de variation est
déterminé par ses deux premiers termes.

Démonstration. ]
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IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Si la fonction f est croissante alors la suite (u,)
est monotone. Son sens de variation est
déterminé par ses deux premiers termes.

Remarque |

Si f est décroissante alors (u,,) n'est ni croissante ni
décroissante.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C

. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Les théorémes d'existence de limite peuvent
permettre de démontrer que la suite est
convergente.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Les théorémes d'existence de limite peuvent
permettre de démontrer que la suite est
convergente.

» Supposons que la suite (u,) est convergente.
Si f est continue alors sa limite £ est un point

fixede f: f(0)=¢
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C. Applications
z
Méthodes |

Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Supposons que la suite (u,) est convergente.
Si f est continue alors sa limite ¢ est un point

fixede f: f(0)=14

Démonstration.
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C. Applications
z
Méthodes |

Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Supposons que la suite (u,) est convergente.
Si f est continue alors sa limite ¢ est un point

fixede f: f(0)=14

Démonstration. ]




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Autre fonction utile :

hz) = flz) -




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(un)

» Autre fonction utile :

hz) = flz) -

« Si h est positive alors (u,,) est croissante.
« Si h est négative alors (u,,) est décroissante.



Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite

C. Applications

Méthodes |
Soit f une fonction, et (u,),en une suite vérifiant :

Vn € N Up+1 = f(up)

» Autre fonction utile :

hz) = flz) -

« Si h est positive alors (u,,) est croissante.
« Si h est négative alors (u,,) est décroissante.

« Si f est continue et (u,) converge vers ¢ alors
h(¢) = 0.



Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
C. Applications

> Exercice 14. |

Soit ug = 0 et :
.
VnEN un—i—l:l—i_zn

a. Démontrer que (u,,) est majorée et croissante.

b. Démontrer que (u,) et convergente et donner sa
limite.

c. On suppose maintenant que ug = 3. Démontrer
que la suite (u,) admet une limite et donner
cette limite.
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IV. Théoremes d’existence de limite

D. Suites adjacentes



Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
D. Suites adjacentes

Définition |
Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si
(i) L'une est croissante et I'autre est décroissante.

(ii) La suite (v,, — u,) converge vers 0.




Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
D. Suites adjacentes

Définition |
Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si
(i) L'une est croissante et I'autre est décroissante.

(ii) La suite (v,, — u,) converge vers 0.

Théoreme |
Si deux suites sont adjacentes alors elles convergent
vers la méme limite.




Chapitre A7. Suites
D. Suites adjacentes
Démonstration. Quitte a inverser les deux suites, on
suppose (u,,) croissante et (v,,) décroissante.

On démontre le théoreme en trois étapes.
1. (u,) < (vp)
2. (uy) et (v,) convergent.

3. (uy) et (v,) convergent vers la méme limite.



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

D. Suites adjacentes

Suite de la démonstration.
1. (u,) < (vp) :
(uy) est croissante et (v,,) est décroissante :

Vn e N Un+1 P Un, et Un+1 < Un

Donc VneN Upal — Upal < Up — Up

La suite (v,, — u,) est décroissante et elle converge
vers 0 donc :

Vn € N Uy — Uy =0 puis Uy < Uy,



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

D. Suites adjacentes

Suite de la démonstration.

2. (uy) et (v,) convergent :

La suite (u,,) est croissante, donc minorée par uy.
La suite (v,,) est décroissante, donc majorée par vy.
Le point précédent donne :

Vn € N uy < Uy < U, < U



Chapitre A7. Suites
D. Suites adjacentes
Suite de la démonstration.
2. (uy) et (v,) convergent :
La suite (u,,) est croissante, donc minorée par uy.

La suite (v,,) est décroissante, donc majorée par vy.
Le point précédent donne :

Vn € N uy < Uy < U, < U

La suite (u,) est croissante et majorée par vy, par
théoreme elle converge.

La suite (v,,) est décroissante et minorée par w, par
théoreme elle converge.



Chapitre A7. Suites

—IV. Théorémes d'existence de limite

D. Suites adjacentes

Suite de la démonstration.
3. limu, =limv, :

Comme  lim(v, —u,) =0
alors limv,, —limwu, =0
donc lim v, = lim u,,

(uy,) est (v,) convergent vers la méme limite. O



Chapitre A7. Suites

IV. Théoremes d’existence de limite
D. Suites adjacentes

> Exercice 15.
Soit

no] 1

Uy = — et Uy = Uy + —
n k:1k2 n n n

Démontrer que ces deux suites sont adjacentes et en
déduire que (u,,) est convergente.




Chapitre A7. Suites

V. Suites extraites
A. Généralités
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass
C. Valeurs d’adhérence
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V. Suites extraites

A. Généralités



Chapitre A7. Suites

'—V. Suites extraites
A. Généralités

Définition
¢ : N — N strictement croissante. La suite
(U‘P(n)) - (UQD(O)a u(p(l); u@@), .. )

est dite extraite de la suite (uy,).




Chapitre A7. Suites

Exemples
(UZTL) = (u07u27u47"')
(ugn+1) = (u1,us,us,...)

(’U,ng) = (u07u17u87u277"')




Chapitre A7. Suites

'—V. Suites extraites
A. Généralités

Théoreme |
Si (u,,) admet une limite alors toutes ses suites ex-
traites admettent la méme limite.
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V. Suites extraites
A. Généralités

Lemme |
¢ : N — N strictement croissante. Alors :

Vn € N e(n) =n

Démonstration.
Initialisation. ¢(0) € N donc ¢(0) > 0.

Hérédité. en+1)>¢pn)=>n
donc p(n+1)=>2n+1

Conclusion. Par récurrence : Vn € N p(n) >n O
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'—V. Suites extraites

A. Généralités

Démonstration.
Ve>0 AN eN VneN
n>N = |u,—/{<e

Si n>=N alors @n)>=N ca pn)=n

Ve>0 AN €N VneN
nzN = ’u¢(n)—€’<€

La suite (u,(,)) converge vers /. O
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V. Suites extraites
A. Généralités

> Exercice 16.
nmw

Pour tout n € N on pose : u,, = cos =

a. Décrire les suites (ug,) et (ugni3)-

b. Démontrer que la suite (u,) n'est pas

convergente.

nmw

1
c. Que dire de la suite v,, = — cos? ?
n




Chapitre A7. Suites
A. Généralités
Remarque : décalage |

Soit (u,) une suite admettant une limite et p € N.
La suite

(uner) = (upv Up4-1, Up4-2, - - )

admet la méme limite.
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A. Généralités
Remarque : décalage |

Soit (u,) une suite admettant une limite et p € N.
La suite

(unﬂ?) - (upv Up+1, Up+2; - - )
admet la méme limite.
On peut aussi décaler dans I'autre sens :
(tun—p) = (0,...,0,up,u1,...)

Dans ce cas également la suite admet la méme limite.
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'—V. Suites extraites

A. Généralités
Proposition
Si (ugn) =€ et (ugpi1) — € alors (u,) — L.




Chapitre A7. Suites
A. Généralités
Proposition |
Si (ugn) =€ et (ugpi1) — € alors (u,) — L.

Démonstration.
On traite le cas ¢ € R, les cas ¢ = 400 sont
similaires.




Chapitre A7. Suites
A. Généralités
Proposition |
Si (ugn) =€ et (ugpi1) — € alors (u,) — L.

Démonstration.
Soit € > 0. Alors il existe Ny et N tels que :

Vn € N n > Ny —  |ug, — /| <¢
n >N — ‘UQn_H—a <e€



Chapitre A7. Suites
A. Généralités
Proposition |
Si (ugn) =€ et (ugpi1) — € alors (u,) — L.

Démonstration.
Soit € > 0. Alors il existe Ny et N tels que :

Vk € N k> Ny — \ugk—€|<5
k> N, — ‘u2k+1_€|<8



Chapitre A7. Suites
A. Généralités
Proposition |
Si (ugn) =€ et (ugpi1) — € alors (u,) — L.

Démonstration.
Soit € > 0. Alors il existe Ny et N tels que :

VkeN 2k 22N, — |um —{<e
2k+1 22N +1 = ‘u2k+1_€|<8



Chapitre A7. Suites

V. Suites extraites

A. Généralités
Proposition |
Si (ugn) =€ et (ugpi1) — € alors (u,) — L.

Démonstration.
Soit € > 0. Alors il existe Ny et N tels que :

VkeN 2k 22N, — |um —{<e
2k+1 22N +1 = ‘u2k+1_€|<8

Soit N = Max {2No, 2N1 + 1}
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V. Suites extraites

A. Généralités
Proposition |
Si (ugn) =€ et (ugpi1) — € alors (u,) — L.

Démonstration.
Soit € > 0. Alors il existe Ny et N tels que :

VkeN 2k 22N, — |um —{<e
2k+1 22N +1 = ‘U2k+1—€|<6

SOit N = Max {2No, 2N1 —+ 1}
Pour tout n > N : n est pair ou impair
donc n=2k>2Ny ou n=2k+1>2N;+1
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V. Suites extraites

A. Généralités
Proposition |
Si (ugn) =€ et (ugpi1) — € alors (u,) — L.

Démonstration.
Soit € > 0. Alors il existe Ny et N tels que :

VkeN 2k 22N, — |um —{<e
2k+1 22N +1 = ‘U2k+1—€|<6

Soit N = Max {2Ny, 2N, + 1}

Pour tout n > N : n est pair ou impair

donc n=2k>2Ny ou n=2k+1>2N; +1
donc |u, —{| <e.
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A. Généralités
Proposition |
Si (ugn) =€ et (ugpi1) — € alors (u,) — L.

Démonstration.
On a donc démontré :

Ve>0 dANeN n>2N = |u,—/{|>¢

La suite (u,) converge vers /. O
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V. Suites extraites

B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoreme de Bolzano-Weierstrass
Toute suite bornée admet une suite extraite conver-
gente.




Bernardo Bolzano (Tchéquie) 1781 — 1848




Karl Weierstrass (Allemagne) 1815 — 1897
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V. Suites extraites
B. Théoreme de Bolzano-Weierstrass

Théoreme de Bolzano-Weierstrass |
Toute suite bornée admet une suite extraite conver-
gente.

Démonstration. Soit (u,),en une suite bornée,
m et M un minorant et un majorant de (uy,) :

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

2. Construction d’une suite extraite.

3. La suite extraite est convergente.
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Initialisation.
[aOa bo] = [mv M]
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Initialisation.
[aOa bo] = [mv M]

Le segment [ag, by] contient une infinité de w.
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Initialisation.
[aOa bo] = [mv M]

Le segment [ag, by] contient une infinité de w.

Deplus: by—ag=M —m



Chapitre A7. Suites

'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Hérédité.

Le segment [a,, b,] contient une infinité de wuy.
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Hérédité.

Le segment [a,, b,] contient une infinité de wuy.
Soit : ¢, = %

Alors  [ap+1,bpr1] = [an,cn] ou ey, by

Le segment [a,41, b, 1] contient une infinité de wy.
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Hérédité.

Le segment [a,, b,] contient une infinité de wuy.
Soit : ¢, = %

Alors  [ap+1,bpr1] = [an,cn] ou ey, by

Le segment [a,41, b, 1] contient une infinité de wy.

De plUS : Qn < An+1 bn—|—1 < bn
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Hérédité.

Le segment [a,, b,] contient une infinité de wuy.
Soit : ¢, = %

Alors  [ap+1,bpr1] = [an,cn] ou ey, by

Le segment [a,41, b, 1] contient une infinité de wy.
De plus :  a, < apqy bni1 < by

b,—a,
et byp1 — Ay = 75
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B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Conclusion. La suite de segments [a,,, b,] est
construite.



Chapitre A7. Suites

'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Conclusion. La suite de segments [a,,, b,] est
construite.

Vn e N Qn < An+1 bn—|—1 < bn

Donc (a,) est croissante et (b,,) est décroissante.



Chapitre A7. Suites

'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Conclusion. La suite de segments [a,,, b,] est

construite.
b, —a
Vn € N bnt1 — Apy1 = %
M —m
Donc b,—a,=———0



Chapitre A7. Suites

'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Conclusion. La suite de segments [a,,, b,] est
construite.

» (a,) est croissante et (b,,) est décroissante.
» (b, —a,) — 0

Les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes.
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1. Construction d’une suite de segments
emboités.

Conclusion. La suite de segments [a,,, b,] est
construite.

» (a,) est croissante et (b,,) est décroissante.
» (b, —a,) — 0
Les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes.

Par théoréme elles convergent vers une limite /.
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

2. Construction d’une suite extraite.



Chapitre A7. Suites

'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

2. Construction d’une suite extraite.

Initialisation. On pose ¢(0) = 0.

ag < Uy() < bo



Chapitre A7. Suites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass
2. Construction d’une suite extraite.

Hérédité. Supposons défini u,) avec :

ap < Upm) < by

o(n)

Le segment [a,1, b, 11] contient une infinité de wy.



Chapitre A7. Suites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass
2. Construction d’une suite extraite.

Hérédité. Supposons défini u,) avec :

ap < Upm) < by

o(n)
Le segment [a,1, b, 11] contient une infinité de wy.

Il contient donc un wuy pour k > ¢(n)



Chapitre A7. Suites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass
2. Construction d’une suite extraite.

Hérédité. Supposons défini u,) avec :

ap < Upm) < by

o(n)
Le segment [a,1, b, 11] contient une infinité de wy.
Il contient donc un wuy pour k > ¢(n)

On pose p(n+ 1) = k. Donc ¢(n+ 1) > ¢(n) et :

Ant1 < Up(ni1) < bpya



Chapitre A7. Suites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass
2. Construction d’une suite extraite.

Conclusion. (u()) est construite par récurrence.

o(n)
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B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass
2. Construction d’une suite extraite.

Conclusion. (u()) est construite par récurrence.

o(n)

Cette suite est bien extraite de la suite (u,) car la
fonction ¢ est strictement croissante.
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

3. La suite extraite est convergente.
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'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

3. La suite extraite est convergente.

Vn € N Up < Up(n) < bp



Chapitre A7. Suites

'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

3. La suite extraite est convergente.

Vn € N Up < Up(n) < bp

(ay) et (b,) convergent vers le méme réel (.

Théoreme d’encadrement : (u(,)) converge vers /.



Chapitre A7. Suites

'—V. Suites extraites
B. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

3. La suite extraite est convergente.

Vn € N Up < Up(n) < bp

(ay) et (b,) convergent vers le méme réel (.
Théoreme d’encadrement : (u(,)) converge vers /.

On a démontré que la suite (u,) admet une suite
extraite convergente. O
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V. Suites extraites

C. Valeurs d'adhérence



Chapitre A7. Suites
C. Valeurs d’'adhérence
Définition
(u,) eRY  a€eR
a est valeur d'adhérence de (uy,) si:

Ve >0 VN € N
dn € N n>N et |u,—al<e




Chapitre A7. Suites
C. Valeurs d’adhérence
Définition |
(u,) eRY  a€eR
a est valeur d'adhérence de (uy) si :

Ve >0 VN € N
dneN n>N et |u,—al<e¢

Remarque |
a est valeur d'adhérence de (uy,) ssi :

Pour tout ¢ > 0 l'intervalle [a —¢,a + €] contient
une infinité de termes de la suite.




Chapitre A7. Suites
C. Valeurs d’adhérence
Définition |
(u,) eRY  a€eR
a est valeur d'adhérence de (uy) si :

Ve >0 VN € N
dneN n>N et |u,—al<e¢

Proposition |
a est valeur d'adhérence de (u,,) ssi il existe une suite
extraite de (u,) convergeant vers a.



Chapitre A7. Suites
C. Valeurs d'adhérence
Proposition |
a est valeur d'adhérence de (u,,) ssi il existe une suite
extraite de (u,) convergeant vers a.

Démonstration. Soit a valeur d'adhérence de (u,,).
Initialisation. ¢(0) = 0.




Chapitre A7. Suites
C. Valeurs d'adhérence
Proposition |
a est valeur d'adhérence de (u,,) ssi il existe une suite
extraite de (u,) convergeant vers a.

Démonstration. Soit a valeur d'adhérence de (u,,).
Initialisation. ¢(0) = 0.
Hérédité. Supposons (k) défini. Alors :

1
In>N=opk)+1 n—a < ——
nEN=ph)+1 Jun—al < g



Chapitre A7. Suites

V. Suites extraites

C. Valeurs d’adhérence

Proposition |
a est valeur d'adhérence de (u,,) ssi il existe une suite
extraite de (u,) convergeant vers a.

Démonstration. Soit a valeur d'adhérence de (u,,).
Initialisation. ¢(0) = 0.
Hérédité. Supposons (k) défini. Alors :

dn>N=pk)+1 lup, —a] < ——
Soit w(k + 1) = n. Alors :

ok +1) > p(k) et fugun o < s



Chapitre A7. Suites
C. Valeurs d'adhérence
Proposition |
a est valeur d'adhérence de (u,,) ssi il existe une suite
extraite de (u,) convergeant vers a.

Démonstration. Soit a valeur d'adhérence de (u,,).

Initialisation. ¢(0) = 0.

Hérédité. Supposons (k) défini. Alors :
Jp(k+1) = (k) + 1 ’u(p(k-i-l) - a‘ < Erl

Conclusion. (uy,)) extraite, converge vers a.



Chapitre A7. Suites
C. Valeurs d'adhérence
Proposition |
a est valeur d'adhérence de (u,,) ssi il existe une suite
extraite de (u,) convergeant vers a.

Démonstration. (u(,)) converge vers a.
Soit e > 0 et N € N. Alors il existe M € N tel que :
Vn € N nzM = |uyy —a <€



Chapitre A7. Suites
C. Valeurs d'adhérence
Proposition |
a est valeur d'adhérence de (u,,) ssi il existe une suite
extraite de (u,) convergeant vers a.

Démonstration. (u(,)) converge vers a.

Soit e > 0 et N € N. Alors il existe M € N tel que :
Vn € N n>M — ‘uw(n)—a‘gs
Ainsi pour n = Max {N, M} on a :

n>=N et lu, —al < e



Chapitre A7. Suites
C. Valeurs d'adhérence
Proposition |
a est valeur d'adhérence de (u,,) ssi il existe une suite
extraite de (u,) convergeant vers a.

Démonstration. (u(,)) converge vers a.

Soit e > 0 et N € N. Alors il existe M € N tel que :
Vn € N n>M — ‘uw(n)—a‘gs
Ainsi pour n = Max {N, M} on a :
n>=N et lu, —al < e

Donc a est valeur d’adhérence de (u,). O



Chapitre A7. Suites

V. Suites extraites
C. Valeurs d’adhérence

Remarques |
(i) Théoreme de Bolzano-Weierstrass :
Toute suite bornée admet une valeur
d’adhérence.




Chapitre A7. Suites

V. Suites extraites
C. Valeurs d’adhérence

Remarques |
(i) Théoreme de Bolzano-Weierstrass :
Toute suite bornée admet une valeur
d’'adhérence.

(ii) Les valeurs d'adhérence de (u,) sont les limites
des suites extraites convergentes de (uy,).




Chapitre A7. Suites

V. Suites extraites
C

. Valeurs d'adhérence

Remarques |

(i) Théoreme de Bolzano-Weierstrass :
Toute suite bornée admet une valeur
d'adhérence.

(ii) Les valeurs d'adhérence de (u,) sont les limites
des suites extraites convergentes de (uy,).

Exemple |

La suite ((—1)")nen admet valeurs d'adhé-
rences :
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V. Suites extraites
C

. Valeurs d'adhérence

Remarques |

(i) Théoreme de Bolzano-Weierstrass :
Toute suite bornée admet une valeur
d'adhérence.

(ii) Les valeurs d'adhérence de (u,) sont les limites
des suites extraites convergentes de (uy,).

Exemple |

La suite ((—1)")nen admet deux valeurs d’adhé-
rences : 1 et —1.
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VI. Suites complexes



Chapitre A7. Suites

‘—VI. Suites complexes

Notation

CN - ensemble des suites 3 valeurs dans C
indexées par N




Chapitre A7. Suites

Définitions |
Une suite complexe (u,) converge vers ¢ si :

Ve >0 dN e N Vn e N
n>2N=|u,—{| <c¢

Proposition (Unicité de la limite) |

Si (u,) converge vers ¢ et vers ¢, alors £ = /.

Théoreme
Toute suite convergente est bornée.
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Théoréme
Si (u,) et (v,) convergent vers ¢ et ¢’ alors

(i) (u, + v,) converge vers { + ('
(i) (Auy,) converge vers \/ AeC

(iii) (un,v,)  converge vers (0

(iv) |ug| converge vers |{|

1 1
(v) (un> converge vers ; C#0
Corollaire |

(vi) (Au, + pv,) converge vers N\ + ul’

(vii) (Z”) converge vers




Chapitre A7. Suites

VI. Suites complexes

Remarque |
Ne sont pas définis :

» majorant, minorant, minimum, maximum

P> suites croissantes, etc

» suites adjacentes

» limites infinies

» théoremes de comparaison

» théoreme d’'encadrement.

On se rameéne souvent au cas des suites réelles en
étudiant la suite des modules (|u,|).



Chapitre A7. Suites

VI. Suites complexes

Remarque |
Ne sont pas définis :

» majorant, minorant, minimum, maximum

P> suites croissantes, etc

» suites adjacentes

» limites infinies

» théoremes de comparaison

» théoreme d’'encadrement.

On peut aussi étudier les suites des parties réelles et
imaginaires (Re(uy,)) et (Im(u,)).



Chapitre A7. Suites

VI. Suites complexes

> Exercice 17.
Soit (u,) une suite complexe telle que :

141
2

Démontrer que (u,) est convergente et calculer sa
limite.

Vn € N Ups1 = Uy — 1




Chapitre A7. Suites

VI. Suites complexes

Proposition
Soit (u,) une suite complexe.

Si (u,) converge vers {

alors (w,) converge vers /.

Démonstration.
’%—Z‘:‘un—€’:|un—€| O
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Théoreme

(uy,) converge vers { = a + ib

(Re(u,)) converge vers a
<~

(Im(uy,)) converge vers b
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Théoreme

(uy,) converge vers

(Re(u,)) converge vers Re/
—

(Im(uy,,)) converge vers Im /¢




Chapitre A7. Suites
‘—VI. Suites complexes

Démonstration.

W, — ¥
U, — 0

(Up + ) — £+ 1

Un+Ty (L
2 — 2

[

Re(u,) — Re(f) = a



Chapitre A7. Suites
‘—VI. Suites complexes

Démonstration.

W, — ¥
u, — 0
(Up — ) — £ — 1

Un =t
2i_>2z'

[

Im(u,) — Im(¢) = b
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‘—VI. Suites complexes

Suite de la démonstration.

Réciproquement :
Re(u,) —a et Im(u,) — b
— Re(u,) + i Im(u,) — a + b

—  u, — /L O
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‘—VI. Suites complexes

Théoreme de Bolzano-Weierstrass
Toute suite complexe bornée admet une suite ex-
traite convergente.
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‘—VI. Suites complexes

Démonstration.

Soit (u,,) une suite complexe bornée.

VzeC |Re z| < |#] et IIm z| < |2



Chapitre A7. Suites

Démonstration.

Soit (u,,) une suite complexe bornée.
Vn e N IRe uy,| < |uy| et ITm w, | < |y,

Donc (Re(u,)) et (Im(u,)) sont bornées.
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‘—VI. Suites complexes

Démonstration.

(Re(uy,)) est bornée.
Bolzano-Weierstrass réel :

Il existe (Re(uy(,)) convergente.
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‘—VI. Suites complexes

Démonstration.

(Re(uy,)) est bornée.

Bolzano-Weierstrass réel :

Il existe (Re(uy(,)) convergente.

(Im(uy(,)) extraite de (Im(u,)) donc bornée.
Bolzano-Weierstrass réel :

Il existe (Im(u,0y(n))) convergente.
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‘—VI. Suites complexes

Démonstration.

(Re(uy,)) est bornée.

Bolzano-Weierstrass réel :

Il existe (Re(uy(,)) convergente.

(Im(uy(,)) extraite de (Im(u,)) donc bornée.
Bolzano-Weierstrass réel :

Il existe (Im(u,0y(n))) convergente.

(Re(ugpoy(n))) extraite de (Re(uy,(,))) donc
convergente.
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‘—VI. Suites complexes

Démonstration.

(Re(tgpoy(ny)) et (Im(uypoyp(n))) convergent donc
(Ugoy(n)) converge. O



Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
A. Négligeabilité
B. Equivalence
C. Domination
D. Croissances comparées
E. Equivalents usuels



Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison

Remarque |
Dans toute cette partie on suppose que la suite (v,,)
ne s'annule pas a partir d'un certain rang.

En d'autre termes, (v,) ne s'annule qu'un nombre fini
de fois.
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VII. Relations de comparaison
A. Négligeabilité



Chapitre A7. Suites

A. Négligeabilité
Définition |
u, est négligeable devant v, si

u
— —0
Un

On note alors :

Uy, = o(vy,) ou Un = o(vy)




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
A

. Négligeabilité

Définition |
u, est négligeable devant v, si

u
— —0
Un

On note alors :

Uy, = o(vy,) ou Un = o(vy)

Exemple 9 |

1
n

Comparaison de (n) et (n?), puis de (n—lg) et ( )




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison

A. Négligeabilité

Propositions
(i) Si up, = o(wy,) et v, =o(wy,)

alors  (u, + v,) = o(wy,)




Chapitre A7. Suites

A. Négligeabilité

Propositions

(i) Si up, = o(wy,) et v, =o(wy,)
alors  (u, + v,) = o(wy,)

(ii) Si u, =o(v,) et v, =o(wy)

alors  u, = o(wy,)




Chapitre A7. Suites

A. Négligeabilité

Propositions

(i) Si
alors

(i) Si
alors

(iii) Si

alors

u, = o(w,) et v, =o(wy,)




Chapitre A7. Suites

A. Négligeabilité

Propositions

(i) Si up, = o(wy,) et v, =o(wy,)
alors  (u, + v,) = o(wy,)
(ii) Si u, =o(v,) et v, =o(wy)

alors  u, = o(wy,)
(iii) Si u, =o(v,) et v, >LeR

alors u, —> 0

Démonstration.




Chapitre A7. Suites

A. Négligeabilité

Propositions

(i) Si up, = o(wy,) et v, =o(wy,)
alors  (u, + v,) = o(wy,)
(ii) Si u, =o(v,) et v, =o(wy)

alors  u, = o(wy,)
(iii) Si u, =o(v,) et v, >LeR

alors u, —> 0

Démonstration.
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B. Equivalence



Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence
Définition |
(uy) est équivalente a (vy,) si

u

— —1

Un

On note alors :

Up ~ Up ou Up ~ Uy
+00




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence
Définition |
(uy) est équivalente a (vy,) si

u

— —1

U?’l

On note alors :

Up ~ Up ou Up ~ Uy
+00

Exemple 10
(n*+3n — 1) ~ n?




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Remarque |

On peut donc dire que (u,) et (v,) sont équivalentes.
Au lieu de : (uy,) est équivalente a (v,,).




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Propositions |
(i) La relation ~ est transitive.
Si w,~wv, e w,~w, alors wu,~ w,




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Propositions |
(i) La relation ~ est transitive.

Si w,~wv, e w,~w, alors wu,~ w,

La relation ~ est une relation d’'équivalence.




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Propositions |
(i) La relation ~ est transitive.

Si w,~wv, e w,~w, alors wu,~ w,

La relation ~ est une relation d’'équivalence.
(ii) Deux suites équivalentes ont méme limite.

Si wu,~wv, e wv,—{¢ alors wu, —¢




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Propositions |
(i) La relation ~ est transitive.
Si w,~wv, e w,~w, alors wu,~ w,
La relation ~ est une relation d’'équivalence.
(ii) Deux suites équivalentes ont méme limite.
Si wu,~wv, e wv,—{¢ alors wu, —¢
(iii) Deux suites équivalentes ont méme signe apcr.
Si u, ~wv, alorsu, et v, ont méme signe a
partir d'un certain rang.




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Propositions |
(i) La relation ~ est transitive.
Si w,~wv, e w,~w, alors wu,~ w,
La relation ~ est une relation d’'équivalence.
(ii) Deux suites équivalentes ont méme limite.
Si wu,~wv, e wv,—{¢ alors wu, —¢
(iii) Deux suites équivalentes ont méme signe apcr.
Si u, ~wv, alorsu, et v, ont méme signe a
partir d'un certain rang.

(iv) Si v, =o(u,) alors (u,+v,) ~ u,




Chapitre A7. Suites

‘—VII. Relations de comparaison

B. Equivalence

Proposition |

(iv) Si v, = o(uy,) alors (u, + v,) ~ uy,

Exemple |

n? + 5n ~n? car
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‘—VII. Relations de comparaison

B. Equivalence

Proposition |

(iv) Si v, = o(uy,) alors (u, + v,) ~ uy,

Exemple |

n? + 5n ~n? car 5n = o(n?)




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Proposition |

(iv) Si v, = o(uy,) alors (u, + v,) ~ uy,

Exemple |

n? + 5n ~n? car 5n = o(n?)

Remarque
De maniere équivalente :

Uy, ~ Uy, — Uy, — v = 0(vy)
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VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Propositions |
(i) La relation ~ est transitive.
Si w,~wv, e w,~w, alors wu,~ w,
La relation ~ est une relation d’'équivalence.
(ii) Deux suites équivalentes ont méme limite.
Si w,~wv, e wv,—{¢ alors wu,—¢
(iii) Deux suites équivalentes ont méme signe apcr.
Si u, ~wv, alorsu, et v, ont méme signe a
partir d'un certain rang.

(iv) Si v, =o(u,) alors (u,+v,) ~ u,

Démonstration.
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VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Propositions |
(i) La relation ~ est transitive.
Si w,~wv, e w,~w, alors wu,~ w,
La relation ~ est une relation d’'équivalence.
(ii) Deux suites équivalentes ont méme limite.
Si w,~wv, e wv,—{¢ alors wu,—¢
(iii) Deux suites équivalentes ont méme signe apcr.
Si u, ~wv, alorsu, et v, ont méme signe a
partir d'un certain rang.

(iv) Si v, =o(u,) alors (u,+v,) ~ u,

Démonstration. ]
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‘—VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Proposition |

H / /

Si Uy, ~ U, et Up, ~ U,

/
Up U

alors  w,v, ~ulv), et —~—

/

(VA

La relation d'équivalence est compatible avec le pro-
duit et le quotient.




Chapitre A7. Suites
VII. Relations de comparaison
B. Equivalence

Proposition
Si Up, ~ U, et Up, ~ V),
/
Up U
alors  w,v, ~ulv), et —~—
/
v, U

La relation d'équivalence est compatible avec le pro-

duit et le quotient.

Démonstration. En exercice.
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‘—VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Exemple
2n? —3n+ 1
n®+5
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‘—VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

On ne peut pas ajouter d’équivalences




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

On ne peut pas ajouter d’équivalences

Exemple 11 |

n2+n~n2+1 et 1—n?~ —n2
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‘—VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Proposition
a€R
Si Uy, ~ Uy, alors U
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‘—VII. Relations de comparaison
B

. Equivalence

Proposition
aeR
Si Uy, ~ Uy, alors U

SRS
2
<

3B

Démonstration. En exercice. ]
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VII. Relations de comparaison

C. Domination



Chapitre A7. Suites

C. Domination
Définition |
(uy,) est dominée par (v,) si :

un Ve
— est bornée
Up,

On note alors :

up, = O(vy) ou Un = O(vy,)




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison

C. Domination
Définition
(uy,) est dominée par (v,) si :

un Ve
— est bornée
Up,

On note alors :

up, = O(vy) ou Un = O(vy,)

Exemple 12
((—2)™) est dominée par (2")




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison

C. Domination

Propositions
(i) Si u, = O(wy,) et v, =0(wy,)
alors  (u, + v,) = O(wy,)
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Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison

C. Domination

Propositions

(i) Si u, = O(wy,) et v, =0(wy,)
alors  (u, + v,) = O(wy)

(i) Si u, = O(v,) et v, =0(wy,)

alors  u, = O(w,)

Démonstration. En exercice. ]
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C. Domination

Remarque

Si u,=o0(v,) ou u,~u,

Alors :  u, = O(v,)
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‘—VII. Relations de comparaison
C. Domination

Résumé
u, = o(v,) <= lim— =0
Un
ou
Uy ~ Uy, — lim— =1
Un
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Chapitre A7. Suites

‘—VII. Relations de comparaison

D. Croissances comparées

Théoreme - Croissances comparées |

(i) n® = o(nP) sia<f3
(ii) n® = o(a™) (en supposant que a > 1)
(iii) In” n = o(n®) (en supposant que a > 0)

(iv) a™ = o(n!)




Chapitre A7. Suites

VII. Relations de comparaison
D. Croissances comparées

Exemple
Si (u,) est polynomiale :

2
Up = Qo + ain + agn” + - - - + apn?

Alors (u,,) est équivalente a son terme de plus haut
degré.
Up, ~ apnt’




Chapitre A7. Suites
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D. Croissances comparées

Démonstration.

(i) n® = o(n”) sia < f3

(i) n® = o(a")

(iii) In” n = o(n®)

(iv) a™ = o(n!)

(0%

n
7:na_ﬁ—>0
n

cara— <0

xa

car lim — =0
rz—+00 ¥

lﬂ
nx:O

car lim
r—+00 ®
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D. Croissances comparées

Démonstration.

(i) n® = o(n”) sia < f3

(i) n® = o(a")

(iii) In” n = o(n®)

(iv) a™ = o(n!)

(0%

n
7:na_ﬁ—>0
n

cara— <0

xa

car lim — =0
rz—+00 ¥

lﬂ
nx:O

car lim
r—+00 ®
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> Exercice 18.
Comportement a l'infini de :

2n +1 n
Uy = ———— Uy = ———
n? —3 Inn + e
e " 5" — 6"
Ip = 77—, n T . 4.
I+nt "4
4" n — 2"
n— _a bnzi
¢ n3 —n! en

wn —
Inn +em

n!lnn

- Jnen
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Chapitre A7. Suites

‘—VII. Relations de comparaison
E

. Equivalents usuels

Proposition |
Si w,, tend vers O alors :

sin(uy,) ~ uy,
In(1 + uy,) ~ uy,

e — 1~ u,
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E

. Equivalents usuels

Démonstration. Par composition de limites, en

utilisant :
i In(1
lim 22T — g i 22
z—=0 z—0 T
r_1
lim ¢ =1 L]
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Exemple 13
(i) Limite de : w, = 2" tan;

. n—1
i) Equivalent simple de : v, =1
(i) Eq ple de : v =1\ "

(iii) Limite de :  w,, = (1 + x) (z € R)
n
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E

. Equivalents usuels

Ne pas appliquer une fonction a une équivalence :
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E

. Equivalents usuels

> Exercice 19. |
Calculer les limites éventuelles des suites suivantes.

Up = () " v, = n(In(n 4+ 2) —Inn)

wy, = (2n)*™x T, = n(\’7§ —1)

U — —= 2, =vVnt+6n3+5n2—n
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