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Chapitre A6. Equations différentielles

I. Equations différentielles linéaires du premier ordre
A. Principe de superposition
B. Résolution de I'équation homogene
C. Recherche d'une solution particuliere
D. Probleme de Cauchy



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—1I. Premier ordre

» a, b: D— R fonctions continues
» Inconnue y: D — R dérivable
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I. Premier ordre

Exemples
> y/ . ty — t3
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>y +VEty =t




Chapitre A6. Equations différentielles

I. Premier ordre

Exemples
> y/ . ty — t3
>y FVty=t sur R




Chapitre A6. Equations différentielles

I. Premier ordre

Exemples

>y —ty =t

>y +Vty=t sur R
> (24 1)y — 3ty =t* + 2
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Exemples
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> (24 1)y — 3ty =t* + 2
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I. Premier ordre

Exemples

>y —ty =t

>y +Vty=t sur R

> (24 1)y — 3ty =t* + 2

) 3t 2+ 2
T2+’ 2+l

Y
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Chapitre A6. Equations différentielles

I. Premier ordre

Exemples

>y —ty =t

>y +Vty=t sur R

> (24 1)y — 3ty =t* + 2

) 3t 2+ 2
T2+’ 2+l

Y

> 4y — 1 =>5y+ 3t
5 3t4+1
— Y - Y=—7""
4 4




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—1I. Premier ordre

y'(t) = F(ty(t))

La tangente en M (t1,y;1) a la courbe solution
admet ¢/(t1) = F'(t1,y1) pour coefficient directeur.
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Chapitre A6. Equations différentielles

I. Equations différentielles linéaires du premier
ordre

A. Principe de superposition



Chapitre A6. Equations différentielles

(B1) ¥ —a(t)y = bi(t)
(B2) ¥ —a(t)y = b(t)
(E) v —a(t)y = bi(t) + ba(t)

Si U est une solution de (E)
et Yo est une solution de (F>)
alors y =y; +y, est solution de (F).




Chapitre A6. Equations différentielles

A. Principe de superposition

Démonstration. y; est solution de (F) :

y1 — a(t)yr = bi(t)

Y2 est une solution de (F») :

Yy — a(t)yz = by(t)




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—1I. Premier ordre

A. Principe de superposition

Démonstration. y; est solution de (F) :

y1 — a(t)yr = bi(t)

Y2 est une solution de (F») :

Yy — a(t)yz = by(t)

Par somme :

(1 +y3) — a(t)(yr +y2) = bu(t) + ba(t)



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—1I. Premier ordre

A. Principe de superposition

Démonstration. y; est solution de (F) :

y1 — a(t)yr = bi(t)

Y2 est une solution de (F») :

Yy — a(t)yz = by(t)

Par somme :

(1 +y3) — a(t)(yr +y2) = bu(t) + ba(t)
= (1 +y) —alt)(yi +y2) = bi(t) + balt)

Donc y; + y» est solution de (F). l



Chapitre A6. Equations différentielles

Définition
Soit

(B) ¢ —alt)y=0()
Alors

(H) o —a(t)y=0

est appelée équation homogene associée a (F).




Chapitre A6. Equations différentielles

A. Principe de superposition

Proposition

» £ : ensemble des solutions de (F)
» H : ensemble des solutions de (H)
» 1y : une solution de (F)

Alors :
E={vw+uy| voeH}




Chapitre A6. Equations différentielles

A

. Principe de superposition

Remarque

On détermine toutes les solutions de (H)
et une solution de (E),
on en déduit toutes les solutions de (F).




Chapitre A6. Equations différentielles

A

. Principe de superposition

Remarque

On détermine toutes les solutions de (H)
et une solution de (E),
on en déduit toutes les solutions de (F).

La solution y; est dite solution particuliere de (F).




Chapitre A6. Equations différentielles

A. Principe de superposition

Démonstration. Principe de superposition :

Yo solution de (H) : Yo — a(t)yo =0
y1 solution de (F) : y; — a(t)y; = b(t)



Chapitre A6. Equations différentielles

A. Principe de superposition

Démonstration. Principe de superposition :

Yo solution de (H) : Yo — a(t)yo =0
y1 solution de (F) : y; — a(t)y; = b(t)
—> Yo + y1 solution de (F) :

(yo +y1) = a(t)(yo +y1) = b(?)



Chapitre A6. Equations différentielles

A. Principe de superposition

Démonstration. Principe de superposition :

Yo solution de (H) : Yo — a(t)yo =0
y1 solution de (F) : y; — a(t)y; = b(t)
—> Yo + y1 solution de (F) :
(yo +v1)" — a(t)(yo + y1) = b(t)

Ceci démontre l'inclusion :

ED{yo+uyi | woeH}



Chapitre A6. Equations différentielles

A. Principe de superposition

Démonstration. Principe de superposition :
y solution de (F) : Yy —a(t)y =bt)

y1 solution de (F) : y; — a(t)y; = b(t)



Chapitre A6. Equations différentielles

A. Principe de superposition

Démonstration. Principe de superposition :
y solution de (F) : Yy —a(t)y =bt)

y1 solution de (F) : y; — a(t)y; = b(t)
—> y — y solution de (H) :

(y—y) —alt)(y—y1) =0



Chapitre A6. Equations différentielles

Démonstration. Principe de superposition :
y solution de (F) : Yy —a(t)y =bt)
y1 solution de (F) : y; — a(t)y; = b(t)

—> y — y solution de (H) :

(y—y) —alt)(y—y1) =0

Or y = (y — y1) + y1 donc ceci démontre
I'inclusion :

ECH{yo+uyi | yoeH}

Par double inclusion |'égalité est démontrée. [l
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I. Equations différentielles linéaires du premier
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B. Résolution de I'équation homogene



Chapitre A6. Equations différentielles

B

. Résolution de I'équation homogeéne

Théoreme |
(H) ¥ —a(t)y=0

» [ est un intervalle

» A est une primitive de a

Alors les solutions de (H) sont

Yo - I — R
t — Al

ou A\ est une constante réelle.




Chapitre A6. Equations différentielles

B

. Résolution de I'équation homogeéne

Remarque |

En d'autres termes I'ensemble des solutions de (H)

est

I — R
"= t — deAl®) SIS




Chapitre A6. Equations différentielles

B. Résolution de I'équation homogene

Exemple 1 |
Si a est une constante, alors les solutions de I'équa-
tion

y —ay=0

sont les fonctions yg : t — Ae®

Car A(t) = at est une primitive de la constante a.




Chapitre A6. Equations différentielles

e
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Démonstration.

(H) ¢y —al)y=0

I — R

t — A AeR



Chapitre A6. Equations différentielles

CCireeose
B. Résolution de I'équation homogene

Démonstration.

(H) ¢y —al)y=0

I — R
H:{tHAeA(t)‘/\GR}



Chapitre A6. Equations différentielles

B

. Résolution de I'équation homogeéne

> Exercice 1. |
Résoudre les équations suivantes.

(E1) Yy +tanty =0 sur |-Z,Z|
(Es) ty —(t—1)y=0  sur R}




Chapitre A6. Equations différentielles

I. Equations différentielles linéaires du premier
ordre

C. Recherche d’une solution particuliére



Chapitre A6. Equations différentielles

C

. Recherche d'une solution particuliere

Exemple 2 |
Donner une solution particuliere des équations :

(E1) v+y=3




Chapitre A6. Equations différentielles

oo
C

. Recherche d'une solution particuliere

Exemple 2 |
Donner une solution particuliere des équations :

(B1) ¥ +y=3 y(t) =3
y+y=t+1




Chapitre A6. Equations différentielles

oo
C

. Recherche d'une solution particuliere

Exemple 2 |
Donner une solution particuliere des équations :

(Br) ¢ +y=3 y(t) =3
Yy +y=t+1 y(t) =t
y+y=¢




Chapitre A6. Equations différentielles

I. Premier ordre

C. Recherche d’une solution particuliére

Exemple 2
Donner une solution particuliere des équations :
(By) ¥ +y=3 y(t) =
y+y=t+1  y@t)=
y+y=¢ y(t) = '

y+y=3+¢




Chapitre A6. Equations différentielles

I. Premier ordre

C. Recherche d’une solution particuliére

Exemple 2
Donner une solution particuliere des équations :
(By) ¥ +y=3 y(t) =3
y+y=t+1  y@t)=
y+y=¢ y(t) = '
y+y=3+e  yt)=3+3¢

(Br) 2ty +y=+/t




Chapitre A6. Equations différentielles

I. Premier ordre

C. Recherche d’une solution particuliére

Exemple 2
Donner une solution particuliere des équations :

(By) ¥ +y=3 y(t) =3
y+y=t+1 y(
y+y=¢ y(
y+y=3+e  y(

(B2) 2ty +y=+vt  y(t) =3Vt
2ty +y =t




Chapitre A6. Equations différentielles

I. Premier ordre

C. Recherche d’une solution particuliére

Exemple 2
Donner une solution particuliere des équations :

(1) v +y=3 y(t) =3
y+y=t+1  y(
y+y=¢ y(
y+y=3+e  y(

(Ey) 2ty +y=+t y(t) =5
2ty +y = t? y(t) = +t?




Chapitre A6. Equations différentielles

C

. Recherche d'une solution particuliere

Exemple 2 (suite)
Donner une solution particuliere des équations :

(E5) (cost)y + (sint)y =1




Chapitre A6. Equations différentielles

Exemple 2 (suite) |
Donner une solution particuliere des équations :

(E5) (cost)y + (sint)y =1 y(t) =sint
(cost)y' + (sint)y =0




Chapitre A6. Equations différentielles

Exemple 2 (suite) |
Donner une solution particuliere des équations :

(E5) (cost)y + (sint)y =1 y(t) =sint
(cost)y' + (sint)y =0 y(t) = cost
(By) 22—ty +3y=t*+2t—38




Chapitre A6. Equations différentielles

Exemple 2 (suite) |
Donner une solution particuliere des équations :

(E5) (cost)y + (sint)y =1 y(t) =sint
(cost)y' + (sint)y =0 y(t) = cost

(By) 22—ty +3y=t*+2t—38
y(t) =12 —t—2




Chapitre A6. Equations différentielles

I. Premier ordre

C. Recherche d’une solution particuliére

> Exercice 2.
On considére les équations

(F1) (1—2t—t)y +3ty=t>+t+2
(Es) o' + 6y = 10cos 2t

Déterminer une solution polynomiale de (E};) et une
solution de (FE5) de la forme :

y(t) = accos 2t + [ sin 2t




Chapitre A6. Equations différentielles

C

. Recherche d'une solution particuliere

Méthode : Variation de la constante
Les solutions de |'équation homogene sont :

y(t) = Aet® ou A e R

On pose
y(t) = A(t)e?

ou A est une fonction dérivable.
On résout ensuite I'équation (F).




Chapitre A6. Equations différentielles

C

. Recherche d'une solution particuliere

Exemple 3
Résoudre |'équation

/ 1_1
Y ty_

sur l'intervalle R? .




Chapitre A6. Equations différentielles

C

. Recherche d'une solution particuliere

Remarque |
Cette méthode n'aboutit pas toujours.

Exemple |
Résoudre I'équation :

y — 2ty = 2t°




Chapitre A6. Equations différentielles

C. Recherche d’une solution particuliére

Remarque |
Cette méthode n'aboutit pas toujours.

Exemple |
Résoudre I'équation :

y — 2ty = 2t°

Solutions : y(t) = Ae!” — 1 — 2 avec A € R.
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I. Equations différentielles linéaires du premier
ordre

D. Probleme de Cauchy



Chapitre A6. Equations différentielles

D. Probléme de Cauchy

Théoréeme |
Soit I est un intervalle, ty € I et yy € R.
Alors I'équation différentielle

y'(t) —a(t)y(t) = b(t)
munie de la condition initiale

y(to) = Yo

admet une et une seule solution.




Chapitre A6. Equations différentielles

D. Probléme de Cauchy

Démonstration. Solutions de (H) :

y(t) = Ae'
Variation de la constante :
y(t) = A(t)e
y est solution de I'équation (E) si et seulement si

N(t) = b(t)e AV



Chapitre A6. Equations différentielles

D. Probléme de Cauchy

Démonstration. Solutions de (H) :

y(t) = Ae'
Variation de la constante :
y(t) = A(t)e
y est solution de I'équation (E) si et seulement si
N(t) = b(t)e AV

Soit F' une primitive de : ¢ > b(t)e‘AW



Chapitre A6. Equations différentielles
D. Probléme de Cauchy
Suite de la démonstration.
Soit F' une primitive de : ¢ — b(t)e 4®)
Les solutions de (£ sont les fonctions

y(t) = AN+ F(t)e™ ouXeR
Condition initiale :
y(to) = Yo <~ A= Yo B_A(to) — F(to)

Ce réel existe et il est unique, donc (E) admet une
et une seule solution vérifiant y(ty) = yo. O



Chapitre A6. Equations différentielles

D. Probléme de Cauchy

Remarque |
La solution est :

y(t) = yoe 7AW 1 (F(t) — F (o))"

Les formes explicites de A et F' ne sont pas forcément
connues.




Chapitre A6. Equations différentielles

D. Probléme de Cauchy

> Exercice 3.
Résoudre les équations suivantes.

a. y +2y =2e* avec y(0)=1
b. (1+%)y —2ty=1+t* avec y(0)=0




Chapitre A6. Equations différentielles

II. Equations différentielles linéaires du second ordre
A. Principe de superposition
B. Résolution de I'équation homogene
C. Résolution avec second membre
D. Probleme de Cauchy



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

(B)  ay’' +by +cy=dt)

» a, b, c constantes
» d:R — R ouR — C fonction



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

(B)  ay’' +by +cy=dt)
» a, b, c constantes
» d:R— R ouR — C fonction

Equation homogeéne associée a (E)

(H) ay'+b) +cy=0



Chapitre A6. Equations différentielles

I1. Equations différentielles linéaires du second
ordre

A. Principe de superposition



Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre
A. Principe de superposition

Proposition - Principe de superposition

(B1)  ay'+by +cy = di(?)

(B2)  ay'+by +cy = dof?)

() ay’+by +cy = di(t) + da(?)
Si Y1 est une solution de (E})

et Yo est une solution de (Fj)
alors y =y, +y est solution de (F).




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
A. Principe de superposition

Démonstration.
y1 est solution de (E) :

ayy + by, + cyr = di(t)
Yo est solution de (FEj) :
ayy + by + cys = do(t)

Par somme :

a(yy +yz) +0(y1 + v5) +c(yr + y2) = di(t) +da(t)
donc :

a(y1 +42)" +0(y1 + y2) +c(y1 +y2) = da(t) +d2(?)

Ainsi 31 + yo est solution de (F). l



Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre

A. Principe de superposition

Proposition |
» £ : ensemble des solutions de (F)

» 7 : ensemble des solutions de (H)

» y; : une solution de (F).

Alors :
E={yo+uyi | voeH}




Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre

A. Principe de superposition

Proposition |
» £ : ensemble des solutions de (F)

» 7 : ensemble des solutions de (H)

» y; : une solution de (F).

Alors :
E={yo+uyi | voeH}

Démonstration. Identique a celle pour le premier
ordre. N




Chapitre A6. Equations différentielles

I1. Equations différentielles linéaires du second
ordre

B. Résolution de I'équation homogene



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

Définition |
(H) ay” + by +cy =0

Equation caractéristique de (H) :
(C)  aXN+br+c=0

d'inconnue )\ € C.




Chapitre A6. Equations différentielles

Définition |
(H) ay” + by +cy =0
Equation caractéristique de (H) :
(C)  aX+br+c=0
d'inconnue A\ € C.

Remarque
On suppose dans toute la suite que :

a#0



Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne
Théoréeme |
A =b% — 4ac

» Si A £ 0:soit \; et A\ les solutions de (C')
Alors les solutions de (H) sont

y(t) = aeM 4+ B avec (o, B) € C?




Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre

B. Résolution de I'équation homogene

Théoréme |

A = b — dac

» Si A £ 0:soit \; et A\ les solutions de (C')
Alors les solutions de (H) sont

y(t) = aeM 4+ B avec (o, B) € C?

» Si A =0 : soit \g la solution de (C')
Alors les solutions de (H) sont

y(t) = (at + B)eM avec (a,p) € C?



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Remarques |
(i) Ce théoreéme unifie les cas A > 0 et A < 0.




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Remarques |
(i) Ce théoreéme unifie les cas A > 0 et A < 0.
(ii) Si A < 0 alors A et \y sont complexes.




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Démonstration. Soit

> )\ et Ay les solutions de (C) (A1 = Ao si A =0)
» y une fonction quelconque

> 2(t) = y(t)e M




Chapitre A6. Equations différentielles

B. Résolution de I'équation homogene

Démonstration. Soit

> )\ et Ay les solutions de (C) (A1 = Ao si A =0)
» y une fonction quelconque

> 2(t) = y(t)e M

On calcule




Chapitre A6. Equations différentielles

B. Résolution de I'équation homogene

Démonstration. Soit

> )\ et Ay les solutions de (C) (A1 = Ao si A =0)
» y une fonction quelconque

> 2(t) = y(t)e M

On calcule

y(t) = 2(t)eM’
puis 1/ (t) = M (2/(1) + A2(1))
et y(t) = MU () + 202 (1) + A22(1)



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.
y(t) = z(t)eM!
y'(t) = eM(Z(t) + Mz(t))
y"(t) = eM(2"(t) + 202/ (1) + Afz(1))

y est solution de I'équation (H) ssi

ay”(t) + by (t) + cy(t) =0



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.
y(t) = z(t)eM!
y'(t) = eM(Z(t) + Mz(t))
y"(t) = eM(2"(t) + 202/ (1) + Afz(1))

y est solution de I'équation (H) ssi
ay”(t) + by'(t) + cy(t) =0
> Ma2"(t) + (2a\ + )2 (1)

+(aX? + b\ +¢)z(H)] =0



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.
M (a2 (t) 4 (2a)\; + )2/ (1)
+(aX] + bA 4 ¢)z(t)] =0

A1 est solution de (C) : a\? + b\ + ¢ =




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.
M (a2 (t) 4 (2a)\; + )2/ (1)
+(aX] + bA 4 ¢)z(t)] =0

A1 est solution de (C) : aA} +bA\; + ¢ =0

M+ X=—Ldonc: 2a\ +b=



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.
M (a2 (t) 4 (2a)\; + )2/ (1)
+(aX] + bA 4 ¢)z(t)] =0

A1 est solution de (C) : aA} +bA\; + ¢ =0

M+ X=—Ldonc: 2aA\ +b=a(A —\)

y est solution de (H) ssi z est solution de

(Hl) 2+ ()\1 — )\2)Z/ =0



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Suite de la démonstration.

(Hl) 2+ ()\1 — )\2)2/ =0

Solutions :

(Aa—A1)t

2 (t) = pe avec peC
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‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Suite de la démonstration.

(A2=A)t - qvec peC

2 (t) = pe
SiIA#0:

2(t) = uﬁe(/\r/\lﬁ +a avec (u,a)€ C?



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Suite de la démonstration.

(A=)t

2 (t) = pe avec peC

SiA#£0:
z(t) = uﬁe(’\r/\lﬁ +a avec (p,a)€ C?
= a + Bea— M)t avec (a,3) € C?



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.

Z(t) = pe* M avec peC
SiA#£0:
2(t) = uﬁe(/\r/\lﬁ +a avec (u,a) € C?
= a + Bea— M)t avec (a,3) € C?

y(t) = 2(t)eM’
= aeMt + petet avec (a,3) € C?



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Suite de la démonstration.
SiA=0:

(H/) Z” + ()\1 - )\2)2/ =0



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Suite de la démonstration.
SiA=0:

(H/) Z” + ()\1 - )\2)2/ =0
— 2'(t)=0



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

Suite de la démonstration.
SiA=0:

(H/) Z” + ()\1 - )\2)2/ =0
— 2'(t)=0
— () =« avec a € C



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.
SiA=0:

(H) 2"+ (M —=X)2' =0
— 2'(t)=0

— () =«

— z2(t) =at+p

avec a € C
avec (a, 3) € C?



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre

B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.
SiA=0:

2" + ()\1 - )\2)2/ =0
2'(t) =0
t) =« avec a € C

=at+ [ avec (a, 3) € C?

y(t) = z(t)e’
donc  y(t) = (at + B)eM  avec (o, ) € C* O

N
—~
~
N——
I

O ~~
R
SRS



Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre

B. Résolution de I'équation homogene

Théoreme
Si A e R* :

Al =u—+ v et Ay =u — v
Les solutions de (H) sont alors :
y(t) = e""(Acos (vt) + Bsin (vt))
avec (A, B) € R?




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B. Résolution de I'équation homogene

Démonstration.

y(t) = aeM? + et
_ ettt 4 geutivt
= ev(aeit + Bei)
= e""a(cos vt + isinvt) + B(cos vt — isinvt)]
= e"[(a+ B) cos vt + i(a — ) sin vi]
= e""(Acosvt + Bsinvt)



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.

y(t) = e"(Acosvt + Bsinuvt) avec (A,B) € C?

Or la fonction y est réelle : Vi e R y(t) € R



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B. Résolution de I'équation homogene

Suite de la démonstration.

y(t) = e"(Acosvt + Bsinuvt) avec (A,B) € C?
Or la fonction y est réelle : Vi e R y(t) € R
t=0: y(0)=A€cR
t=7: y(f)=exBeR

Donc A et B sont réels. O]



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
B

. Résolution de I'équation homogeéne

> Exercice 4.
Résoudre I'équation différentielle

(H) ¢ —4y+5y=0

sur C puis sur R.
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I1. Equations différentielles linéaires du second
ordre

C. Résolution avec second membre



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
C. Résolution avec second membre

(E) : ay” + by + cy = Ke

» (a,b,c) € R?
> (K,u) e C?



Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre
C. Résolution avec second membre

(E) : ay” + by + cy = Ke
Méthode
On cherche une solution de la forme
> y(t) = LeM

> y(t) = Lte'
> y(t) = Lt?ett




Chapitre A6. Equations différentielles

C. Résolution avec second membre
. /! / _ /Lt
(E) : ay’ + by + cy = Ke

Méthode |
On cherche une solution de la forme :

» y(t) = Le' si p n'est pas solution de (C')
> y(t) = Lte' si p= A ou =Ny
> y(t) = Lt?e! si p= \g




Chapitre A6. Equations différentielles

C. Résolution avec second membre

(E) : ay’ +by +cy = Ket"
En effet
Si yt) =z(t)e”
alors o/ (t) = e (2/(t) + pz(t))
] y'(t) = eM(2"(t) + 2p2(t) + p22(1))
(F) <= ay’(t) +by/'(t) + cy(t) = Ke'
— eMa"(t) 4+ (2ap + )2/ (1)
+(ap® + bp + )z(t)] = Ket



Chapitre A6. Equations différentielles

C. Résolution avec second membre

(E) : ay” + by + cy = Ke
En effet
Si yt) =z(t)e”

alors ¢/(t) = e (2/(t) + pz(t))
y'(t) = e (2"(t) + 2p2(t) + z(t))
donc
(F) <= ay’(t) +by/'(t) + cy(t) = Ke'
<~

az"(t) + (2ap + b)2'(t) + (ap® + bu + c)z(t) = K



Chapitre A6. Equations différentielles

C. Résolution avec second membre

az"(t) + (2ap + b)2'(t) + (ap® + bu+ ¢)z(t) = K

Si 1 n’est pas solution de (C) :
az"(t) + (2ap + b)2'(t) + (ap® + bu +c)z(t) = K

Si 11 est solution simple de (C) :
az"(t) + 2ap +b)Z(t) = K

Si yu est solution double de (C) :
az'(t) = K



Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre
C. Résolution avec second membre

Exemple 4 |
Résoudre les équations :

(Bv) ¥ —y -2y = ¢
(B2)  y'—y' —2y = 2cht
(E3) y'—y —2y = 5—48




Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre
C

. Résolution avec second membre

Exemple 4 |
Résoudre les équations :

(Bv) ¥ —y -2y = ¢
(B2)  y'—y' —2y = 2cht
(E3) y'—y —2y = 5—48

Remarque |
Lorsque le second membre est polynomial, on cherche
une solution polynomiale.




Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre
C. Résolution avec secon e

d membr

Méthode : second membre trigonométrique |
(E1) oy’ +by +cy = K coswt
(E2)  ay” + by + cy = K sinwt

On résout I'équation
(E)  ay’ +by +cy=Ke“'

Si y  estsolution de (F)
alors Re(y) est solution de (E1)
et Im(y) est solution de (Fj).




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
C. Résolution avec second membre

Exemple 5 |
Résolution de I'équation :

y" — 1y — 2y = 10cost




Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre
C. Résolution avec second membre

Exemple 5 |
Résolution de I'équation :

y" — 1y — 2y = 10cost

> Exercice 5.
Résoudre les équations :
(Ey) y" — 5y + 6y = 4e*
(E2) o' — 5y + 6y = 4e™
(Es) y" + 2y + by = 10 + sin(2t)
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Chapitre A6. Equations différentielles

II. Second ordre
D. Probléme de Cauchy

Théoréeme |
Soit ty un réel, yy et 2y deux éléments de C.
Alors I'équation

ay” + by + cy = Ke'
munie des conditions initiales
y(to) =y et y'(t) = 2

admet une et une seule solution.




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
D. Probléme de Cauchy

Démonstration. Cas ou A # 0

y(t) = aeM' + pe +y (1)
Y (t) = adeM + Bhae 4y (1)
Conditions initiales y(tg) = yo et ¥/ (to) = 2 :
{ eMha 4+ M3 =y —yi(to)
AeMoa + Aethf = 2 — yy(to)

Déterminant :
e/\ﬂfo e/\zto

/\16/\1t0 )\2@@50 — e()\1+)\2)t0()\2 _ )\1) £




Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
D. Probléme de Cauchy

Démonstration. Cas ou A =0

y(t) = (at + B)e +yi(t)
y'(t) = (Moat + XofB + a)e’ + yi(t)
Conditions initiales y(tg) = yo et ¥'(to) = 20 :
{ toe™a + e B =y — yi(to)
(Noto + D)eMoa 4 Age f = 2 — 1 (o)
Déterminant :

foe — b L0 O

Aoto eroto
()\()t()—f— 1)6)\0t0 )\06)\0t0 a



Chapitre A6. Equations différentielles

‘—II. Second ordre
D. Probléme de Cauchy

> Exercice 6.
Résoudre I'équation

y// L 5y/ + 6y _ 46475
avec y(0) =3 et ¢/(0) = 7.
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