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A. Intégrales
Définition |
I intervalle la,b] C 1 f : I — R continue

b b
L'intégrale /f(t)dt ou /f

est |'aire de la partie du plan délimitée par |'axe des
abscisses, les droites d’'équations x = a et z = b, et
la courbe de f.
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I. Intégrales et primitives

Définition |
I intervalle la,b] C 1 f : I — R continue

b b
L'intégrale /f(t)dt ou /f

est |'aire de la partie du plan délimitée par |'axe des
abscisses, les droites d’'équations x = a et z = b, et
la courbe de f.

Les parties situées en-dessous de |'axe des abscisses
sont comptées négativement.

Si a > b alors on note /abf(t) dt = —/baf(t) dt
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Remarque
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A

. Intégrales

Remarque
La variable ¢ est muette.

[f=[1®)de
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‘—1I. Intégrales et primitives
A

. Intégrales

Remarque
La variable ¢ est muette.

[ =[r)an




Chapitre A5. Primitives

‘—1I. Intégrales et primitives

A. Intégrales

Proposition - Relation de Chasles
Pour tous réels a, b, ¢ dans I :

[f@de= ["feyde+ [F(e)ar
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I. Intégrales et primitives

A. Intégrales

Proposition - Linéarité de I'intégrale |

f, g continues sur I = [a, b] \ réel
‘/ab(f(t) +g(t))dt = /abf(t) dt + ‘/abg(t) dt

et /abAf(t) dt = )\/abf(t) dt
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I. Intégrales et primitives

A. Intégrales

Proposition - Croissance de I'intégrale
f, g continues sur [ la,b] C I

Si Vit € [a,b]  f(t) < g(t)

alors ./:)f(t) dt < /:)g(t) dt
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‘—1I. Intégrales et primitives
A. Intégrales

Proposition - Croissance de I'intégrale
f, g continues sur [ la,b] C I

f<g = /abf</abg
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f continue sur [a, 0]

[rad < [r@)d
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I. Intégrales et primitives

A. Intégrales
Proposition - Inégalité triangulaire
f continue sur [a, 0]

[rad < [r@)d

Exemple 1
A
Pourtout n e N: I, = / —costdt
0 n!
Démontrer que :
7.{.n—i—l

VneN  0<|L]< ———
e Bl < D
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I. Intégrales et primitives
B. Primitives

Définition |
DCR f:D—=R

Une primitive de f est une fonction F': D — R telle
que :

» [ est dérivable.

> = f
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I. Intégrales et primitives

B. Primitives

Exemple 2
fi(z) =4 Fy(z) =
folz) =2 Fy(z) =
f3(z) = sinz Fy(z) =
fa(x) =€ Fy(x) =
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B. Primitives

Exemple 2
filz) =4 Fy(z) = 4z
folz) =2 Fy(z) =
f3(z) = sinz Fy(z) =
fa(x) =€ Fy(x) =
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I. Intégrales et primitives

B. Primitives

Exemple 2
fulz) =4 Fi(z) = 42
h@) =2 R =
) = s Fy(z) =
f(@) = Fi(a) =
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I. Intégrales et primitives

B. Primitives

Exemple 2
filz) =4 Fi(z) = 4z
fole) == Rie) = =
fs(x) = sinx F3(z) = — cosx
fa(z) =€" Fy(z) =
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I. Intégrales et primitives

B. Primitives

Exemple 2
filz) =4 Fi(z) = 4z
fale) = @ Rie) = =
fs(x) = sinx F3(z) = — cosx
fulz) =€ Fi(z) = ¢®
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I. Intégrales et primitives

B. Primitives

Exemple 2
f1 (ZIZ) =4
folz) ==z

Fi(z) = 4o
Fy(z) = x;
Fy(z) = —cosz
Fy(z) = e”

F5(z) = —In|cos |
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Proposition |
I intervalle f:I—R

Soit I et I3 deux primitives de f.
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I intervalle f:I—R
Soit I et I3 deux primitives de f.
Alors il existe une constante C' € R telle que :

Veel  Fyz)=F(z)+C
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I. Intégrales et primitives

B. Primitives

Proposition |
I intervalle f:I—R

Soit I et I3 deux primitives de f.

Alors il existe une constante C' € R telle que :

Ve el FQ(I) :Fl(l')—f-c

Corollaire
Soit Fjy une primitive de f sur l'intervalle I.
Alors les primitives de f sont les fonctions

F=F+C

ou C' est une constante.
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C. Théoréme fondamental
Théoréme Fondamental (Newton - Leibniz) |
I intervalle acl f I — R continue

Alors la fonction

est une primitive de f.

Remarque
Plus précisément :
® est I'unique primitive de f s'annulant en a.
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C. Théoréme fondamental
Théoréme Fondamental (Newton - Leibniz) |
I intervalle acl f I — R continue

Alors la fonction

est une primitive de f.

Corollaire
Toute fonction continue admet une primitive.
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C. Théoréme fondamental
Théoréme Fondamental (Newton - Leibniz) |
I intervalle acl f I — R continue

Alors la fonction

est une primitive de f.

Exemple 3
Vz € R F(x) :/Oxetzdt
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I. Intégrales et primitives
C. Théoréme fondamental

Corollaire |
Iintervalle  (a,b) € I*  f:I — R continue

Soit F' une primitive de f. Alors :

[f®at=F) - Fa)
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I. Intégrales et primitives

C. Théoréme fondamental

Corollaire |
Iintervalle  (a,b) € I*  f:I — R continue
Soit F' une primitive de f. Alors :

b

[yt =[F®)] = Fb) - F(a)

a
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I. Intégrales et primitives
C. Théoréme fondamental

Corollaire |
Iintervalle  (a,b) € I*  f:I — R continue
Soit F' une primitive de f. Alors :

b

[yt =[F®)] = Fb) - F(a)

a

Démonstration.
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I. Intégrales et primitives

C. Théoréme fondamental

Corollaire |
Iintervalle  (a,b) € I*  f:I — R continue
Soit F' une primitive de f. Alors :

b

[yt =[F®)] = Fb) - F(a)

a

Démonstration.
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I. Intégrales et primitives

C. Théoréme fondamental

Exemple 2 (suite)

() [ ad (i) [ tdt
(iii) /_ggsintdt (iv) /Oletdt

(v) /Oztantdt
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I1. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles
B. Linéarisation d'expressions trigonométriques
C. Utilisation des complexes
D. Fonctions rationnelles
E. Intégration par parties
F. Changement de variable
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A. Primitives usuelles

La tableau suivant donne les primitives a connaitre.

Aucune d’entre elles n'est unique : il est toujours
possible de leur ajouter une constante C'.
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction

Primitive

Ensemble

xO&

(a# 1)

R siaeN
R* sia€eZ_
R’ sinon

1

X

R*
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble

o R siaeN

x

%H:L’O‘H R* sia€eZ_

(o # —1) R’ sinon

1

- R*

T
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
La R siaeN
%H:L’O‘H R* sia€eZ_
(o # —1) R’ sinon
1
— In |x| R*
T
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A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
1 In |z| R*
x
ex
cos x
sinx

tan x Dian
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
1 In |z| R*
x
e’ e’
cos x
sinx

tan x Dian
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
1 In |z| R*
x
e’ e’
cos T sin x
sinx

tan x Dian
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
1 In |z| R*
x
e’ e’
CcoS T sinx
sin x —COST

tan x Dian
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
1 In |z| R*
x
e’ e’
CcoS T sinx
sin x —COST
tan x —In | cos z| Dian
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
chz R
shz R
tho R

1
1+ 22 R
— 1,1
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
chz sh x R
sh x R
th x R
1
R
1+ 22
1
S —1.1
— ] [
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
chz sh x R
sh x chz R
th x R
1
R
1+ 22
1
S —1.1
— ] [
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
chz sh x R
sh x chz R
th x Inchx R
1
R
1+ 22
1
S —1.1
— ] [
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble

chz sh x R
sh x chz R
th x Inchx R

1
arctan x R

1+ 22
1
]_17 1[
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Ensemble
chz sh x R
sh x chz R
th x Inchx R
1
arctan x R
1+ 22
1 arcsin x ]_1 1[
V1= 2 OU — arccos T ’
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Validité
, u dérivable
u'(azx + b) 00
e u dérivable
aecR\{-1}
u/
— u dérivable
U
u'e? u dérivable
W fou u dérivable
' F' primitive de f
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Validité
, 1 u dérivable
u'(ax +b) ~u(ax + b) 00
e u dérivable
aecR\{-1}

u/
— u dérivable

U
u'e? u dérivable
W fou u dérivable

F' primitive de f




Chapitre A5. Primitives

II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Validité
dérivable
/ b 1 ) |
v (ax + b) cu(ax +b) 040
o 1 a+1 | u dérivable
i at1! acR\ {1}
u/
— u dérivable
U
u'e? u dérivable
W fou u dérivable

F' primitive de f
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Validité
dérivable
/ b l b Uu
u'(azx +b) “u(ax +b) 00
e 1 a+1 | u dérivable
o 1 e e R\ {-1)
u/
— In |u| u dérivable
U
u'e" u dérivable
W fou u dérivable

F primitive de f
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Validité
dérivable
/ b 1 ) |
v (ax + b) cu(ax +b) 040
o 1 a+1 | u dérivable
i at1! acR\ {1}
u/
— In |ul u dérivable
U
u'e? el u dérivable
W fou u dérivable

F primitive de f
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Fonction Primitive Validité
dérivable
/ b 1 ) |
v (ax + b) cu(ax +b) 040
o 1 a+1 | u dérivable
i at1! acR\ {1}
u/
— In |ul u dérivable
U
u'e? el u dérivable
W fou Fouy u dérivable

F' primitive de f
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Exemple 4 : Primitive de

4 sur R est

» Une primitive de =

» Une primitive de  /z sur R, est

1
» Une primitive de  —  sur R* est
x
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Exemple 4 : Primitive de

5

T
4 sur R est =

» Une primitive de =
» Une primitive de  /z sur R, est

1
» Une primitive de  —  sur R* est
x
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Exemple 4 : Primitive de

‘ 8

» Une primitive de 2! sur R est

» Une primitive de  /z sur R, est

NG

wlibhy O

» Une primitive de  —
x

sur R* est
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Exemple 4 : Primitive de

4

‘ 8

» Une primitive de 2z~ sur R est

» Une primitive de  /z sur R, est

wlibhy O

NG

1
5 sur R* est ——
T T

» Une primitive de
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‘—II. Calculs de primitives
A. Primitives usuelles

Remarque |
Toutes les formules avec u sont des cas particuliers
de la derniere formule.
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuel lles

Exemple 5
Donner une primitive des fonctions :

fi(z) = 62% — 5z\/z + 4z

falw) == 7)==y
f4(55') — x\;‘gl f5($) _ .CIZ‘(?)SCQ 4+ 1)2
folw) =shPwche  fila) = 2

1 e’

RO=m—gm PP
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II. Calculs de primitives
A. Primitives usuel lles

> Exercice 1.
Donner une primitive des fonctions :

fi(z) =62 — 423 — 3z +5

P@) = o foa) = et
fla) = T=2=E =
WO =g @)= s
Mo =g A=
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‘—II. Calculs de primitives

B. Linéarisation d'expressions trigonométriques

Exemple 6

s

I = /gcos 22 sin 3z dx
0
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II. Calculs de primitives

B. Linéarisation d’expressions trigonométriques

Exemple 6

s

I = /gcos 22 sin 3z dx
0

> Exercice 2.
Calculer de deux facons différentes :

s

5 .
]1:/0 sin® x cos x dx

> Exercice 3.
Calculer une primitive de  f : z +— sh'z
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Définition |
Fonction complexe f: D —C ou D CR.

On définit :

/abf(t) dt = /abRe(f(t)) dt + i/ablm(f(t)) at
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II. Calculs de primitives

C. Utilisation des complexes

Définition |
Fonction complexe f: D —C ou D CR.

On définit :

/abf(t) dt = /abRe(f(t)) dt + z'/ablm(f(t)) at

Exemple 7 |
/zeit dt =
0
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II. Calculs de primitives

C. Utilisation des complexes

Définition |
Fonction complexe f: D —C ou D CR.

On définit :

/abf(t) dt = /abRe(f(t)) dt + z'/ablm(f(t)) at

Exemple 7 |

/ze” dt = [,e”}
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II. Calculs de primitives

C. Utilisation des complexes

Définition |
Fonction complexe f: D —C ou D CR.

On définit :

/abf(t) dt = /abRe(f(t)) dt + z'/ablm(f(t)) at

Exemple 7 |

/ze” dt = [,e”} =1 —e"”
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II. Calculs de primitives

C. Utilisation des complexes

Définition |
Fonction complexe f: D —C ou D CR.

On définit :

/abf(t) dt = /abRe(f(t)) dt + z'/ablm(f(t)) at

Proposition |
Soit A € C*.

Une primitive de  f : ¢ — e

est F:t— %e/\t.
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II. Calculs de primitives

C. Utilisation des complexes

Définition |
Fonction complexe f: D —C ou D CR.

On définit :

/abf(t) dt = /abRe(f(t)) dt + z'/ablm(f(t)) at

Remarque |




Chapitre A5. Primitives
C. Utilisation des complexes
Proposition |
N *
A=a+1ibe C"

Une primitive de f: ¢+ e est F:t— 1e.

Démonstration. f(t) = e cos(bt) +i e sin(bt)
fi(t) fa(t)
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II. Calculs de primitives

C. Utilisation des complexes

Proposition
A=a+1ibeC".

Une primitive de f: ¢+ e est F:t— 1e.

Démonstration. f(t) = e cos(bt) +i e sin(bt)

fi(t) fa(t)
f{ = af1 — bfg donc (bel + bfg)l = (CL2 + bQ)fl
fa=0bfi+af (afs —bf1) = (a® +0°) f
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II. Calculs de primitives

C. Utilisation des complexes

Proposition
A=a+1ibeC".

Une primitive de f: ¢+ e est F:t— 1e.

Démonstration. f(t) = e cos(bt) +i e™ sin(bt)
fi(t) fa(t)
fi=afi=bfy (afi+bf) =(a*+ )
fa=0bf1+af (afs —bf1) = (a® +0°) f
%f = aazjrifz(ﬁ +if5)
= m((afi +0f2) +i(afy — bf1))
Donc  (3f) = fi+ifo=f O
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II. Calculs de primitives

C. Utilisation des complexes

Remarque

['Re(f(#)) dt = Re ( [® dt)

a

b

[m(f(#)) dt = Im (/

Exemple 8

Primitive de x — €e” cos2x
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II. Calculs de primitives

C. Utilisation des complexes

Remarque

['Re(f(#)) dt = Re (/bf(t) dt)

a

b

[m(f(#)) dt = Im (/

Exemple 8 |

Primitive de x — €e” cos2x

> Exercice 4.

2T
Calculer : I :/0 et sin t dt
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D. Fonctions rationnelles
Définitions |
Une fraction rationnelle
est un quotient de deux polynomes.

Exemples
P X+1
Q X2-3X+6
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II. Calculs de primitives

D. Fonctions rationnelles

Définitions |
Une fraction rationnelle
est un quotient de deux polynomes.
Une fonction rationnelle
est un quotient de deux fonctions polynomiales.

Exemples |
F—E— X+1
Q X?2-3X+6
p(x rx+1
fla) =2

q(z) 22—-3z+6




Chapitre A5. Primitives
D. Fonctions rationnelles
Exemple 9
3 x+ 2 d J /\/§ x4+ 3
— €T = _—
0 z+1 1 2?2+1

dzx
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II. Calculs de primitives

D. Fonctions rationnelles

Exemple 9
3 2 V3 3
T= R J=/ TS o
0 z+1 1 ox2+1
> Exercice 5.
11— g2
Calculer : 13:/0 1+x2dx

> Exercice 6.
Calculer la primitive qui s'annule en 0 de :

fi]=1,400] — R
. 22+ 5z +6
’ r+1

T




Chapitre A5. Primitives

II. Calculs de primitives
D. Fonctions rationnelles

Méthode
AT+ p
ar?4+bxr +c

Intégrales de la forme :/




Chapitre A5. Primitives

II. Calculs de primitives
D. Fonctions rationnelles

Méthode
AT+ p
ar?4+bxr +c

Intégrales de la forme :/

» Calculer le discriminant du trinéme az? + bz + ¢

» Selon qu'il soit strictement positif, nul ou
strictement négatif, appliquer une des trois
méthodes de I'exemple ci-dessous.
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II. Calculs de primitives

D. Fonctions rationnelles

Exemple 10
() (A >0) 1:/2d‘”

(i) (A=0) /= 03x2 +OZ: +4
Puis  J :/03m T

(i) (A<0) K= [ ?5 0
Puis Ky = /03xg _x(;i 19 dz




Chapitre A5. Primitives

II. Calculs de primitives

D. Fonctions rationnelles

> Exercice 7.
1

1 —x2

Donner une primitive de [ : x +—

> Exercice 8.
Calculer

5 3r—4
I,=/° d
1= 22 +35—2

2 dx
15:/1 22 —4x+7
7 _/2 xdx
ST h g2 x4 7

3 4—bx
I = d
7 /0:102—8904—16 o




Chapitre A5. Primitives

II. Calculs de primitives
D. Fonctions rationnelles

Remarque |
ai,...,a, réels distincts
P fonction polynomiale avec deg P < n

Alors il existe oy, ..., «a, tels que :

P(x) aq Qo
= —|—...+4
(x—ay) - (x—ay,) T—a T — ap




Chapitre A5. Primitives

II. Calculs de primitives
D. Fonctions rationnelles

Remarque |
ai,...,a, réels distincts
P fonction polynomiale avec deg P < n

Alors il existe oy, ..., «a, tels que :
P(x « o
( ) e 1 +...+7n
(x—ay) - (x—ay,) T—a T — ap
Exemple 11

7 T+ 2
'~ ers ™
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II. Calculs de primitives

E. Intégration par parties



Chapitre A5. Primitives

‘—II. Calculs de primitives
E

. Intégration par parties

Définition |
Une fonction est de classe C! si elle est dérivable de
dérivée continue.




Chapitre A5. Primitives

Théoréme |
u, v fonctions de classe C! sur [a, b]

/abu/(t)v(t) dt = {u(t)v(t)]b — /abu(t)v’(t) dat

ce qui se résume en :

a




Chapitre A5. Primitives

Théoréme |
u, v fonctions de classe C' sur [a, b]

/abu/(t)v(t) dt = {u(t)v(t)]b — /abu(t)v’(t) dt

ce qui se résume en :

b / b b /
/ Uuv = [UU} — / uv
a a a

a




Chapitre A5. Primitives

‘—II. Calculs de primitives
E

. Intégration par parties

Théoréme
u, v fonctions de classe C' sur [a, b]

b, b b,
/ Uv = [’LLU} — / uv
a a a

Démonstration.




Chapitre A5. Primitives

Théoréme |
u, v fonctions de classe C! sur [a, b]

/abu/(t)v(t) dt = {u(t)v(t)]b — /abu(t)v’(t) dat

a

Démonstration.
[ yoltydt + [Tu(t)o'(r) dr
= [" (B)o(t) + ult) (1)) di

= [w) () dt = (o), O
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II. Calculs de primitives
E

. Intégration par parties
Théoreme |
u, v fonctions de classe C! sur [a, b]

b ; b b 0
/ uv = [UU} — / uv
a a a

Remarque

u et v sont de classe C!
— ' et v’ sont continues
— /v et uv’ sont continues

= /u’v et /uv’ sont définies.
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‘—II. Calculs de primitives
E

. Intégration par parties

Théoréme |
u, v fonctions de classe C! sur [a, b]

b ; b b 0
/ uv = [UU} — / uv
a a a

Exemple 12
. 2 o . 4
I—/03te dt J—/llntdt




Chapitre A5. Primitives
T e
E. Intégration par parties
Théoréeme |
u, v fonctions de classe C! sur [a, b]

b ; b b 0
/ uv = [UU} — / uv
a a a

Exemple 12
. 2 o . 4
I—A&e& J_Ath

Remarque

/lnx:xlnx—x
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II. Calculs de primitives
E

. Intégration par parties

Théoréme |
u, v fonctions de classe C! sur [a, b]

b ; b b 0
/ uv = [UU} — / uv
a a a

> Exercice 9. |
Calculer :

Iy = /wa cosxdr  F(x)= /Omarctantdt
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II. Calculs de primitives

F. Changement de variable



Chapitre A5. Primitives

Théoréeme |
f:I— Rcontinue  ¢:[a,b] — I de classe C?
Alors

[Hem)e®dt= [V @) do




Chapitre A5. Primitives
F. Changement de variable
Théoreme |
f:I— R continue ¢ :[a,b] — I de classe C!
Alors

[Hem)e®dt= [V @) do

Démonstration. Comme f est continue alors elle
admet une primitive.




Chapitre A5. Primitives
F. Changement de variable
Théoreme |
f:I— R continue ¢ :[a,b] — I de classe C!
Alors

[Hem)e®dt= [V @) do

Démonstration. Comme f est continue alors elle
admet une primitive. Soit F' une primitive de f.




Chapitre A5. Primitives
F. Changement de variable
Théoréeme |
f:I— R continue ¢ :[a,b] — I de classe C!
Alors

[Hem)e®dt= [V @) do

Démonstration. Comme f est continue alors elle
admet une primitive. Soit F' une primitive de f.
Alors F o o est dérivable de dérivée ¢’ - f o ¢ et :

[ ()¢ (1) dt =
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II. Calculs de primitives

F. Changement de variable

Théoréme |
f:I— R continue ¢ :[a,b] — I de classe C!
Alors

[Hem)e®dt= [V @) do

Démonstration. Comme f est continue alors elle
admet une primitive. Soit F' une primitive de f.
Alors F o o est dérivable de dérivée ¢’ - f o ¢ et :

/a bf ()¢ (t)dt = /p “z“;) f(z)da n



Chapitre A5. Primitives
F. Changement de variable
Théoréeme |
f:I— R continue ¢ :[a,b] — I de classe C!
Alors

[Hem)e®dt= [V @) do

Exemple 13 |

3 3
s 1

Do 2t +1

1
J:/_lx/l—x2dx en posant x = cost

dt en posant x =2t+1
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II. Calculs de primitives

F. Changement de variable

Théoreme |
f:I— R continue ¢ :[a,b] — I de classe C!
Alors

[Hem)e®dt= [V @) do

Remarques
(i) Le changement de variable consiste a poser
x = @(t). Alors :
dx

i ©'(t) puis dz = ' (t)dt
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F. Changement de variable
> Exercice 10. |
Calculer les intégrales :

b5 gl 2 312 — 2

9:/0 cht 0=/ 3o ®
2 1 2r sin 2t

e U —

1 /\/ﬁt\/tQ—l ho /1—|—cost
o 1

5= ["——d

13 0 1-+sinx o

grace aux changements de variable v = ef, x = 3t—2,

x:%,xzcost,t:tangoux:%—%
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