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I. Calculs sur les réels
A. Ensembles de nombres

Notations
» |L’'ensemble des réels est noté R.

» L'ensemble des entiers naturels est noté N.
N=1{0,1,2,...}
N* =N\ {0} ={1,2,...}

» L'ensemble des entiers relatifs est noté Z.

Z={.,-2,-1,01,2,...}
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I. Calculs sur les réels

A. Ensembles de nombres

Notation |
Pour tout réel x on note :

zN = {zn | n € N} xZ ={xn | n€Z}

Exemples |
(i) 2N est I'ensemble de entiers naturels pairs.

(ii) 3Z est I'ensemble des multiples de 3.

(iii) Z = NU (—N)

(iv) La cotangente est définie sur R \ 7Z.
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—1I. Calculs sur les réels
A. Ensembles de nombres

Définition
L’'ensemble des nombres rationnels est :

0={2| ez gen]
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I. Calculs sur les réels
A. Ensembles de nombres

Proposition |
Soit r € Q un rationnel. Alors :

A(p,q) € Z x N* r= et pAg=1

S

Cette écriture est la forme irréductible de r.
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I. Calculs sur les réels
A. Ensembles de nombres

Remarque |
Le développement d'un nombre rationnel non décimal
en base quelconque présente une ration.

Exemple 1

Développement décimal de :

W
|
|
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I. Calculs sur les réels
A. Ensembles de nombres

Définition |
Soit 7 un nombre vérifiant i> = —1. On note C I'en-
semble des nombres x + iy ou x et y sont deux réels :

C={z+iy| (z,y) € R?}

Ces nombres sont appelés nombres complexes.
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Exemple 2
NGCZGCQERGC
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A. Ensembles de nombres

Notations
N*=N\{0} Q" =Q\{0}
R* =R\ {0} C*=C\ {0}
R, = 1[0, +o0] R* =10, 4+00]
R_ =]—00,0] R* =]—o00,0[
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I. Calculs sur les réels
B. Valeur absolue

Rappel |
Deux définitions équivalentes de la valeur absolue :
r six =0
Vr € R |z| = T
—x sinon

ou |z| =22
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Pour tous réels x et y :

220 |—zl=la] |ef=2
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Proposition
Pour tous réels x et y :

lz] >0 | — z| = |z| |z|* = 2
z| |zl
lzy| = |z||y] —| ==
ylo |yl
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Proposition
Pour tous réels x et y :

lz| >0 | — z| = [z] |z|* = &°
| ||
lzy| = |z|]y] —| =
yl |yl
lz| = |y — r=y ou T =-—y
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Pour tous réels = et y :

2| = [yl < 2+ yl <[] + [yl

L'égalité dans l'inégalité de droite a lieu si et seule-
ment si x et y sont de méme signe.

L'égalité dans I'inégalité de gauche a lieu si et seule-
ment si x et y sont de signes opposés.
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I. Calculs sur les réels

B. Valeur absolue

Proposition (Inégalités triangulaires) |
Pour tous réels = et y :
2] = lyll < |z +yl < l] + [y|

L'égalité dans l'inégalité de droite a lieu si et seule-
ment si x et y sont de méme signe.

L'égalité dans I'inégalité de gauche a lieu si et seule-
ment si x et y sont de signes opposés.

En remplacant y par —y :

2] =yl < |z =yl <[] + y]
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I. Calculs sur les réels
B. Valeur absolue

Proposition
Soit a un réel strictement positif. Alors :

z|<a <= —a<z<a

Vz e R
2] > a <=
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—1I. Calculs sur les réels
B. Valeur absolue

Proposition
Soit a un réel strictement positif. Alors :

z|<a <= —a<z<a

Vr e R
z| >a <= x>a ou x<-—a
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I. Calculs sur les réels
B. Valeur absolue

Proposition
Soit a un réel strictement positif. Alors :

z|<a <= —a<z<a

Vr e R
z| >a <= x>a ou x<-—a

Remarque |
Deplus: |z|<a <= 2°<da
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—1I. Calculs sur les réels
B. Valeur absolue

Proposition
Pour tous réels a et b, b étant positif :

lz—a| <b =
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—1I. Calculs sur les réels
B. Valeur absolue

Proposition
Pour tous réels a et b, b étant positif :

z—a|<b <= a—-b<z<a+b

<~
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—1I. Calculs sur les réels
B. Valeur absolue

Proposition
Pour tous réels a et b, b étant positif :

z—a|<b <= a—-b<z<a+b

< z€la—ba+b
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> Exercice 1.
Résoudre les équations :

a. |2z — 1] = |z + 4
b. |3z| < |22 + 3|
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—1I. Calculs sur les réels
B. Valeur absolue

Proposition |
Soit x un réel. Alors :

Ve >0 |z|<e) = r=0
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Proposition |
Soit x un réel. Alors :

Ve >0 |z|<e) = r=0

Démonstration.
Le sens indirect est évident.




Chapitre A2. Calculs algébriques

I. Calculs sur les réels
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Le sens direct se démontre par |'absurde.
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I. Calculs sur les réels
B. Valeur absolue

Proposition |
Soit x un réel. Alors :

Ve >0 |z|<e) = r=0

Démonstration.
Le sens indirect est évident.
Le sens direct se démontre par |'absurde. [l
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La racine carrée d'un réel positif x est I'unique réel
positif y tel que y?> = .
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I. Calculs sur les réels
C

. Racine carrée

Définition |
La racine carrée d'un réel positif x est I'unique réel
positif y tel que y? = .

On note y = /z.

Remarques |

» La racine carrée d'un réel non positif n'est pas
définie.

» La racine carré d'un réel positif est toujours
positive.
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—1I. Calculs sur les réels
C. Racine carrée

Proposition
Pour tous réel positifs x et y :

VaE=ViG (5=
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—1I. Calculs sur les réels
C. Racine carrée

Remarque

Attention : ,
Vx - R+ \/E =

Ve e R Va2 =
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—1I. Calculs sur les réels
C. Racine carrée

Remarque

Attention : ,
Vx - R+ \/E = 70

Ve e R Va2 =
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—1I. Calculs sur les réels
C. Racine carrée

Remarque

Attention : ,
Vx - R+ \/E = 70

Ve e R V2 = |z
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I. Calculs sur les réels
C. Racine carrée

> Exercice 2.
Résoudre les équations et inéquations suivantes.

a. vVt —1<+2z -5
b. vVt —3—122z—-1=0
c. vz —3++v2r—1=0
d. o —3/z—10=0
e. VZ+Vr+5=5
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D. Puissances
Définition |
Pour tout x € C et n € N on note :

" =x X - X2x
—_—————

n

Pour tout z € C* et n € N on note :

xn

Exemples

1’ = r! = zh =
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" =x X - X2x
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n

Pour tout z € C* et n € N on note :
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I. Calculs sur les réels
D. Puissances

Proposition |
Pour tous complexes x et y et tous entiers m et n,
sous réserve d'existence :

My = (l’m)n _ (xy)" _
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I. Calculs sur les réels
D. Puissances

Proposition |
Pour tous complexes x et y et tous entiers m et n,
sous réserve d'existence :

" =™ @ = (o) =
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I. Calculs sur les réels
D. Puissances

Proposition |
Pour tous complexes x et y et tous entiers m et n,
sous réserve d'existence :

xmxn — xm—&—n (ajm)n _ xmn (xy)n —
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I. Calculs sur les réels
D. Puissances

Proposition |
Pour tous complexes x et y et tous entiers m et n,
sous réserve d'existence :

m,.n m-+n
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D. Puissances

Définition |
Pour tout # € R, et n € N* on note 2 = {/z la
racine n-eme de z, c'est-a-dire I'unique réel positif y
tel que y" = x.
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I. Calculs sur les réels
D. Puissances

Définition |
Pour tout # € R, et n € N* on note 2 = {/z la
racine n-eme de z, c'est-a-dire I'unique réel positif y
tel que y" = x.

Exemple |

o
I
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I. Calculs sur les réels
D. Puissances

Définition |
Pour tout # € R, et n € N* on note 2 = {/z la
racine n-eme de z, c'est-a-dire I'unique réel positif y
tel que y" = x.

Exemple |

o
I
B
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I. Calculs sur les réels
D. Puissances

Remarques |
(i) La définition ci-dessus est valable pour tout réel
positif . Mais dans le cas ou n est un entier
positif impair alors la racine n-eme d'un réel

négatif x est définie, c'est I'unique réel y tel que

y" = .
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I. Calculs sur les réels

D. Puissances

Remarques |
(i) La définition ci-dessus est valable pour tout réel
positif . Mais dans le cas ou n est un entier
positif impair alors la racine n-eme d'un réel

négatif x est définie, c'est I'unique réel y tel que

yn
(ii) Si x est un réel strictement positif alors on peut

définir, pour tout rationnel £ (p € Z, ¢ € N*)

r7 = (:Up)% = (:L'flz)p

= X.
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Exemples |
1 4
162 — 273 =
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Exemples |
1 4
162 =4 273 =




Chapitre A2. Calculs algébriques




Chapitre A2. Calculs algébriques

162 = 4 275 = 81
975 = Y2 1002 =
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167 = 4 273 = 81
27z =2 1003 = 100000

<

[N}
I
W
I

No)
W=
|

—~
|

w

>

N—
Wl
I




Chapitre A2. Calculs algébriques

162 = 275 = 81

4
27z =2 1003 = 100000

<

[N}
I
|—
W
I

No)
W=
|

—~
|

w

>

N—
Wl
I




Chapitre A2. Calculs algébriques

162 = 275 = 81

4
27z =2 1003 = 100000
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27z =2 1003 = 100000
h2— 1 47 =128
95 = /9 (—3V3)F = —/3
8% — 1-5 =
5
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27z =2 1003 = 100000
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167 = 4 273 = 81
27z =2 1003 = 100000
—9 1 7
98 =V9  (-3v3)i=-V3
_2 1 _3
8 3 = 1 1 6 — 1
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II. Sommes et produits
A. Définitions
B. Exemples
C. Propriétés
D. Sommes de suites
E. Sommes doubles
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II. Sommes et produits
A. Définitions

Soit n un entier naturel : n €N

Notation |

Etant donnés des nombres a1, as, ..., a, on note :

n
dai=a+a+ - +ay
i=1
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II. Sommes et produits
A. Définitions

Soit n un entier naturel : n €N

Notation |

Etant donnés des nombres a1, as, ..., a, on note :

n
daj=a1+as+ -+ ay,
i=1

n

[[a; = a1as...a,

i=1
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‘—II. Sommes et produits
A. Définitions

Soit n un entier naturel : n €N

Notation |
En posant [ = {1,2, ...,n} on note également :

n n
Zaz:Zai Hai:Hai
i=1 i=1

el el
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‘—II. Sommes et produits
A. Définitions

Exemple

5 11
> ait+ ) a; =
i=1 =6
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‘—II. Sommes et produits
A. Définitions

Exemple

5 11 11
Yoo+ 6= a
=il i= =1

6
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‘—II. Sommes et produits
A. Définitions

Remarque
On dit que 7 est une variable muette :

n
dai=a1+as+---+ay,
i=1
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‘—II. Sommes et produits
A. Définitions

Remarque
On dit que 7 est une variable muette :

n n
Zai:a1+a2+---+an: Zak:
=1 k=1
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II. Sommes et produits
A. Définitions

Remarque

On dit que 7 est une variable muette :
n n
dai=atayt-+ag=) a
i=1 k=1

Ce n'est pas le cas de n'!

n
On peut noter: S, = > ay
k=1
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II. Sommes et produits
A. Définitions

Notation
vneN S, =Y a
k=1
Exemple
Compléter :

Vn € N* S, =S,-1+
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II. Sommes et produits
A. Définitions

Notation
vneN S, =Y a
k=1
Exemple
Compléter :

Vn € N* S, = S,_1+ a,
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‘—II. Sommes et produits
B

. Exemples

Exemple 3
3

CaICUIGr . : Tl
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‘—II. Sommes et produits
B

. Exemples

Exemple 3

K249
k+1 T 12
k_

Calculer :
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Exemple 4 |

1 2 3 4
Calculer : >k Sk Yk Sk
k=1 k=1 k=1 k=1
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Exemple 4 |

1 2 3 4
Calculer : >k Sk Yk Sk
k=1 k=1 k=1 k=1

Proposition (somme des premiers entiers) |

n 1
Pour tout n € N : Zk:n(nﬂ
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II. Sommes et produits

B. Exemples

Exemple 4 |

1 2 3 4
Calculer : >k Sk Yk Sk
k=1 k=1 k=1 k=1

Proposition (somme des premiers entiers) |

n 1
Pour tout n € N : Zk:n(nﬂ

Démonstration.
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II. Sommes et produits

B. Exemples

Exemple 4 |

1 2 3 4
Calculer : >k Sk Yk Sk
k=1 k=1 k=1 k=1

Proposition (somme des premiers entiers) |

n 1
Pour tout n € N : Zk:n(nﬂ

Démonstration.
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II. Sommes et produits
B

. Exemples

Proposition (somme des premiers carrés, des
premiers cubes)

n
Pour tout n € N : Y k? =
k=1
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II. Sommes et produits
B. Exemples

Proposition (somme des

premiers cubes)

Pour tout n € N :

> K’
k=1

>k
k=1

premiers carrés, des

n(n+1)(2n+1)
; 6
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II. Sommes et produits

B. Exemples

Proposition (somme des premiers carrés, des
premiers cubes)

i n(n+1)(2n+1)
Pour tout n € N : k? =
ur tout n kZ:l 6
" n(n+1)\°
Bl
= ( 2 )
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II. Sommes et produits
B. Exemples

> Exercice 3.
Démontrer par récurrence la propriété :

Z”:kQ _ n(n+1)(2n+1)

k=1 6
Pour |'hérédité on démontrera P,_; =— P,..
On peut aussi démontrer |'autre formule de la méme
facon.
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II. Sommes et produits
B. Exemples

> Exercice 4.
Pour tout n € N on pose : S5, = Zﬁ

a. Calculer Sy, Sy, S3, Si.

b. Enoncer une conjecture pour une expression
générale de S, sans signe somme, et la
démontrer.
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Par convention si m > n alors :

> ap=0 et [[ar=1
k=m
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II. Sommes et produits

B. Exemples

Remarque (somme vide, produit vide) |
Par convention si m > n alors :

> ap=0 et [[ar=1
k=m

Par exemple :

0
Zak:O Hak:1
k=1
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II. Sommes et produits

B. Exemples

Remarque (somme vide, produit vide) |
Par convention si m > n alors :

n
> ap=0 et [[ar=1
=m
Par exemple :
0 0
Zak =0 H ap = 1
k=1 k=1
Ceci est cohérent avec la formule

Zak+ Z ajp = Zak

k=m-+1

dans le cas ou m = 0.
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Remarque (Autres notations)

>, ap =

0<Ek<9
k pair
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Remarque (Autres notations)

> ar =ap+ az+ as + ag + as
0<k<9
k pair
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II. Sommes et produits
B

. Exemples

Remarque (Autres notations)

> ar =ap+ az+ as + ag + as
0<k<9
k pair

a; =ag+-+ai_1+aj+c+a,
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‘—II. Sommes et produits
C. Propriétés

Notation
On note (ay)i1<k<n = (a1, a9, ..., ay,).
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II. Sommes et produits
C. Propriétés

Notation |
On note (ay)i1<k<n = (a1, a9, ..., ay,).

Proposition (linéarité) |
Pour toutes familles de nombres (ax)1<kr<n €t
(br)1<k<n €t tout A € C :

n

Z(a,k i bk) = Zak 4 Zbk
k=1 k=1

k=1

Z)\a,k = )\Zak
k=1 k=1
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‘—II. Sommes et produits
C. Propriétés

Démonstration.

zn:(ak+bk)=a1+bl+---+an+bn
- — a4t an b+ by
= iaw ibk
k=1 k=1
ki)\ak = Aa; + -+ Ay,
=1

= Mag + - +ay)
:)\Zak Ul
k=1
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II. Sommes et produits
C. Propriétés

Proposition
Avec les mémes notations :

ﬁ (akbr) =

k=1
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. Propriétés

Proposition
Avec les mémes notations :

(arby) = kH1ak 1:[ b

et Aay, =

oyl ol
== [:
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II. Sommes et produits
C P

. Propriétés

Proposition
Avec les mémes notations :

(arby) = kH1ak 1:[ b

et Aap =\ H ay

k=1

oyl ol
== [:
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‘—II. Sommes et produits
C. Propriétés

Remarque

I
M=
o

I
s
N

|

o
Il
—_
o
Il
[y
o~
I
—
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‘—II. Sommes et produits
C. Propriétés

Remarque

n

Yl=mn En:(i:

k=1 k=1

s
S
I

i
—
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‘—II. Sommes et produits
C. Propriétés

Remarque

n

Yl=mn En:6:6n ﬁ4:

k=1 k=1 k=1
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‘—II. Sommes et produits
C. Propriétés

Remarque

n

Yl=mn > .6 =06n

k=1 k=1

?T
Il ==
NG
I
NG

S
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II. Sommes et produits
C. Propriétés

Remarque
l=n > 6=06n [[4=4"
k=1 k=1 k=1

Exemple 5

10
Calculer : > (6k —5)
k=1
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II. Sommes et produits
C P

. Propriétés

Exemple 6 (Changement d’indice)

29
Calculer Yk de deux maniéres différentes :
k=9

a. En complétant : Zk— Zk— Zkz—
k=1

b. Grace au changement d'indice Z =k —8.
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‘—II. Sommes et produits
C. Propriétés

> Exercice 5.
19

Calculer > (k+1)?
k=0
» par linéarité,

» puis en posant / = k + 1.
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II. Sommes et produits
C

. Propriétés

Exemple 7 |
Calculer de deux facons différentes :

SR = 3 (k= 1)

k=1 k=1

» par changement d'indice,
» en simplifiant k&% — (k — 1)2.
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II. Sommes et produits
C

. Propriétés

Exemple 7 |
Calculer de deux facons différentes :

SR = 3 (k= 1)

k=1 k=1

» par changement d'indice,
» en simplifiant k&% — (k — 1)2.

Remarque (Sommes télescopiques)

> (ak —ap-1) = I[—=

k=1 k=10k—1
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C

. Propriétés

Exemple 7 |
Calculer de deux facons différentes :

SR = 3 (k= 1)

k=1 k=1

» par changement d'indice,
» en simplifiant k&% — (k — 1)2.

Remarque (Sommes télescopiques)

Z(ak_ak—l):an_a() Hiz
k=1 k=10k—1
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II. Sommes et produits
C

. Propriétés

Exemple 7 |
Calculer de deux facons différentes :

SR = 3 (k= 1)

k=1 k=1

» par changement d'indice,
» en simplifiant k&% — (k — 1)2.

Remarque (Sommes télescopiques)

Z(ak_ak—l):an_a() Hizl
k=1 k=10k-1 agp
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C. Propriétés

> Exercice 6. |

S
k+1-

tion du résultat de |'exercice 4.

Simplifier % En déduire une autre démonstra-

> Exercice 7.

n
Exprimer S, = > In (1 + %) sans signe somme.
k=1

On rappelle que In{ =Ina —Inb
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II. Sommes et produits
D. Sommes de suites

Rappel |
Une suite (u;, )nen est arithmétique s'il existe un com-
plexe r tel que :

Vn € N Uptl = Uy + 7T

Ce complexe r est appelé raison de la suite (u,).
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II. Sommes et produits
D. Sommes de suites

Rappel |
Une suite (uy, )nen est arithmétique s'il existe un com-
plexe r tel que :

Vn € N Uptl = Uy + 7T

Ce complexe r est appelé raison de la suite (u,).
Si la suite (u,) est arithmétique de raison r alors :

Vn € N Uy = Uy + T
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II. Sommes et produits
D. i

Sommes de suites

Proposition (somme des termes d’une suite
arithmétique)

Soit (up)nen une suite arithmétique de raison 7.
Alors :

VneN 3w = (n+ 1)t
k=0
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Sommes de suites

Proposition (somme des termes d’une suite

arithmétique)
Soit (up)nen une suite arithmétique de raison 7.
Alors :

Vn € N Zuk = (n+ 1)dte

k=0

(n 4+ 1)ug + r- ("H)
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II. Sommes et produits
D. Sommes de suites

Proposition (somme des termes d’une suite

arithmétique)
Soit (up)nen une suite arithmétique de raison 7.
Alors :

Vn € N Zuk = (n+ 1)dte

k=0

(n 4+ 1)ug + r- ("H)
Plus généralement :
V(m, n)€N2 tel que m < n:

k=m 2
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D. Sommes de suites
Proposition

vneN  uy = (n+ 1)t
k=0

= (n+ Dug + rn(n;l)

Démonstration.
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D. Sommes de suites

Proposition |
Vn e N Zuk = (n+ 1)%itn
- = (n+ Dug + rn(n;l)
Démonstration.
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D. Sommes de suites

Rappel |
Une suite (u,)nen est géométrique s'il existe un com-
plexe ¢ tel que :

Vn € N Upi1 = QU

Ce complexe ¢ est appelé raison de la suite (u,).
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D. Sommes de suites

Rappel |
Une suite (u,,)nen est géométrique s'il existe un com-
plexe ¢ tel que :

Vn € N Upi1 = QU

Ce complexe ¢ est appelé raison de la suite (u,).
Si la suite (u,) est géométrique de raison ¢ alors :

Vn € N U, = upq"
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D. Sommes de suites
Proposition (somme des termes d’une suite
géométrique)
Soit (u,)nen une suite géométrique de raison q.

Alors :
Uy — Un+1 .
n — sl 1
Vn e N > ug = l—¢q 07
=0 (n+ 1)ug sinon
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D. Sommes de suites
Proposition (somme des termes d’une suite
géométrique)
Soit (u,)nen une suite géométrique de raison q.

Alors :
Uy — Up+1 .
n —————— sl 1
Vn € N > ug = l—g¢q i
k=0

(n+ 1)up sinon
Plus généralement :
V(m,n) € N* telque m<n:

U — Up+1 0
n — sig#1
k=m (n —m+ 1)ug sinon
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‘—II. Sommes et produits
D. Sommes de suites

Proposition
V(m,n) € N* telque m<n:
Uy, — Up+1 .
n — sig#1
=i (n —m+ 1)ug sinon

Démonstration.
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‘—II. Sommes et produits
D. Sommes de suites

Proposition
V(m,n) € N* telque m<n:
Uy, — Up+1 .
n — sig#1
=i (n —m+ 1)ug sinon

Démonstration.
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a® — bt =
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Corollaire |
Pour tous complexes a et b, et tout n € N :

an_bn:(a_b)<an—1_'_an—2b+.”+bn—1)
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D. Sommes de suites
Corollaire |
Pour tous complexes a et b, et tout n € N :

an_bn:(a_b)<an—1_'_an—2b+.”+bn—1)

=1
_ (CL . b) Zan—l—kbk
k=0




Chapitre A2. Calculs algébriques
D. Sommes de suites
Corollaire |
Pour tous complexes a et b, et tout n € N :

a® — bt = (CL . b)<an—1 4+ an—2b+ NS bn—l)
n—1

_ (CL . b) Zan—l—kbk
k=0

Exemple 8
Vérification pour n allant de 0 a 4.
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D. Sommes de suites
Corollaire |
Pour tous complexes a et b, et tout n € N :

an_bn:(a_b)<an—1_'_an—2b+.”+bn—1)

=1
_ (CL . b) Zan—l—kbk
k=0

Démonstration.
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D. Sommes de suites
Corollaire |
Pour tous complexes a et b, et tout n € N :

an_bn:(a_b)<an—1_'_an—2b+.”+bn—1)

=1
_ (CL . b) Zan—l—kbk
k=0

Démonstration.
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D. Sommes de suites

> Exercice 8. |

Soit n € N.
Démontrer que la fonction x — z" est dérivable en

tout point zy € R et donner sa dérivée.
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‘—II. Sommes et produits
E. Sommes doubles

Exemple 9 (sommes rectangulaires) |

Calculer : ZZ(H]) et ZZ@]

1=1j= 1=1j=




Chapitre A2. Calculs algébriques

II. Sommes et produits
E. Sommes doubles

Exemple 9 (sommes rectangulaires)

Calculer : ZZ(H—]) et ZZ@]

1=1j= 1=1j=

Exemple 10 (sommes triangulaires)

Calculer: Y>35 e Y3y

i=1j=1 j=li=j
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II. Sommes et produits
E

. Sommes doubles

Exemple 9 (sommes rectangulaires)

Calculer : ii(z%—]) et ii”

1=15=1 i=1j=1

Exemple 10 (sommes triangulaires)

n 1 n on
Calculer : > > 7 et Y > j
i=1j=1 j=li=j
On remarque que ces deux sommes sont égales.




Chapitre A2. Calculs algébriques

II. Sommes et produits
E. Sommes doubles

Notation |
On considére une famille (a;;) de réels indexée par
deux familles. On note :

m n
> g =) ) = ZZ%
1<jsn




Chapitre A2. Calculs algébriques
II. Sommes et produits
E. Sommes doubles

Notation |
On considére une famille (a;;) de réels indexée par

deux familles. On note :
m n n m
Do @i =20 a5 =) ai

1<;<TZ 1=15=1 j=li=1

>, ay = fiam = ﬁ:ﬁ:aij

1<i<j<n i=1j=i j=li=1
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‘—II. Sommes et produits
E. Sommes doubles

> Exercice 9.

n /1 1 1
Celiouller R
e %<k+k+1+ +n>




Chapitre A2. Calculs algébriques

ITI. Coefficients binomiaux
A. Factorielle
B. Coefficients du bindme



Chapitre A2. Calculs algébriques

ITI. Coefficients binomiaux

A. Factorielle



Chapitre A2. Calculs algébriques

—III. Coefficients binomiaux
A. Factorielle

Définition
Pour tout n € N on note

n!= [k
k=1

et on appelle factorielle de n cet entier.




Chapitre A2. Calculs algébriques

III. Coefficients binomiaux
A. Factorielle

Définition
Pour tout n € N on note

n!= [k
k=1

et on appelle factorielle de n cet entier.

Exemple
Les premieres factorielles.
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III. Coefficients binomiaux

A. Factorielle

Exemple 11

Simplifier :
10! 11!
o 12!

100! 10!

98! (512




Chapitre A2. Calculs algébriques
III. Coefficients binomiaux

A. Factorielle

Exemple 11

Simplifier :
10! 11!
o 12!

100! 10!

98! (512




Chapitre A2. Calculs algébriques
III. Coefficients binomiaux

A. Factorielle

Exemple 11
Simplifier :
10!
9!
100!
98!

= 10

11! 1
12! 12

10!

(52




Chapitre A2. Calculs algébriques
III. Coefficients binomiaux

A. Factorielle

Exemple 11

Simplifier :
10!
o
100!
—— = 9900
98!

1 1
120 12
10!

(52
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Exemple 11

Simplifier :
10! 11! 1
10 i
9! 12! 12
100! 10!
—— = 9900 —— =252

98! (51)2




Chapitre A2. Calculs algébriques

III. Coefficients binomiaux
A. Factorielle

Exemple 11

Simplifier :
10! 11! 1
= =10 - =
9! 12! 12
100! 10!
— = 9900 —— = 252
98! (51)2

Proposition

Pourtoutn e N: (n+1)=(n+1)n!




Chapitre A2. Calculs algébriques
III. Coefficients binomiaux

A. Factorielle

> Exercice 10.
Ecrire a 'aide de factorielles et de puissances :

A=10x 11 x --- x 30
B=3x6x9x---x30
C=10x12x 14 x --- x 30
D=1x3x5x--+-x29
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Chapitre A2. Calculs algébriques

III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Définition |
Soit n et k deux entiers tels que 0 < £ < n. On

note :
(n) B n!
k) kl(n —k)!
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Définition |
Soit n et k deux entiers tels que 0 < £ < n. On

note :
(n) B n!
k) kl(n —k)!

Si k <0 ou k > n alors on pose (Z) = 0.
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Définition |
Soit n et k deux entiers tels que 0 < £ < n. On

note :
(n) B n!
k) kl(n —k)!

Si k <0 ou k > n alors on pose (Z) = 0.

Ces nombres sont appelés coefficients binomiaux.

(Z) se lit «k parmi ny.
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme
s ge _eg .
Définition |

(1) -

Valeurs remarquables :

L= ()= ()=
()=

Exemples
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme
s ge _eg .
Définition |

(1) -

Valeurs remarquables :

)=t G)= (D)=
()=

Exemples
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Définition |

Exemples
Valeurs remarquables :

)=t ()= ()=
()=
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Définition |

Exemples
Valeurs remarquables :

)=t G)=r ()=
()=
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme
s ge _eg .
Définition |

(1) -

Valeurs remarquables :

)=t G)=r ()=

(Z) B n(nz— 2

Exemples
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Symétrie) |
Pour tous entiers n et k :
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Symétrie) |
Pour tous entiers n et k :

Démonstration.




Chapitre A2. Calculs algébriques

III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Symétrie) |
Pour tous entiers n et k :

Démonstration.
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Formule de Pascal)
Pour tous entiers n € N* et k :
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—III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Formule de Pascal)
Pour tous entiers n € N* et k :

o)+ ()= ()
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Formule de Pascal)
Pour tous entiers n € N* et k :

Sik <0ouk>nlaformule est immédiate :
0+0=0
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Formule de Pascal)
Pour tous entiers n € N* et k :

Si &k = 0 alors la formule donne :
0+1=1
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Formule de Pascal)
Pour tous entiers n € N* et k :

Si &k = n alors elle donne :
1+0=1
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Formule de Pascal)
Pour tous entiers n € N* et k :

(o) ("2 )= ()
k—1 k - \k
Démonstration.

Supposons maintenant que 1 < k <n — 1.




Chapitre A2. Calculs algébriques

III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (Formule de Pascal)
Pour tous entiers n € N* et k :

(o) ("2 )= ()
k—1 k - \k
Démonstration.

Supposons maintenant que 1 < k <n — 1.




Chapitre A2. Calculs algébriques

—III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Définition
Le triangle de Pascal permet de calculer les premiers
coefficients binomiaux.
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Chapitre A2. Calculs algébriques

—III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition |
Pour tout (n, k) € N? le coefficient binomial () est
un entier naturel.
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—III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition |
Pour tout (n, k) € N? le coefficient binomial () est
un entier naturel.

Démonstration.
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—III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition |
Pour tout (n, k) € N? le coefficient binomial () est
un entier naturel.

Démonstration.




Chapitre A2. Calculs algébriques

III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (formule du bindme de Newton) |
Soit n € N, a et b deux complexes. Alors :

(a+0b)" = i (Z)akb”k

k=0

Exemple 12
Pourn =1,2,3,4... et méme O.
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III. Coefficients binomiaux

B. Coefficients du binéme

Proposition (formule du bindme de Newton) |
Soit n € N, a et b deux complexes. Alors :

(a+0b)" = i (Z)akb”k

k=0

Exemple 12 |
Pourn =1,2,3,4... et méme O.

Remarque |
Pour (a — b)™ on alterne les signes.




Chapitre A2. Calculs algébriques

III. Coefficients binomiaux

B. Coefficients du binéme

Proposition (formule du bindme de Newton) |
Soit n € N, a et b deux complexes. Alors :

(a+0b)" = i (Z)akb”k

k=0

Exemple 12 |
Pour n =1,2,3,4... et méme 0.

Remarque |
Pour (a — b)™ on alterne les signes.

Démonstration.
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III. Coefficients binomiaux

B. Coefficients du binéme

Proposition (formule du bindme de Newton) |
Soit n € N, a et b deux complexes. Alors :

(a+0b)" = i (Z)akb”k

k=0

Exemple 12 |
Pour n =1,2,3,4... et méme 0.

Remarque |
Pour (a — b)™ on alterne les signes.

Démonstration. []




Chapitre A2. Calculs algébriques

—III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Exemple 13
Calculer 10,2°.
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Exemple 13 |
Calculer 10,2°.

> Exercice 11. |
Calculer

» 21*  en utilisant I'égalité 2,1 =2+ 0,1
» 993  en utilisant I'égalité 99 = 100 — 1.




Chapitre A2. Calculs algébriques

III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (somme des lignes du triangle) |
Pour tout n € N :
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (somme des lignes du triangle) |

Pour tout n € N :
w7
(k)=
p—o\k
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (somme des lignes du triangle) |

Pour tout n € N :
w7
(k)=
p—o\k

Démonstration.
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III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

Proposition (somme des lignes du triangle) |

Pour tout n € N :
w7
(k)=
p—o\k

Démonstration.




Chapitre A2. Calculs algébriques

—III. Coefficients binomiaux
B. Coefficients du binéme

> Exercice 12.

Calculer i(f)(—%k et Z(lkO)Qk.




Chapitre A2. Calculs algébriques

I'V. Systemes linéaires
A. Définitions
B. Algorithme du pivot de Gauss



Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

Systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues

6x + b5y = 8
Tr + 6y =14



Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

Systeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues

dx —oy +4z2=7
dr + y—9z2 =1
3r +2y — z=0



Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

Systeme linéaire de 3 équations a 2 inconnues

%x+3y: 1
T — 0y =-—5
dr + Ty = 12



Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

Systeme linéaire de 2 équations a 3 inconnues

T+ 2y +32=4
20 — 3y — 4z =17



Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

Systeme linéaire de 5 équations a 4 inconnues

r+2y—22—-3t=0
20 — y+ z—0t=2
- —2y+ 924+ 9t =2
6x — 8y + t=6
20 + 3y + 224+ 3t=6




Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

Systeme linéaire de 5 équations a 4 inconnues

T] + 229 — 203 — 324 =0
201 — X9+ X3 — dxy =2
—x1 — 229 + 923 + 914 = 2
6x1 — 8Ty + x4=06
2x1 + 3x9 + 223 + 324 =6




Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

Systeéme linéaire de 4 équations a 6 inconnues

3r1 — 2x9 + 3 — dxs + 2x4 = 18
r1+4x9 + 223+ x4 — x5+ 4daxg= 0
Txy + 4xo — 8x3 + 224 — 205 — 1026 = —7
—2x1 — bxo + 623 + 44 + 275 = 1




Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

Systeme linéaire de n équations a p inconnues

a11T1 + appxry + -+ apr, = b

a21T1 + a9exo + -+ + AopTp = b2

a1 %1 + Gpaa + -+ - + appxy = by,



Colin Maclaurin (Ecosse) 1698 — 1746




Gabriel Cramer (Suisse) 1704 — 1752




Carl Friedrich GauB (Allemagne) 1777 — 1855




Wilhelm Jordan (Allemagne) 1842 — 1899
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I'V. Systemes linéaires
A. Définitions



Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

A. Définitions

n et p entiers naturels non-nuls



Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
A. Définitions

Définition |
Systeme linéaire de n équations a p inconnues :

anxi + -+ apxr, = by

n1Ty + -+ + Applyp = bn




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Définition
Systeme linéaire de n équations a p inconnues :

anxi + -+ apr, = b

Zj inconnues




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Définition
Systeme linéaire de n équations a p inconnues :

a11Z1 + o + apTp = by

a;j : coefficients




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Définition
Systeme linéaire de n équations a p inconnues :

p1T1 + - + AppTp = bn

b; : second membre




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Définition
Systeme linéaire de n équations a p inconnues :

an®y + -+ + apTy = by Ly

p1T1 + - + AppTp = bn Ln

L; : lignes.




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Définition
Systeme linéaire de n équations a p inconnues :

ajlxry + -+ A1pTy = bl L1
x; : inconnues a;j : coefficients

b; : second membre L; : lignes.




Chapitre A2. Calculs algébriques

Exemple 14 (i)

Sli

SQZ

Sg:

6x

3
6x

3x
6x

— y=2
-3y =25
— oy =2
— 9y =

— y=2




Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Exemple 14 (ii)
dgp = Uy — A —
Sy : o= Ly == Lz
2r +4y — z= 0

Il
wo
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‘—IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Exemple 14 (iii) Cas extrémes
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‘—IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Exemple 14 (iii) Cas extrémes

Sg : 3x + 2y =11
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IV. Systémes linéaires
A. Définitions

Exemple 14 (iii) Cas extrémes




Chapitre A2. Calculs algébriques

‘—IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Définition
Solution de S :
p-uplet = = (21,...,1))
satisfaisant toutes les lignes du systéme.




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires

A. Définitions

Définition
Solution de S :
p-uplet = = (21,...,1))
satisfaisant toutes les lignes du systéme.

Résolution d'un systeme :
Déterminer toutes ses solutions.
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IV. Systémes linéaires
A. Définitions

Théoreme
Un systeme linéaire admet :

» une infinité de solution
» ou une solution unique

» ou aucune solution.




Chapitre A2. Calculs algébriques

I'V. Systemes linéaires

B. Algorithme du pivot de Gauss



Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Définitions |
Opérations élémentaires :
(Li < Li + «aL;) ajout a la ligne i
de la ligne 5 multipliée par
(i #j, a € R)




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Définitions |
Opérations élémentaires :
(Li < Li + «aL;) ajout a la ligne i
de la ligne 5 multipliée par
(i #j, a € R)
(L; < AL;) multiplication de la ligne i par A
(A € R¥)




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Définitions |
Opérations élémentaires :
(Li < Li + «aL;) ajout a la ligne i
de la ligne 5 multipliée par
(i #j, a € R)

L; < M\L; multiplication de la ligne ¢ par A
(
(A € R¥)

(L; <> L;) interversion des lignes i et j



Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Proposition |
Toute opération élémentaire est inversible :

(L < L; + aL;) inverse :
(L; < AL;) inverse :

(L; < L)) inverse :




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Proposition |
Toute opération élémentaire est inversible :

(Li < L; + aL;) inverse : (L; <+ L; — aL;)
(L; < ML) inverse :

(L; < L)) inverse :
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IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Proposition |
Toute opération élémentaire est inversible :

(Li < L; + aL;) inverse : (L; <+ L; — aL;)
(Li + L) inverse : (L; « +L;)

(L; < L)) inverse :




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Proposition |
Toute opération élémentaire est inversible :

(Li < L; + aL;) inverse : (L; <+ L; — aL;)
(Li + L) inverse : (L; « +L;)

(L; < L)) inverse : (L; <> L;)
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IV. Systémes linéaires
B

. Algorithme du pivot de Gauss

Proposition |
Toute opération élémentaire est inversible :

(Li < L; + aL;) inverse : (L; <+ L; — aL;)
(Li + L) inverse : (L; « +L;)

(L; < L)) inverse : (L; <> L;)
Ainsi on ne change pas les solutions d'un systeme
linaire en lui appliquant des opérations élémentaires.




Chapitre A2. Calculs algébriques
B. Algorithme du pivot de Gauss
Exemple 15 |
3r + Ty =9

5 - zT+3y=>




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires

B. Algorithme du pivot de Gauss

Exemple 15

)3+ Ty =9
SS.{Q?+3]J:5 (L1<—>L2)

z+3y=>5
3r + Ty =9




Chapitre A2. Calculs algébriques

B. Algorithme du pivot de Gauss

Exemple 15
)3+ Ty =9
SS.{Q?+3]J:5 (L1<—>L2>
z+3y=>5
{3a:+7y=9 (g < Lo =3Ly)

T+3y= 95
— 2y =—6




Chapitre A2. Calculs algébriques

B. Algorithme du pivot de Gauss

Exemple 15

)3+ Ty =9
SS'{33+3]J:5 (L1<—>L2>




Chapitre A2. Calculs algébriques

B. Algorithme du pivot de Gauss

Exemple 15

q. . 3r + Ty =9
5 z+3y=>5

(L1 < L2>
(L2 — L2 = 3L1)
(LQ = —%Lg)

(L1 — Ll — 3L2)
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‘—IV. Systémes linéaires

B. Algorithme du pivot de Gauss

Exemple 15 (suite)
20 + 4y — 22 =6
Sg : 3r + 7y =7
2 + 6y + 52 =0




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations
élémentaires.
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IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations
élémentaires.

» On échelonne, puis on réduit le systeme.




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations

élémentaires.
» On échelonne, puis on réduit le systeme.
or + e Y 4+ ez — e
1. or + oy + ez =
or + oy + ez —eo




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations

élémentaires.
» On échelonne, puis on réduit le systeme.
r + ey + ez —=we
1. or + oy + ez =
or + oy + ez —eo




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations
élémentaires.

» On échelonne, puis on réduit le systeme.
r + ey + ez —=we

s oy + ez

oy + ez —e




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations
élémentaires.

» On échelonne, puis on réduit le systeme.
r + ey + ez —=we

s Yy + ez

oy + ez —e




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations
élémentaires.

» On échelonne, puis on réduit le systeme.
r + ey + ez —=we
3. Yy + ez

e =0




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations
élémentaires.

» On échelonne, puis on réduit le systeme.
r + ey + ez —=we

4. y + ez
z=o




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations
élémentaires.

» On échelonne, puis on réduit le systeme.
r + ey — e
D. Yy




Chapitre A2. Calculs algébriques

IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Méthode
» On utilise uniquement des opérations
élémentaires.

» On échelonne, puis on réduit le systeme.

T =0
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‘—IV. Systémes linéaires
B. Algorithme du pivot de Gauss

Exemple 16
Résolution du systeme :

T+ y+ z2=2
S10:§ 2r+3y+42=6
2z + y =2
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B. Algorithme du pivot de Gauss
> Exercice 13. |
Résoudre les systemes :

y+2z=13
Si:rx+z=1
r+y= 4
B YA A=

S {20 +4y+32=7
3z — y+ z=0
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IV. Systémes linéaires

B. Algorithme du pivot de Gauss

> Exercice 14.
Résoudre les systemes

S, - {7x—5y:5

3r + 2y = 2
2¢c + 3y = 0
Sy 3% — y= 4
3z + y=-1

g . —ox + 4y — 3z = —1
o T— y+2z= 2
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IV. Systémes linéaires

B. Algorithme du pivot de Gauss

> Exercice 15.
Soit A un parametre. Résoudre les systemes :

g . r+3y=1
" NMxz 4+ y=0

AT + = 7=
S7: ¢ 2z 4+ (A=3)y + 2z
—x + 2y + Az =

I
>
|
N B O




Prochain chapitre

Chapitre A3
Fonctions
d'une variable réelle
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