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'Feuille d’exercices 21
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.

(¢) Soit G une primitive de g : ¢ — ¢ Alors : Vo > 0, f(z) = G(v/z) — G(1), donc :

! 1 1 —T
(d) Soit G une primitive de g : ¢t — 1 _ﬁ e Alors : Vo > 0, f(z) = G(Vr) -G (L) donc :
x
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Exercice 2. (a) Soit G une primitive de g : t + cos(t?). Alors :

Va # 0, i/x cos(t*)dt = Glz) = G(==) _ QG(l") — G(-x)

. x r— (—x)

donc :
X

lim = cos(t?)dt = 2G'(0) = 2¢(0) = 2.

z—=0 —
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(b) Soit G une primitive de g : t — ———. Alors :

(Int)?
1 (> dt  G(2z)-G(z) G(2z)—G(z)
Ve 0, _/1, (Int)2 x  2r—x
donc : )
xgr—{loo ;/x (Int)? a a:llgil-loo G'lw) = xEr—Poo (Inx)? =0
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(c) Soit G une primitive de g : t — %. Alors :

1 2r t _ B
Vo 40, - / ¢ _G@r) - Glr) _ Gex) - Gl)
x x x QI — X
donc :
1 2r t o
lim — —dt = lim G'(z) = lim — = c©
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(d) Soit GG une primitivede g : ¢t — eTt. Alors :

Vo £ 0, i/ ’ < - G(22) — G(z) _ G(2z) — G(x)

T 2v —x
donc : b .
1 Tet z
lim —/ 2 lim G(a) = lim =0
z—+oo T [, t T—+00 z—+oo T
Exercice 3. /3
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Exercice 4. Soitz € R,.Ona:
Bx)-1  gq1 z
F(z) = Y. / E(t)dt + / E(t)dt
E(z)-1 z
= Z k —|—/ E(z)dt
() )
Ex)(E(x)—1
- L (¢~ B(x))E(a)
. . . , . n(n —1) .
La fonction F est continue sur R, \N puisque £ I'est. Soitn € N,ona: F(n) = —g = hm+ F(z),
r—mn
et:
—1)(n—2 -1
lim Fr) = " )2(” ) i1x (n—1):%:1¢(n),
T—n—

donc F' est continue en n. Donc F' est continue sur R, .

Exercice 5. On a : /l(f(t) — f(1))dt = 0. Comme g : t — f(t) — f(1) est continue sur [0, 1] et

0
d’intégrale nulle, g s’annule en un certain ¢, €]0, 1], c’est-a-dire que f(to) = f(1). D’apres le théoreme

de Rolle, il existe donc ¢ € Jtg, 1[ C |0, 1] tel que f'(c) = 0.
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Exercice 6. On a : / flz)de = - = / xdx, donc / (f(x) — x)dz = 0. Si f n’a pas de point fixe,
0 0 0

1

2
1

alors, comme f est continue : Va € [0,1], f(z) > zouVz € [0,1], f(x) < z, donc/ (f(z)—z)dx >0
0

1
ou / (f(z) —x)dx < 0, ce qui est absurde. Donc f admet un point fixe.
0



Exercice 7. Si f ne s’annule pas sur |0, 1], alors, comme f est continue, f > 0 sur |0, 1[ ou f < O sur
1
10, 1[; donc, dans tous les cas, / f # 0, ce qui est faux. Donc f s’annule sur |0, 1] en un certain a.

0
De méme, si f ne s’annule qu’en «, alors la fonction g : ¢ — (¢ — a) f(t) est de signe constant sur |0, 1],
1 1 1 1
donc / g #0. Or/ g = / tf(t)dt — a/ f(t)dt = 0. Donc f s’annule deux fois sur |0, 1].
0 0 0 0
Exercice 8. Soit n € N*. Par intégration par parties :

b 1 ("1
/acos(ntQ)dt = 5 ¥><2ntcos(nt2)dt

1 1. ’ b sin(nt?)
= 5 ({; sm(ntQ)L +/a 2 dat |,

b 2 b
. / sin(nt )dt' < / @ — D, donc :
a t2 a t2

| IS
s} (S

E sin(nt?)

ol, comme |sin| < 1,

b
Donc lim cos(nt?)dt = 0.

n—-4o00 a

Exercice 9. Comme f est continue sur [a, b], d’apres le théoreme de Weierstrass, f est bornée sur [a, b]
et atteint ses bornes. Notons M le maximum de f sur [a, b], alors :

1
b "
vneN, I,< (/ M”) = M(b—a)r.
De plus : soit ¢ > 0. Comme M est atteint par f en un certain ¢ € [a, b], il existe § > 0 tel que :
Vo € [ab], (jz — o < 8) = (f(x) > M —<).

Comme f est positive sur [a, b], on a alors :

3=

Wn € N, Inz(/ (M—e)”> > (M — )5+,
[a,b]N[c—8,c+9]

3=

— letén —> 1.Tlexiste donc N € N tel que :
n—+oo n—+o0o

Vn>N, M—2<1,<M+c¢,

Or: (b—a)

c’est-a-dire que : lim [, = M.
n—-+oo

xT

Exercice 10. Notons F' : © — / f(t)dt, c’est-a-dire que F est la primitive de f qui s’annule en 0

0
(d’apres le théoreme fondamental de I’analyse). La fonction F' vérifie donc :

Ve € R, F'(z) < kF(x),



c’est-a-dire F' — kF < 0. Notons alors g : x e_’“F(:v), ona:
Vo € RY, ¢ (v) = e ™ (F'(z) — kF(z)) < 0.
La fonction g est donc décroissante sur R, . On sait de plus que ¢g(0) = F(0) = 0 et que g est positive

(car F I’est, puisque f I’est), donc g est identiquement nulle sur R, .
Donc F est également nulle, donc f = F’ également.

Exercice 12. On a: / cost dt = Re < / e“dt), ou, d’apres le théoreme des sommes de Riemann :
0 0

T x n—1
edt = lim = E en,
0 n—-+oo N,
k=0

/ etdt = i(1 — e™),
0

donc : / cost dt = sin(x).

0
En outre : / sint dt = Im (/ e“dt) =1 — cos(z).
0 0

Exercice 15. Soit x € R. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre 6 a sin entre 0 et

T:
3 5 T (0 _ )6
sinez = x — % + % —i—/o %sinm(t)dta

donc, comme | sin(™ | < 1:

6! 7!

T (6 7
< / (x—1) dt‘gﬂ.
0

Exercice 16. Par intégration par parties :

g+l 1 1
L = [Q=0)" + /(1—t)m—1t"+1dt
’ n+1], n+1J
= [m—l,n—i—l
o
= m 0,m+n
m!n!
 (m+n+1)

Exercice 17.
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Exercice 18.

(a) On applique le changement de variable t =a + 0 — x :

donc I =

(b) D’apres le résultat ci-dessus :

r

a+b
2

xsin(x)
1 4 cos?(x)

/a ’ F(t)dt.

(e) 3+ g In(3),
) In(3),
7
@ g,
(h) 2,

- / . f(x)dz

_ /a(a+b—t)f(a+b—t)><(—dt)

_ /b(a+b—t)f(t)dt
“ b
— () [ f-1

_ ﬂﬂ T = |— arctan(cos(x T = arctan _71'
/()1+C032(x)d = [~ arctan(cos(z))]y = Zarctan(l) =



