Corrigé du concours blanc

PCSI, Bellevue, 2024-2025



PCSI, Bellevue, 2024-2025
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PARTIE 1

1)a) La fonction f est le produit des fonctions x + x et In, toutes deux usuellement dérivables sur R’ . Donc f
est dérivable sur R , avec :

1
Ve e RY, f'(x) =1x1In(z) + 2 x — =1+ In(z).
T
On a alors :

1 1 1
VeeR:, flle) >0 1+n(z) >0 2>, flla)=0z=--ct fl(z) <0 2< -
e e e

1 1
La fonction f est donc strictement décroissante sur ]0, }, et strictement croissante sur {, 400 [
e e
1)b) Par croissances comparées, f(x) —6 0. La fonction f est donc prolongeable par continuité en 0, en prenant
T—>

£(0) = 0.

De plus, f/(x) —6 —00. De plus d’apres ce qui précede, f est dérivable sur RY et continue par construction en 0.
T—>

Donc, d’apres le théoréme de la limite de la dérivée, le prolongement de f n’est pas dérivable en 0. (Par contre,
le graphe de f présente une tangente verticale au point d’abscisse 0.)

1 1
1)c) Comme la fonction f est continue sur R’} , décroissante sur }0, }, et croissante sur ] -1 [, on a :
e e

r00.10 = 1 (Joz]u]
= (3) mus@| v (3). ]

1 1
= |-=,0|u|-=,0
€ (&
1
= |-=,0].
(&

1)d) (On remarque de plus que f(1) =0, f/(1) =1 et f(x) — +00).

T—+00

y = f(x)
y/\
1
1
0] e .
1N 1 T
_6

1)e) On a la suite d’équivalences :
E#0 (Elx,y eRy xRY, z#yeta”=1yY)

(EI z,y) ERL xRL, x#yet e? @) = eyln(y))

((z,y) e RL xR, z #yet f(z) = f(y))

(

[ n'est pas injective sur RY ) .

Tt

par injectivité de exp

(3

1
2)a) D’apres la question 1)b), la fonction g est continue et strictement décroissante sur }0, { donc, d’apres le
e

1 1
théoreme de la bijection, la fonction g réalise une bijection de ]O, { dans ] hm g(z), li%g(z)[ = ]—, 0[. De
e T— e

]2—)

1



1
plus, sa bijection réciproque ¢! est également strictement décroissante sur ] ——,0 [
e

-1

1
Comme g est dérivable sur }0, [ et que sa dérivée égale & f’ sur }O, { ne s’annule pas d’apres 1)a), g~ est
e e

également dérivable sur }—, 0 [, et on a :
e

1 1
g (g7 (@)  L+n(g'(2))

V€ }—i,o{, (Y (z) =

1 1
2)b) En procédant de méme : h réalise une bijection de }, 1{ dans }—,0{. Sa bijection réciproque h~! est
e e
_ 1
1+ In(hY(z))
3)a) On suppose que E # (). Soit (z,y) € E. Alors x # y et f(x) = f(y). Supposons que x > 1. Alors, d’aprés
la question 1)a), f(x) > f(1) = 0, donc f(y) > 0. Donc, d’apres la question 1)c), y > 1. Comme la fonction

f est injective (car strictement croissante) sur [1,+oo[, on a donc z = y, ce qui est absurde. Donc x < 1. De
méme, y < 1. 3)b) On suppose que E # (). Soit (z,y) € E. Alors x,y € ]0,1[ et f(y) = f(z). D’apres la question

1 1
2), g H(f(z)) € ]0, { et h1(f(z)) € }, 1[ sont deux antécédents de f(x) par f. De plus d’apres 1)a), f est
e e

1 1
strictement croissante sur ] ——,0 [, et : Vo € ]—, 0 [, (h1Y(2)
e e

strictement décroissante sur |0, —| donc f(x) y a au plus un antécédent par f. Et f est strictement croissante sur
e

1 1 1
[e’ 1 { donc f(x) y a au plus un antécédent par f. Donc g~ L(f(x)) € ]0, - { et h1(f(z)) € ] o 1 { sont exactement

les deux antécédents de f(x) par f. On a donc :

(x:g_l(f(:r))e}o,i{ety:h_l(f(x))e]l,lD ou <y: —1(f(x))e]o,i[etx:h—l(f(g:»eﬁJD.

1 1 1 1
3)c)Comme f est strictement décroissante sur |0, —| et strictement croissante sur [—, +o0of, f (> = —— a un seul
e e e e

1
antécédent par f, donc Vy € RY, (=,y) € E.
e
1
4)a) Notons y = h™(f(x)). Alors y € } -1 {, donc x # y; et f(y) = h(h™*(f(x))) = f(z), donc (z,y) € E. Donc
e
Y existe.
1
De plus, soient y1,y2 tels que (x,y1) et (x,y2) € E. Alors, d’aprés la question 3)b), y1,y2 € },1{; et, par
e
1
construction, f(y1) = f(x) = f(y2). Or la fonction f est injective (car strictement croissante) sur ], 1{, donc
e

y1 = y2. Donc y est unique. On a donc :

y=¢(@)=y=h"(f(z)).

4)b) De méme : p(z) = g~ (f(x)).
1 -1 N - - 1 .
5)a) Sur |0,—|, on a ¢ = h™" o f, ou h et f sont dérivables; donc ¢ est dérivable sur |0,—|. De méme, ¢
e e
1 1 1
est dérivable sur ] -1 [, donc ¢ est dérivable sur ]0, - [ U ] -1 [
e e e
D’apres les questions 2)b) et 4)b), on a :

1 N _1v B 1+ In(x) 1+ In(x)
vae o, [ ¢ = £ < (7Y ) = [t (g 1(f(@) 1+ (p@)’

1 1+ In(x)
t de mé Vv -1 ") = ————— .
et de méme xe]e, [, ¢ (x) T In (o(2))

1 1
5)b) On a : Va € ]O,e[, o(z) € }e’l{’ donc 1 +1In(z) < 0 et 1 + In(e(x)) > 0; donc ¢'(x) < 0. Donc ¢ est

strictement décroissante sur }0,
1 o 1
——,donc p(z) —  lim A (x)=—.

e

1
e
— lim h Yz) =1;et f(z) —
a1 a<d g1 e

—0 z—0 z—1 z<l
€ €

2

De plus : f(x) — 0, donc ¢(x)



1
5)c) De méme, ¢ est strictement décroissante sur } -1 {

. 1 1oy L 1y
Ona: f(z) H;;% —» done p(x )Hi} xlfig (2) = —; et f(z) — 0, done p(z) — lim g™ (z) =0.

1 1
6)a) Quand x — —, t =z — — — 0, donc :
e

e
flz) = :cln
= 7+t
= |- —I—t + ln(l + et)}
e
0242 )
6 +1 _1+€t_2+t—0>0(t)>
1 e, 9
= e +tgo(t)
A CHERN(CHY
= —+=-|lxz—=-) + o r— - .
e 2 e o1 e

6)b) On a, par construction : Va € ]0, % [, fle(x))=h (hil(f(sc)) = f(x), et de méme : Vx € } %, 1 {, fle(x)) =

f(z). Donc, d’apres la question précédente, comme () — =
z—= €

donc

et donc :

(-2 2 (=2)

1 1 1 1 o(x) — 1
6)c) Soit = € ]0, - { Alors ¢(x) € ], 1 [, donc p(z) — — > 0et x — — < 0. Donc % < 0. De méme, pour
e e e e T — -
e
1 r)—1
$€:|,1|:, &16 < 0.
e xr — e
6)d) D’apres la question 6)b) :
_1)\?
(gp x) : e> 17
r— = z—1
& e
donc, d’apres la question 6)c),
_1
¢(z) =
Tr — e x%é
o . " 1 /
Par définition, la fonction ¢ est donc dérivable en —, et ¢ | — | = —1.
e e
7)a) O t 0 fruction, dérivable sur |0, <[ d'apres 5)a) et ¢ () = ——2F)
a) On a ¢ continue en 0 par construction, dérivable sur ]0, —[ d’apres e —_ —00
i P ) LA i 1+ In(p(z)) a0

donc, d’apres le théoreme de la limite de la dérivée, la fonction ¢ n’est pas dérivable en 0.
1+1
7)b) De méme : ¢ (z) = _Ltn(@) — 0 donc, d’apres le théoreme de la limite de la dérivée, la fonction ¢ est
1+ 1In(p(z)) z—1
dérivable en 1 avec ¢'(1) = 0.

8)



y/\

Par construction : pour tout (x,y) € R} x RY, le couple (z,y) appartient & E si et seulement si (x,y) €

1 1 2 1 1
G 0, - [ U } s 1 D et y = p(x); c’est-a-dire que E est la restriction du graphe de ¢ a ]0, - { U ] -1 {
e e



PARTIE 2 : CORRIGE

1) o Le vecteur nul de RY est la suite nulle O = (0),en. Pour tout n € N, ona 0 = a x 0+ x 0 donc Oy € E,p.
e Soit A € R et soient u = (un)neN, ¥ = (Un)nen € Eq 5. On a Au+v = A (un)neN + (Vn)neN = (A X Up + Up)nen.
Comme u,v € E,g, pour tout n € N, on a up42 = qtyy1 + Buy et v,42 = av,y1 + Bu, done par conséquent
(AMunt2 + Ung2) = AMQupt1 + Bug) + (qpp1 + fon) = a(Aupg1 + vnp1) + B(Aun + v,). Done Au+v € E, 4.
D’apres les deux points précédents, E, g est un sous-espace vectoriel de RN,

2) Par définition, on a ag =1 et a1 = 0 et a € E, g c’est-a-dire que pour tout n € N, on a ani2 = aany1 + fay.
On en déduit que :

az = aay + Bag = S,

as = aay + fa; = af,

as = aaz + Bag = o*B + B,

De fagon analogue, on a :

by = aby + Bby = a,

bs = abs + Bby 20524-6,

by = abs + by = o + 2a.

3) Soient A, u € R. On a les implications suivantes :

)\.(1 + Hb = ORN

)\-(an)nEN + M-(bn)nEN = (O)neN

(Aapn + by )nen = (0)nen

Vn € N, Aap, + pb, =0 par définition de I'égalité de deux suites

Aag + pbg =0
Aay + pby =0
A=0
uw=0

R

4

On a démontré que la famille (a,b) est libre.

4)a)  Etant donné (X, u) € R% on a les implications suivantes :

Aa+pb=u

= /\-(an)neN + M'(bn)nGN = (Un)neN
= ()‘an + Mbn)nEN = (un)neN
= VneN, ha, + pb, = uy, par définition de 1’égalité de deux suites
N Aag + pbo = uo

Aay + pbr = uy
N A= 1ug

=1

D’apres ce qui préceéde, une condition nécessaire sur (A, u) € R? pour que u = \.a + p.b est (A, 1) = (ug, ur).

e Réciproquement, il faut vérifier que cette condition est suffisante c’est-a-dire que u = ug.a + u1.b, ce qui est
équivalent a (Vn € N, u,, = upa, + uiby,).

Pour cela, on va démontrer par récurrence double que pour tout n € N, I'assertion P(n) = [u, = upa, + u1by,| est
vraie.

Initialisation : Il faut démontrer que P(0) et P(1) sont vraies.

On a ugag + u1bg = ug donc P(0) est vraie et uga; + u1by = uy donc P(1) est vraie.

Hérédité : Il faut démontrer que pour tout n € N, on a (P(n) et P(n+1)) = P(n+ 2).

Soit n € N. On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies c’est-a-dire que u, = uga, + uib, et up41 =
UpGp+1 + U1bp+1. On a les égalités suivantes :

UoAn42 + Utbpyo
= uO(aanJrl + Ban) + up (aanrl + an) car a,b € Ea,ﬁ
a(ug@nt1 + urbni1) + B(uoan + u1by)
QUp+1 + Bun car P(n) et P(n+ 1) sont vraies
= Unt2 car u € Eop

On a déduit que P(n + 2) est vraie.
Conclusion : d’apres le principe de récurrence double, pour tout n € N, I'assertion P(n) est vraie c’est-a-dire que
5



u = ug.a + uq.b.
On a démontré que si (A, 1) = (ug, u1) alors u = ug.a +up.b c’est-a-dire qu'une condition suffisante sur (X, u) € R?
pour que u = A.a + p.b est (A, u) = (up, uz).

4)b) Par définition, on a a,b € E, g (donc, comme d’apres 1), E, g est un sous-espace vectoriel, on a l'inclusion
Vect(a,b) C E, ).

Réciproquement, on a démontré a la question précédente que pour tout u € E, g, il existe A = ug, u = u1 € R tels
que u = A.a + pu.b c’est-a-dire que E, g3 C Vect(a,b).

D’apres les deux inclusions précédentes, on a E, 3 = Vect(a, b) c’est-a-dire que la famille £ = (a, b) engendre E, g.

5) D’apres les questions 3) et 4)b), la famille £ est libre et engendre E, g. C’est donc une base de E,, 3. Donc E, g
est un sous-espace vectoriel de dimension finie égale & dim(E, g) = card(E) = 2.

6) On a les équivalences suivantes :

(Tn)nGN S Ea,ﬁ

Vn e N,r"t? = qr™t 4 grn on divise par r" car r # 0
VneN,r’ =ar+f donc " # 0
r’=ar+f

rP—ar—£8=0
7 est racine (réelle) du polynéme P(X) = X? —aX — f3

tet0e

On a démontré qu’étant donné r € R*, la suite géométrique (r"),en appartient & E, g si et seulement si r est
racine (réelle) du polynéme P(X) = X? — aX — §.

7)a) D’aprés I’énoncé, r; et 5 sont les racines réelles du polynéme P(X) = X2 —aX — . Si 71 = 0 ou rp = 0 alors
0 —ax0—p8=0donc f=0. C’est en contradiction avec I’énoncé. Donc 1 # 0 et r5 # 0. D’aprés la question
précédente, les suites géométriques g = (17 )nen et h = (75 )nen appartiennent donc a E, g.

7)b) Soient A, € R. On a les implications suivantes :

A9+ p.g = Opn
A-(r?)nen + p.(r3 ) nen = (0)nen
(AT + 13 )nen = (0)nen
Vn € N, Ar{' + pry =0 par définition de ’égalité de deux suites
A+upu=0
Ary 4 pre =0
A+pu=0
riA+rou =0
Ad+p=0
(rg =7r1)p=0
= Atp=0 Lo +
p=0 re =71
A=0

= L1+ Li— Lo
p=20

oy

4

L2 < L2 — 7’1L1

Lo car A > 0 donc 1 # 7o

On a démontré que la famille B = (g, h) est libre.

7)c) D’apres les questions 7)a) et 7)b), la famille B est une famille libre & deux éléments de E, g. De plus, d’apres
la question 5), le sous-espace vectoriel E, 5 est de dimension 2. Donc la famille B est une base de E, g.

1
8) On reprend les notations introduites dans tout ce qui précede dans le cas particulier ou a = 3 et B = T

e La suite (v,)nen appartient donc a E, g.

1 1 1\?2 1 5

e Le discriminant du polynéme P(X) = X? —aX —f = X% — §X ~ 1 est A = (—2> —4x1x <—4> =1 0.
1/(1 5) 1—-+/5 1/1 )

Les deux racines réelles distinctes de ce polyndéme sont r| = 3 (2 — 4) = 4f %0et ryg= 5 (2 + \/l) =

1++5
4

# 0. D’apres la question 7)c), la famille B = (g, h) = ((r7)nen, (75 )nen) est une base de E, 3.
6



D’apres les deux points précédents, il existe un unique couple (A, 1) € R? tel que (vn)nen = A (T nen + - (15 ) nen.

De plus, on a les implications suivantes :

A (17 )nen + (15 )nen = (Vn)nen
= ()‘qul+ﬂrg)n€N:(Un)n€N
= VneN, Al +ury = v,
A+ p =1
= {)\Tl—l-/ﬂ”g:vl
Adp=1
1-v5, 1++/5 3
+ iz

AR L

Ad+p=1
Tl = VAL (L V) =3

A+upu=1

(1+/5) = (1= V) =3~ (1 - V5)
A+pu=1

%@u:2+Vg

At pu=1

2445

=57

A:1_2+\/5

2v/5
= 2+5

2V/5
i

=
~ V5 +2

2V/5

M:

par définition de I’égalité de deux suites

LQ — 4L2

Ly < Ly — (1 —+/5)L4

L2 < L2

1
2v/5

Ll%Ll—LQ

On a déja justifié 'existence et I'unicité du couple (A, u) € R? tel que (vn)neny = A(rP)nen) + 1-(r3)nen) donc,

d’apres les implications précédentes, on a :

Vio2

(Vn)nen = 45175‘“(T1)nEN'+

c’est-a-dire :

YneN, wv,=

2v5 4

_f—2<1—\/5

VEE2 ony
25 79 )neN

"+\/5+2 1+v5\"
2v5 4



PARTIE 3 : CORRIGE

1) On notera « ¢ » pour « pile » et « f » pour « face ». Avec ces notations, une description ensembliste de ’espace
des observables est :
N
Q={q, [} ={(x1,29,...,2N) avec x1,x2,...,xN € {q, [}}

2)a) Soit n € [1, N]. Les événements @Q,, et Fj, sont contraires I'un de l'autre donc Q, N F, = Q, N Q, = 0 et
QnUF, =Q,UQ, = Q. Donc la famille d’événements (Q,,, F},) est un systéme complet d’événements.

2)b) Avec les notations introduites & la question 1), une description ensembliste de Q4 dans le cas ot N =5 est :

Q4 = {(v1, 22,73, p, x5) avec 1, T2, 3,25 € {q, [} }
={(¢,0.9.9.9),(¢.¢.0,0. ), (@40, f, 4. 0), (@, ¢, [, a4, f), (¢, f, 0.4,9), (a, f, 4.4, ), (@, [, .4, 9),
(. f, 0. 1), (f,asa.0,0), (f 0,04, ), (fra, f,4,0), (f,a. fra. ), (F, fra,0,9), (f, fr4, 4, ),
(fi fi fra0:9), (f f foa, )}

2)c) Dans le cas ot N = 5, I’événement « obtenir pile puis face puis pile puis face puis pile » est représenté par
le sous-ensemble Q1 N Fy N Q3N Fy N Q5 de Q.

3) On note A I’événement « obtenir pile & tous les lancers ».

OnaA=0Q1NQ2N...NQN.
D’apres 'énoncé, les événements ()1, (Qo,..., QN sont mutuellement indépendants pour la probabilité P donc

P(A) = P(Q1) x P(Q2) x --- x P(Qn).
De plus, d’apres I’énoncé la piece est équilibrée donc pour tout n € [1, N], on a P(Q,) =

N | =

On en conclut que la probabilité de ’événement « obtenir pile a tous les lancers » est égale a QLN
ou

D’aprés ’énoncé, parce que la piece est équilibrée, la probabilité P qui modélise le hasard est la probabilité uni-
forme sur Q. D’apres 1), la cardinale de Q est égal & 2. Et Pévénement A est un événement élémentaire. On en

1
conclut que la probabilité de I’événement « obtenir pile & tous les lancers » est égale a oN
4)a) On remarque que Az = Q1NQ2NF3 donc az = P(As) = P(Q1NQ2NF3). Or, d’apres I’énoncé, les événements
Q1, Q2, F3 sont mutuellement indépendants pour la probabilité P donc P(Q1 N Q2 N F3) = P(Q1)P(Q2)P(F3).
Enfin d’apres ’énoncé, car la piece est équilibrée, P(Q1) = P(Q2) = P(F3) = 3 Donc a3z = g
4)b) Soit w = (c1,¢2,¢3,¢C4,...,cn) € © un observable. Si w € Ay, alors ca = ¢, ¢c3 = q et ¢4 = f. De plus,
si g = f alors w € B3 donc w € B3N Ay. Or B3 N Ay = () car Ay est I’événement « le joueur A gagne a
Iissue du n-eme lancer et aucun des deux joueurs n’avait gagné avant ». C’est une contradiction. Donc ¢; = gq.
Et réciproquement, si ¢; = ¢co = ¢c3 = q et ¢4 = f alors w € A4. Donc Ay = Q1 N Q2 N Q3 N Fy. De plus,
d’apres 1’énoncé, les événements (Q1, QQ2, X3, F4 sont mutuellement indépendant pour la probabilité P. Donc

1 1
= P(A4) = P(Q1 N Q2N Q3N Fy) = P(Q1)P(Q2)P(Q3) P(Fy) = (5)4 =16
4)c) Soit n € [3, N]. Soit w = (c1,...,¢cn) € Q. Siw € A, alors ¢, = f, ¢y—1 = ¢, cp—2 = q. Puis, si Ji € [1,n— 3]
tel que ¢; = f, en posant j le plus grand ¢ € [1,n — 3] tel que ¢; = f on a alors ¢; = f, ¢cj4+1 = q et cjy2 = ¢
donc w € Bj o donc w € Bj;2N A, Or j <n—-3doncj+2<n-1donc Bji2NA,= 0. C’est une contra-
diction. Donc Vi € [1,n — 3], ¢; = q. Et réciproquement, si Vi € [1,n — 1], ¢; = q et ¢,, = f alors w € A,,. Donc

A, =@Q1N...NQn_1NF,. De plus, d’apres I’énoncé, les événements (1, ..., Q,_1, F, sont mutuellement indépen-
1 1

dants pour la probabilité P. Donc a,, = P(A,) = P(Q1N...NQn—1NE,) = P(Q1) ... P(Qn-1)P(F,) = (5)” = on
4)d) On pose GA I'événement « le joueur A gagne ». Le joueur A ne peut gagner qu’a partir de Iissue du 3-éme
lancer donc GA = U]kV:3Ak. De plus, les événements Ag, A4, ..., Ay sont deux & deux incompatibles donc

N N-— 1\N—2

1 _11-(3) 1 1
gy = P(GA) = P(U4Ax) = ZPAk =35 = éz s = 10~ ()
k=3 k=0 =3

1
4)e) On a directement : gy N—+> 1 Si les joueurs A et B jouent sans limite de nombre de lancers, le joueur A a
—r+00

donc 1 chance sur 4 de gagner.



5)a) e Il n’est pas possible d’obtenir deux piles consécutifs au cours du premier lancer donc ’événement D; est
certain c’est-a-dire que D; = Q. Par conséquent, sa probabilité est d; = P(Dq) = 1.
e Le contraire de I’événement Dy est « obtenir deux piles consécutifs au cours des 2 premiers lancers » donc

Dy = Q1 N Q. D’apres I’énoncé, les événements Q1, Qz, ..., QN sont mutuellement indépendants pour P donc
en particulier, les événements @ et Q2 sont indépendants pour P. Par conséquent, P(Ds) = P(Q1 N Q2) =
1 1 1 1 3

P(Q1) x P(Q2) = 2X5= 7 La probabilité de I’événement Dy est donc dy = P(D3) =1— P(D3) =1 — 1-1
e [’événement D3 se décrit de la facon suivante :

D3:(QlﬁFQﬂQg)U(Q1ﬁFQﬂFg)U(FlﬁQQﬁFg)U(F1ﬂFzﬂQ3)U(FlﬂFgﬁFg)

On remarque que c’est une réunion d’événements deux a deux incompatibles. Par exemple, (Q1 N FoN@3) N
(Ql ﬂFzﬂFg) =QiNFFHNQsNQINFNFs=0Q1NFHNQsNF3 = QlﬂFgﬂ(QgﬂFg) = Q10F20® = (). Donc
la probabilité de ’événement D3 est :

P(Dg):P(QlﬁFQﬁQ3)+P(Q1mFng3)—I—P(FlﬂQQﬂFg)—FP(FlﬂFQﬁQ:;)—i-P(FlﬂFgﬂFg)

Enfin, les événements Q1,Q2,...,Qx sont mutuellement indépendants pour P donc en particulier, les événe-
ments Q1, Q2, Q3 sont mutuellement indépendants pour P. D’apres le cours, en remplacant (1, QQ2, Q3 par leurs
contraires, on garde des événements mutuellement indépendants pour P. On en déduit que :

P(D3) = P(Q1)P(F2)P(Q3) + P(Q1)P(F2)P(Fs) + P(F1)P(Q2)P(F3) + P(F1)P(F2)P(Q3) + P(F1)P(Fy)P(F3)

puis que d3 = P(D3) =

Qo | Ut

5)b) Soit n € [1, N — 2]. En utilisant 1’associativité de I'intersection on obtient :

hd (Qn+1 N Qn+2) N (Qn+1 N Fn+2) = Qn+1 N Qn+2 N Fn+2 = Qn+1 N (Qn+2 N Fn+2) = QnJrl N @ = @

® (Qni1 N Qni2) N (Frp1 NQny2) = Quit N Frp1 N Qny2 = (Quit N Frg1) NQuiz = 0N Qpy2 =0

hd (QnJrl N Qn+2) N (Fn+1 N Fn+2) = Qn+1 N Qn+2 N Fn+1 N Fn+2 = Qn+1 N Fn+1 N Qn+2 n Fn+2 = (Qn+1 N Fn+1) N
(Qni2NFr2) =0N0=10

® (Qn—H N Fn+2) N (Fn+1 N Qn+2) = Qn+1 N Fpt1 NQnya N Fpo = (Qn—H N Fn-i-l) N (Qn+2 N Fn+2) =0n0=0
hd (Qn—H N Fn+2) N (Fn+1 n Fn+2) = Qn—H N Fn+1 N Fn+2 = (Qn—l—l N Fn+1) N Fn+2 =0nN Fn+2 =10

L (Fn—i-l an—i—Z)ﬂ(Fn—‘rlﬂFn—i-Z) :Fn—i-l an+2an+2 :Fn+1 ﬂ(Qn-{—Qan-&—Q) :Fn+1 N0=9

En utilisant la distributivité de I'intersection par rapport a I'union :

hd (Qn—H N Qn+2) U (Qn—l—l N Fn+2) U (Fn—i—l N Qn—l—Z) U (Fn+1 N Fn+2)

= (Poy1 N (P2 U Fpy2)) U (Fogp1 N (Prg2 U Fry2)) = (Qui1 N Q) U (Frp1 NQ) = Quia U Fpyr = Q

On a vérifié que la famille (Qn4+1 N Qnt2, @nt1 N Frto, Frp1 N Qnio, Frp1 N Fipo) est un systéme complet d’évé-
nements.

5)c) Soit n € [1, N —2]. On a les égalités suivantes :

Dn+2
= Dn+2 naQ
= Dpio N ((Qn1 N Qnt2) U (Qni1 N Frg2) U (Frg1 N Quy2) U (Frg1 N Fry2)) (%)
= (Dn-i-? N Qn-i—l M Qn—i—?) U (Dn+2 N Qn-i—l N Fn+2) U (Dn+2 N Fn—i-l N Qn-i-?) U (DTH-? N Fn+1 N Fn-‘r?)
= QU Dny2NQny1 N Frg2) U(Dpga2 N Frpr N Fy2) U (Drg2 N Frg1 N Qna) (xx)

(Dnt2 N Qnt1 N Fry2) U (Dnga N Frpr N Fri2)) U (D2 N Frpr N Qnao)
(Dny2 N (Qny1 U Fpp1) N EFpy2) U (Dpg2 N Fyy1 N Qng2)

(Dn+2 nan Fn+2> U (Dn+2 N Fn+1 N Qn+2)

(Dny2 N Fuy2) U (Dpg2 N Frg1 N Qny2)

car :
(%) d’apres le dernier point de la question précédente, Q@ = (Qnt+1 N Qni2) U (Qni1 N Frto) U (Frg1 N Qpta) U
(Frg1 N Foyo)

(#%) lintersection (Dy12 N Qp+1 N Qni2) représente I'événement « ne jamais obtenir deux piles consécutifs au
cours des n + 2 premiers lancers et obtenir pile aux (n + 1)-éme et (n + 2)-eéme lancers qui sont consécutifs ». Or,
cet événement est impossible donc (Dy10 N Qpi1 N Qpaz) =0

5)d) Soit n € [1, N —2]. D’apres la question précédente, on a Dyyo = (Dpyo N Fpia) U (Dyypo N Epi1 NQnyo). Or,
(Dn+2 N Fn+2) N (Dn+2 N Fn+1 N Qn+2) = Dn+2 N Fn+2 N Fn+1 N Qn—i—Q = Dn+2 N Fn+2 N Fn+1 N (Fn—l—Z N Qn—l—Z) =
DTL+2 N Fn+2 N Fn+1 N @ = @ donc :

P(Dpy2) = P(Dpyo N Fyyo) + P(Dpgo N Fypt N Qng2) = P(Dpg2 N Fg2) + P(Dpyo N (Frgp1 N Qny2))
9



Alors, en utilisant la formule des probabilités composées, on obtient :

P(Dpy2) = P(Fny2) Pr, 5, (Dnt2) + P(Fat1 N Qni2) B(F, . 1nQupe) (Dnt2)

Or,

- la probabilité de ne pas obtenir deux piles consécutifs au cours des n + 2 premiers lancers sachant qu’on obtient
face au (n + 2)-éme lancer est égale a la probabilité de ne pas obtenir deux piles consécutifs au cours de n + 1
premiers lancers

- la probabilité de ne pas obtenir deux piles consécutifs au cours des n + 2 premiers lancers sachant qu’on obtient
face au (n + 1)-éme lancer et pile au (n + 2)-éme lancer est égale a la probabilité de ne pas obtenir deux piles
consécutifs au cours de n premiers lancers

- les événements F), 11 et Q42 sont indépendants pour P donc P(Fy41 N Qpy2) = P(Fpi1)P(Qni2) Donc :

P(Dn+2) = P(Fni2) P(Dny1) + P(Fog1) P(Qna2) P(Dn)

c’est-a-dire :

1 1
dn+2 = idn—‘rl + Zdn

5)e) D’apres les questions 4)a) et 4)d), on a :

1 1
Vn € II].,N - 2]]7d7’l+2 = idn_l,_l + zdn

donc, avec les notations de la partie d’algebre linéaire, pour tout n € [1, N], on a d,, = v,—1. D’apres le résultat
de cette partie, on déduit que :

V-2 (1-vB\"" VE+2 (1+v5)\""
Vn € [1,N], dn,= 2\/5< 1 ) +2\/5< 1 )
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PARTIE 4 : CORRIGE

1)a) L’équation différentielle (H) est bien définie sur R. Pour tout « € R, 2z(1 — z) = 0 si et seulement si z = 0
ou z = 1. Donc sur chacun des intervalles | — 00, 0[, |0, 1] et |1, +00], ’équation différentielle (H) est normalisable

et y est équivalente & I’équation différentielle normalisée 3 + my =0.
x(l—x
b 1-— b b— 1 1
1)b) Pour tout z € |0, 1], —|— T2 = a(2$(1x12) T aju_((l — xa))x donc en posant a = 3 et b= —g,ona bien :
vz €10,1[, a + (b— a) 1td ! a b
- =— nc-———=—+-——.
v 2 6 “vrE=5° Oc2x(1—x) x l—x

1)c) D’apres 1)a), sur l'intervalle I C]0, 1[, ’équation différentielle (H) est équivalente a ’équation différentielle
1
"+ ————y =0 I te (HN).
y+2$(1_gj)y que 'on note ( )
L’équation différentielle (HN) est linéaire du premier ordre normalisée et homogene. Elle est de la forme 3 +

1 11 1 1
Pour tout € I, d’apres 1)b), =

L R 1c)o1
2x(1 — ) oz 21— Cveomme clo. 1t

a(x)y =0 avec a : x +— % —a)

x> 0et 1 —x >0 donc une primitive de a sur I est la fonction A :  — §ln(ac) - %ln(l —x) = %ln(1 f x)
L’ensemble des solutions de (HN) et donc de (H) sur [ est
I = R avec AER I — R avec A€ER
SI(H):{JUI—))\eln(w }:{xHA 1-2 }
x

2) L’équation différentielle (L) est bien définie et normalisable sur ]0, 1[. L’équation normalisée associée est y' +
1

2x(1 -z
homogene.
L’équation homogene associée a (N) est (HN) dont l'ensemble des solutions sur |0, 1] est, d’apres 1)c) avec

I =]0,1[, Pensemble
10,1 — R avec A eR
Sjo,1((H) = 1-=z

y = que l'on note (N). L’équation différentielle (V) est linéaire du premier ordre non
) 2y/x(1+x)

T = A

x
On cherche a présent une solution particuliere de (V) sur |0, 1[ grace a la méthode de la variation de la constante.

Soit A :]0,1[— R une fonction définie et dérivable sur |0, 1[ puis f :  — \(z)e 4@ = A(w)eié In(1%3),
On a les équivalences suivantes :

f est solution de (N) sur ]0, 1]
Vo €10, 11, /'(2) + (@) (@) = 5 —

Vol +x)

v €]0, 1, N ()40 + A@)(~4'(2))e A + af@)A(z)e A0 = ——

2/x(1+x)

1
vz €]0, 1], )\'(:Jc)e_A(x) = m car A est une primitive de a
T

t ¢ ¢ ¢

Vz €]0,1[, N (x) = ﬁ

—{—x
2y/x 1—{—33 V1
2\/1—x2

< la fonction A\ est une primitive de z —

Va €]0, 1[, N (z) =

i

¢

va €]0, 1], N (z) =

—— S 10,1]
-z

1 1 1-
On pose Ao : & — iarcsin(w) puis fo : 2 — Ag(z)e 4@ = iarcsin(x) z
x

. Comme la fonction Ay est une

primitive sur ]0, 1[ de la fonction x — d’apres les implications "<" des équivalences précédentes, la

1— a2
fonction fy est une solution de (N) sur |0, 1.
L’ensemble des solutions de (N) et donc de (L) sur 0, 1] est

10,1 — R avec AeR
Sip1i(L) = —
oa((£) x = (A+ % arcsin(x)) L

11
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3)a) D’apres 1’énoncé, la fonction w est une solution de (E3) sur |0, +oo] donc c’est une fonction dérivable sur

10, +o00[ et Va €]0, +-00|, zu’(x)+2u(x)(1—u(x)) = 0. Alors, Vo €]0, +oc[, comme x # 0, v/ (z) = _2u(@){d = u(@))

- .
Soit z €]0, 400[. Ona z > 0 et d’apres ’énoncé, u est a valeurs dans |0, 1] donc u(z) €]0, 1] donc 2u(z)(1—u(z)) > 0
et par conséquent u'(z) < 0. Cela démontre que Vz €]0, +oo[, u/(x) < 0. Donc la fonction u est strictement dé-
croissante sur |0, +o00].

3)b) D’apres la question précédente, la fonction u est décroissante sur I'intervalle 0, 4-00]. De plus, d’apres I’énoncé,
elle est & valeurs dans |0, 1] donc elle est minorée par 0 et majorée par 1. Alors, d’apres le théoréme de la limite des
fonctions monotones, la fonction u admet une limite finie en 0 égale & sa borne supérieure sur |0, +oo[. On note
B cette limite. La borne supérieure est le plus petit des majorants. Donc 8 < 1. Et toujours d’apres le théoreme
de la limite des fonctions monotones, la fonction v admet une limite finie en +o00 égale a sa borne inférieure sur
]0,4+00[. On note « cette limite. La borne inférieure est le plus grand des minorants. Donc 0 < a.

La fonction u étant strictement décroissante et dérivable donc continue sur |0, +oo[, d’apres le théoreme de la
bijection réciproque, 'image de |0, +oo[ par u est un intervalle et w réalise une bijection de ]0,+oo[ dans cet
intervalle. De plus, u est strictement décroissante sur |0, +oo[ et ses limites respectives en 0 et +o00 sont § et «
donc u(]0, +o0[) =]a, f[. Comme 0, +oo[# 0, u(]0, +00[) # 0 et donc a < .

3)c) La fonction u étant strictement décroissante et dérivable donc continue sur ]0, 400, d’apres le théoreme de
la bijection réciproque, sa bijection réciproque est dérivable sur le sous-ensemble {z €]a, [ tel que u'(v(z)) # 0}.

Or, d’apres 4)a), Vo €]0, +oo[, v/ (x) < 0 donc Vz €]a, 8], u'(v(2)) # 0. Donc la fonction réciproque v est dérivable

sur |« e z « ’U/Z = ! = — U(Z) = — 1)(2) onc zz —Z ’U,Z V\Z) =
joplet v Sl BL V) =t ) = oo u(u(z))) T 2a(1 - ) O P T AR B =0

Cela démontre que la fonction v est solution de (H) sur |, (.

3)d) La fonction v est solution de (H) sur ]a, 8[C|0, 1] donc d’apres 1)c), il existe ¢ € R tel que Vz €la, §],

1—2z
v(z) = ¢y . De plus, v est & valeurs dans 0, 4+00| en tant que bijection réciproque de u donc ¢ > 0. Puis par
z

1— 2
conséquent, Vz €la, [, v(2)? = ¢ x % done ZU(ZQ) + z = 1. Enfin, Vz €]0, +o0o[, comme u(z) €]a, [ et que
z c
2
1
v(u(z)) =, on a u(x)% + u(z) =1 donc u(x) = T(%)Q

4)D’apres les questions 3) précédentes, on a Iinclusion

10,+00] —  ]0,1] avec ceRY
1
SC T -
L+ (7)

1
Réciproquement, soit ¢ € R’,. On pose g : x m Cette fonction est bien définie sur ]0,4o00[ et a valeurs
C
dans ]0,1[ car Vz €]0,+oc], on a (E)2 > 0 donc 1 + (5)2 > 1> 0donc 0 < 5 < 1. De plus, c’est une
c c

1
1+(%)
fonction rationnelle donc dérivable sur |0, +o0[ et

—222 1 1 —222 2(%)?

Vz €]0,+o00[, ¢'(x)+29(x)(1—g(z)) = 207 (%)2)2—%21 n (%)2(1— T (%)2) = 207 (%)2)2—1-(1 EBE

donc la fonction g est une fonction définie sur 0, +oo[ et & valeurs dans |0, 1[ qui est solution de (E3).
On en déduit que
10,400[ —  ]0,1] avec ce R}
S = 1
C
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