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'Feuille d’exercices 19
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 3.
(a) Soient A\i, Ao, A3 € R tels que \ju + A\yv + Az3w = O, alors :

AM+2M—A3 = 0 M2y = 0

—)\1 - )\3 - O —
A2 2y = o done 2_;1__3?‘3 - 8
—)\1 - )\3 - 0 ! 3=

donc A\; = Ay = A3 = 0. Donc la famille F est libre.

(b) Directement : u,v,w € G. De plus, dim(G) = 3 = Card(F), donc, comme F est libre, F est une
base de G.

(c) 1l suffit de compléter F avec n’importe quel vecteur qui n’est pas dans GG, par exemple e, =
(0,0,0,1). Alors F U (ey4) est une base de E.

Exercice 5.
(e) Une base de Ej est la famille ((2")), donc dim(E5) = 1.

(
(f) Une base de Ej est la famille ((X — 1)(X — 2), X(X — 1)(X — 2)), donc dim(Fg) = 2.
(2) Une base de F; est la famille (eq, e3, €4), donc dim(FE7) = 3.

(h) Une base de Es est la famille ((4,4,2,1)), donc dim(FEg) = 1.

Exercice 7. Comme —2 +3 x2+4x0—-5x3=—11#0, (—2,2,0,3) ¢ F. Donc F et G sont en
somme directe, donc, d’apres la formule de Grassmann :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) =3+ 1 =4 = dim(E).
Donc, comme F'+ G C E, F+ G = E. Donc F' et G sont supplémentaires dans .

Exercice 8.
(a) Soit M = (m;;) € S, alors M est déterminée par les m;; pour (i, j) € [1,n]” tels que i < j. Donc

1
dim(S) = Card ({(i,j) € [1,n]* | i < j}) = @
De méme, soit M = (m;;) € A, alors M est déterminée par les m;; pour (i,5) € [1,n]?* tels que
-1
i < j.Donc dim(A) = Card ({(¢,5) € [1,n]* | i < j}) = %

(b) La seule matrice a la fois symétrique et antisymétrique est la matrice nulle, donc S et A sont en
somme directe. Donc, d’apres la formule de Grassmann :

nn+1) n(n-—1)
2 + 2
Donc, comme S + A C M,(K), S+ A = M,(K). Donc S et A sont supplémentaires dans M, (K).

dim(S + A) = dim(S) + dim(A) = = n? = dim(M, (K)).

Exercice 10.
(2) Ker(f) = Vect(X + 1), donc dim(Ker(f)) = 1. D’apres le théoréme du rang, on a donc rg(f) =
dim(R3[X]) — dim(Ker(f)) =4 —-1=3.



(h) Sia = % : Ker(f) = Vect((1,—1,0)), donc dim(Ker(f)) = 1. D’apres le théoréme du rang, on a
donc rg(f) = dim(R?) — dim(Ker(f)) =3 -1 = 2.
Sia % : Ker(f) = {Ogs}, donc dim(Ker(f)) = 0. D’apres le théoréme du rang, on a donc
rg(f) = dim(R?*) — dim(Ker(f)) =3 — 0 = 3.
Exercice 13. Notons £ I’espace sur lequel agit u.
Soit xy un vecteur directeur de Im(u). Ona: Ve € E, 3\, € K, u(x) = A\, 2. Alors :
Vo € B, u*(x) = \u(20) = ApAagTo = Agou(),
donc u* = \,,u.

Exercice 14.

(@ Ona: (f —2Idg) o (f —Idg) = (f — Idp) o (f — 2Idg) = Og(m).
Soit v € Im(f — Idg), alors il existe u € E tel que v = (f — Idg)(u). Donc (f — 2Idg)(v) =
(f=2Idg)o(f—Idg)(u) = Ozg)(u) = Op. Donc Im(f —Idg) C Ker(f —2Idg). Symétriquement,
Im(f —2Idg) C Ker(f — Idg).

(b) Soitu € Ker(f —Idg) NKer(f — 2Idg). Alors f(u) = u = 2u, donc u = 0. Donc Ker(f — Idg)
et Ker(f — 2Idg) sont en somme directe.
De plus, d’apres la question précédente, rg(f — Idg) < dim (Ker(f — 2Idg)), donc, d’apres le
théoreme du rang :

dim(E) = dim (Ker(f —1dg)) +rg(f — Idg)
< dim (Ker(f — Idg)) + dim (Ker(f — 2Idg))
< dim (Ker(f —Idg) + Ker(f — 2Idg)),

donc, comme Ker(f — Idg) + Ker(f — 2Idg) C E, Ker(f — Idg) + Ker(f — 2Idg) = E. Donc
Ker(f — Idg) et Ker(f — 2Idg) sont supplémentaires dans E.

Exercice 15. Soit u € E. Alors (f 4+ g)(u) = f(u) + g(u) € Im(f) + Im(g), donc Im(f + g) C
Im(f) + Im(g). Donc rg(f + g) < rg(f) + rg(9)-

De plus, f = (f + g) + (—g), donc, d’aprés ce qu’on vient de montrer : rg(f) < rg(f +g) +rg(—g) =
rg(f +g) + rg(g), donc rg(f + g) > rg(f) — rg(g); et, de méme, rg(f + g) > rg(g) — rg(f), donc
rg(f +9) = Irg(f) —ra(g)l-

Exercice 16. Comme f o f = 0z, Im(f) C Ker(f). Réciproquement, soit u € Ker(f). Alors (fog+
go f)(u) =u,donc f(g(u)) = u, donc u € Im(f). Donc Ker(f) C Im(f), donc Ker(f) = Im(f).
Donc, d’apres le théoreme du rang, n = 2rg(f). Donc n est pair.

Exercice 17.
(a) Supposons qu’un tel u existe. Alors, d’apres le théoreme du rang :

n = rg(u) + dim(Ker(u)) = 2rg(u),

donc n est pair.
Réciproquement, supposons 7 pair, et notons n = 2p et (eq, ..., €g,). une base de E. Alors I’appli-
cation u : ex — €x4p S1 k < p, O sinon, convient.

(b) 11 suffit de prendre une base uy, . . ., u, de Im(u), puis, pour tout k& € [1, p], e tel que us, = u(ex).

Exercice 18. 11 faut et il suffit que dim(F')+dim(G) = n. En effet, ¢’est une condition nécessaire d’apres
le théoréme du rang; réciproquement, notons p = dim(F) et ¢ = dim(G). Supposons que p + ¢ = n.
Soit (vy, ...,v,) une base de G, que 1’on complete en une base de E (vq,...,v,). Soit (uq, ..., u,) une
base de F', alors I’application u : v, +— Og si k < ¢, ux — ¢ sinon, convient.



