PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 13
CORRIGE

Exercice 1.
1. Soient k& € [1,n] eti € [0, k]. L’univers des k premiers lancers est de cardinal 2", sur lequel PP est

()

2k

k
uniforme. L’événement By, ; est de cardinal ( ,), donc : P(By;) =
1

2. 0OnaB = U B, ;, etles B, ; sont disjoints, donc :

1=0, % pair

n

P(B) = i P(B,,) = 2% S (:L) - 2;1 - %

1=0, 7 pair 1=0, 7 pair

3. (a) L’événement A;NAyN---NA, est]’événement « on obtient n pile », donc P4, 4,104, (B) = 1
si n est pair, 0 si n est impair.

(b) Comme P4,n4,n..04, (B) # P(B), les événements Ay, As, ..., A,, B ne sont pas mutuellement
indépendants.
4. (a) Supposons A;,, ..., A, réalisés. Alors B est réalisé si et seulement si le nombre de pile réalisés

lors des n — k autres lancers est de méme parité que £, ce qui est exactement, en remplagant n
lancers par n — k lancers, I’événement B ou I’événement B (selon la parité de n), qui sont tous

deux de probabilité 7 donc :

1
]P)Ailﬁ'"ﬂAik (B) = 5
(b) La famille (A, Ay, ..., A,) est une famille d’événements mutuellement indépendants puisque
les lancers sont indépendants.
I1 suffit ensuite de montrer que pour tout k& € [1,n — 1], pour tous i1, . .., € [1,n] distincts :

1
D’une part : P (A;,) x --- xP(A;,) x P(B) = ok+1"

D’autre part, d’apres la formule des probabilités composées :

1
P(Ai,N---NA,NB)=P(A, N NA,) X Py, nona,, (B) = ?IP’AHQ...M%(B) = SEr
1
DOHCP(Ail n--- ﬂAzk ﬂB) = Okt = P(Azl) X oo X P(Azk) X ]P)(B)
Toute sous-famille stricte de (A, As, ..., A,, B) est donc une famille d’événements mutuelle-

ment indépendants.



Exercice 2.

1.

(a) Soient (uy,vy) et (ug,vo) dans F' X G et A\, Ay € R, alors :

F(Ai(ur,v1) + Xa(ug,v2)) = Aqur + Aaug + Avr + Agvo
= M f ((ug,v1)) + Ao f ((ug, v2)),

donc f est linéaire.
(b) On adirectement : Im(f) = {u+v | (u,v) € F x G} =F+G.
(c) Soita = (u,v) € F x G.Ona:

a€Ker(f) & u+v=0g
& v=—ueFNdG
& a=(u,—u),

donc Ker(f) = {(u,—u) | u € FNG}. 1y a donc une bijection u — (u, —u) entre Ker(f) et
F N @G, donc Ker(f) est isomorphe a F'N G.

(d) Le théoréme du rang appliqué a f s’écrit :
dim(F x G) = dim (Im(f)) + dim (Ker(f)),

c’est-a-dire :
dim(F) + dim(G) = dim(F + G) + dim(F N G).
On retrouve donc la formule de Grassmann.
(a) Soit (@, R) € R,_,[X] x R,_1[X]. Alors :

deg(BQ + R) < max (deg(B) + deg(Q),deg(R)) < n,

donc BQ + R € R,,[X]. Donc f est bien définie.

(b) On a directement :
dim (R,,—,[X] x R,—1[X]) = dim (R,,—,[X]) + dim(R,1[X]) = (n —p+ 1) +p=n+1.

(c) Soit (Q, R) € Ker(f). Alors BQ + R = Og[x], donc BQ = —R.
Si @ est non nul, alors : deg(BQ) > p > deg(R), ce qui est absurde, donc : Q) = Or[x], donc
R = O]R[X]-
Donc Ker(f) = {Orx)2}-

(d) D’apres la question précédente, I’application f est injective. Comme de plus :

dim (R, _,[X] x R, 1[X]) = n + 1 = dim (R,,[X]),

I’application f est bijective.
Il existe donc un et un seul couple (@, R) € R,,_,[X] x R,_1[X] tel que A = BQ + R :
on retrouve le théoreme de division euclidienne dans R[X].



