PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 12
CORRIGE

Exercice 1.
1. (a) Soientu = (x1,y1,21) et v = (13, 1s, 22) dans R? et \, iz dans R, alors :

fOu+pv) = ((Axy + pre) — (A1 + py2) + (Az1 + pza),
2(Az1 + pxe) + (Ayr + py2) + 2(Az1 + pza))
= M@y =y + 21,200 + 1+ 221) + p(re — yo + 22,209 + Yo + 222)

= Af(u) +pf(v),
donc f est compatible avec la combinaison linéaire. Donc f est une application linéaire.

(b) Soitu = (z,y,2) € R*.Ona:

u € Ker(f) < {
- { y = w42
.

=

donc Ker(f) = Vect ((1,0,—1)). Ker(f) est donc une droite de R*; comme Ker(f) # {0gs}, f
n’est pas injective.

De plus, f(u) =2 -(1,2) +y- (—=1,1) + 2 - (1,2), donc Im(f) = Vect(@, (—1, 1),&/2_)/).

Ul ug us3
Les vecteurs u; et uz étant égaux, on peut simplifier : Im(f) = Vect (uy, u). Comme u; et uy
sont non colinéaires, Im(f) est un plan de R?, donc c’est R%. Donc f est surjective.
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2. (a) Soit P € R,[X], notons P = ZakX’“. Alors P (Y) = Za’“ﬁ’ donc :
k=0 k=0

f(P) = Z ap X"k = Z an_X* € R,[X]. Donc f est bien définie.
k=0 k=0

(b) Soit P € R,[X]. Notons Q = f(P) = X"P (%) Alors :

Fofp)= 5@ =x"Q (5 ) =x"x o

donc f o f = Idg,[x]. Donc f est une symétrie.
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(c) Notons p = 3 (f + IdR4[X]) le projecteur associé a f. Soit P = Z ap X" e R4[X], on a donc :
k=0
4
1 1 arp + a4_p
P)=-(X'"P|{=|+PX)) =) ———"X" Donc:
op) = (X7 () + P0) : one
k=0
Ao+ a4 =
PcKer(p) < aj+az = 0 & P=ay(X*—1)+a3(X® - X),
2&2 =0

donc G = Ker(p) = Vect (X* — 1, X* — X). De plus :

2 2
Cette derniere famille est échelonnée en degrés, donc libre ; c’est donc une base de F'.
Enfin, I’application f est la symétrie par rapport a F' parallelement a G.

F = Tm(p) = Vect (p(L), p(X), p(X?), p(X?), p(X*)) = Vect (X4 +1 X+ X,X2> .

Exercice 2.

1. La fonction f est définie lorsque 1 + = > 0, soitx € | — 1, 4+o00[, et In(1 + z) — x # 0. Or la fonction
x +— In(1+x) est strictement concave eta y = x pour tangente en 0, donc : In(1+z)—z = 0 < z = 0.
Donc D =] —1,0[U 0, 4o0].

2. On établit les développements limités :

3
_ T 3
In(l+z)—x= 2+3+mgo(x),
in(@)—at =z (14a+ D+ D 4 o @) Ty o (@) —a? = 24D o (o)
re®—sin(z)—a" = R N z— o+ ol z° = g2+ o (a7,
donc :
28+ + 30(234)
flo) = —Z 4+ 4 o (29)
42 iZ e 2
—3r— %+ o (2%

= ——x——a*+ o (2%).
3. D’apres le développement limité calculé ci-dessus, f(z) m 0, donc f est prolongeable en 0 par
f(0) = 0.
4. Comme f admet un développement limité a ’ordre 1 en 0, f est dérivable en 0 et f'(0) = 3
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5. D’apres les calculs précédents, 7' a pour équation y = —gx. De plus : f(z) — (—gx) = —§x2 +

00(:62) < 0 au voisinage de 0, donc I est en-dessous de 7" au voisinage de 0.
T—

xe®

6. Ona f(x) D T T —e”, donc I' n’a pas de droite asymptote en +oo.




