PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE 2 MAI 2025

Devoir surveillé n° 7
CORRIGE

Exercice 1.

I. (@ Comme0—-0+6x0=0+3x04+4x0-2x0=0,0g€ F.
Soient u = (x1, Y1, 21,t1) et v = (T2, Y2, 22, t2) € Fet A\, u € R. Alors :

Au+ v = (Axy + pxe, A1 + fyo, A1 + p1z9, Aty + pits).
. - 7 -~ o\ —  — N, o’

X Y Z T
Ona:
= Mxy —y1 +6t1) + p(wy — yo + 6t3)
= 0
et

X+3Y +47Z =2T = (Axy + pxe) + 3(Ayr + pya) + 4(Az1 + pze) — 2(Aty + uts)
)\(.%’1 + 3y1 -+ 4t1 — Qtl) + ,u(.fl?g + 3y2 + 4t2 — 2t2)
- 0,

donc \u + pv € F.
Donc F' est non vide et stable par combinaison linéaire, donc F' est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Soitu = (z,y,2,t) € E,ona:

r—y+6t = 0
r+3y+4z -2t =
r—y+6t = 0
dy+4z—-8 = 0
r—y+6t = 0
< {y—l—z—2t — 0
{:U—l—z—|—4t =0
u
u

u€F<:>{

=

y+z2—2t = 0
(—z —4t,—z+ 2t, 2, 1)
2(—1,—1,1,0) + t(—4,2,0,1),

=
=

donc F' = Vect | (—1,-1,1,0),(—4,2,0,1)
al az

Les vecteurs a;, ay étant non colinéaires, la famille (aq, as) est libre, donc est une base de F'.

2. (a) Par définition, la famille (uy, us, us) est génératrice de G. Vérifions si elle est libre :
soient A1, Ao, A3 € R tels que A\ju; + Asug + A\3usz = Op, alors :

A +DA—=TAg = 0

AM+6X =93 = 0 AM+3x = 0

—)\1 - 2)\2 + )\3 dOl’lC { )\2 - 2)\3 = O ’
)\2 - 2)\3 - O

I
o

donc uy, ug, ug sont liés par la relation —3u; + 2us + uz = Op.
Donc G = Vect(ug, us). Les vecteurs ug, us étant non colinéaires, la famille (uy, uy) est libre, donc est

une base de G.



(b) Commel —1+6x0=1+3x1+4x(-1)—2x0=0,u € F.
Comme5—6+6x1=5#0,uy ¢ F.
Comme —7+9+6 x (—2) = —10#0, uz ¢ F.
Comme u; € FNG, Vect(u;) C FNG.
Or G = Vect(uy, uz), donc F'N G = Vect(uy) ou Vect(uy, us).
Comme us ¢ F, on adonc F'N G = Vect(u,). Donc F'N G a pour base la famille (u, ).

3. (a) Soient )\17 )\2, )\3, )\4 € R tels que )\1U1 + )\QUQ + )\31}1 + )\41)2 = OE Alors :

A+ 5+ A+ 60 = 0 A+ BAg + As 60 = 0 A+ B+ Ag 6y =
AM+O6A+A3+TN = 0 M+ =0 Ay =
N -2\, -3\ — o dome Syt A £3N, — o dome o+ A+ 3, —
A+2\ = 0 Xa+2 = 0 —

donc A\; = Ay = A3 = Ay = 0. Donc la famille (u;, us, v1,v2) est libre. Elle engendre donc un espace
de dimension 4 dans E = R*, ¢’est-a-dire F. C’est donc une base de F.
Les sous-espaces GG et H sont donc supplémentaires dans F.

(b) Soitu = (x,y,2,t) € E.Oncherche g € Geth € Htelsqueu =g+ h.Ona:

(AN 45X+ N3 +6N, =

T
B AM+H6A+ A3 +TN =y
U= MUy + Aus + A3v1 + A9 & A =20 =3\ = 2
\ )\2+2)\4 =t
()\1+5)\2+>\3+6)\4 = T
o )\2‘}‘)\4 = —x—l—y
3)\2+/\3+3)\4 = ZL‘—}-Z
L A +2\s =
()\1+5)\2+)\3+6)\4 = T
o Ay = —2x42y—t
3)\2+/\3+3)\4 = Tr+z
AN = x—y+t
(N = o—y—2z—t
A = 2ox+2y—t
< A3 = 4o —3y+2z
L >\4 = x—y—i—t
donc :
= (=92 49y —z—6t, -1l + 11y — z — 7t,3v — 3y + 2z + 3t, —2x + 2y — t)
et:

h = (4o —3y+2)(1,1,0,0) + (z —y+t)(6,7,—3,2)
= (10 — 9y + z + 6t, 11z — 10y + z + 7t, —3x + 3y — 3t, 2z — 2y + 2t).

Le projecteur sur G parallelement a H s’écrit alors :

E —- F
pG//H'{ (x,y,2z,t) = (=92 +9y—2z—06t,—1lex+ 11y — 2z — 7t,3x — 3y + 2z + 3t, —2x + 2y — t)

o O O O



Exercice 2.

1.

2.

Soit n € N*. Comme la fonction exponentielle est de classe C'™ sur R, on peut lui appliquer la formule de
Taylor-Lagrange a ’ordre n entre 0 et 1. Il existe donc ¢ € |0, 1] tel que :

n 1 — O)k: (1 _ 0)n+1
- (k) ( (n+1)
exp(1) = 3 exp®(0) =+ exp"* ()
c’est-a-dire ec Or:0< ec < ¢ d’ou I’assertion voulue
-a- e — U, = ————. : ) .
(n+1)! n+1)!  (n+1)!
| " onl
(a) Soithq.Alors:n!(e—un):px&— n
q = k!
|
Or " et, pour tout k € [0, n], k:" sont des entiers, donc n! (e — u,,) est un entier.
q
(b) D’apres la question 1 : Vn € N*, 0 < nl(e —u,) < L

n+1

— 0, ilexiste N € Ntelque:Vn > N, - < 1. D’apres la question précédente,
n—+ 1 no+oo n+1

pour tout n > max(V, ¢q), n! (e — u,) est donc un entier dans |0, 1], ce qui est absurde.
Donc e est irrationnel.

Comme

(a) Sia = 0, alors be + ¢ = 0, donc e est rationnel. Comme on vient de montrer que ce n’est pas le cas,
a # 0.
(b) La fonction f est une combinaison linéaire des fonctions exp et x +— exp(—x), qui sont usuellement

de classe C'™ sur R. Donc f est n fois dérivable sur R.
Ona:Vz € R, f/(x) = ae® — ce ®, puis f' = f, f® = #, etc. Donc :

VEk € [0,n], Vo € R, f®(z) = ae” + (—1)*ce™.

(c) Comme la fonction f est n fois dérivable sur R, on peut lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange a
I’ordre n — 1 entre 0 et 1. Il existe donc 7y € |0, 1] tel que :

n!

=Y ot oy L0

d’ou la formule voulue.
— 1)
(d) Pourtout k € [0,n — 1], (n— 1) est un entier. De plus : V& € [0,n — 1], fP(0) =a+ (-1)fce Z

k!
(n)
et f(1) = ae + ce”' = —b € Z. Donc, d’apres la question précédente, 0)
n
™)
n

f(”)(v)‘ _ Jale” + Jee™

est un entier.

De plus,
n

Comme c’est une suite d’entiers, elle est donc stationnaire a 0.

Il existe donc N € N tel que : Yn > N, f () = 0, c’est-a-dire que ae” + ce™ = ae? — ce™ = 0,
donc a = ¢ = 0, ce qui est absurde. Donc e n’est pas algébrique de degré 2.

On peut en fait montrer que e est un nombre transcendant, c’est-a-dire qu’il n’est racine d’aucun
polynome a coefficients entiers non nul.

—0> 0, donc, par encadrement, ( ) converge vers (.
n—



Exercice 3.

1. Comme ¢ est non nulle, il existe u; € E tel que p(uq) # 0. Notons o = ¢(uy) # 0, on a alors :

1:M:¢<&>,

« «

Uy .
donc ug = — convient.
«

2. (a)

(b)

(©)

(d)

Soient u, v dans E et A, i dans R, alors :

fu+ po) (Au 4+ pv) — p(Au + pv)ug
(A + ) = (Ap(u) + pep(v)) uo
= Au—(u) -u) + p(v— o) - u)

= AM(u) +pf(v),

donc f est linéaire.

Comme p(ug) = 1, f(ug) = ug — up = Op.
Donc g € Ker f, donc Vect(ug) C Ker f.
Soit v dans F,on a :
u € Ker f < f(u) =0 < u=p(u)u,

donc Ker f C Vect(uyg).
Donc Ker f = Vect(ug). Il s’agit de la droite de £ de vecteur directeur u et passant par 0.

Soit v dans Im f. Soit v € F tel que u = f(v), alors :
pu) = (v = p)ug) = p(v) = p(v) =0,

donc u € Ker . Donc Im f C Ker ¢.
Réciproquement, soit u dans Ker ¢. Alors :

u=mu—gpu)- u = f(u),

donc u € Im f. Donc Ker ¢ C Im f.
Donc Im f = Ker ¢.

Soit v dans F,on a:
fof(u)=f(u—p) u)=flu) —pu)fluw)= f(u),
donc fo f = f.

D’apres les questions précédentes, f est donc le projecteur sur Ker ¢ parallelement a Vect(uy).



Probléme.

I. 1. Soit z € R. Le nombre f(z) existe lorsque 1 — x # 0 et lorsque > 0, c’est-a-dire quand

-z

r# £1.Donc D =R\ {—1,1}.

1—
Soitz € D,ona: f(—z) = ((—x)*> = 1)In T Tl = —f(x), donc f est impaire.
T
1 1
2. Auvoisinage de 0, 1+—$ > 0,donc f(z) =z + (z*°~1)In (1 + :v) = (1) [In(1 + 2) — In(1 — z)].
-z -z
z? 2 2! 4
De plus, usuellement : In(1 +2) =2 — — + — — — + o (z"), donc:

2 3 4 z—0

fla) = <x2—1>[(x—x—2 T ) B G )]
= 2(2*—1) {x+—+ o (z*)

= 2< x+a:——+0 )
w—>0

4
= —2x+3x + oo(x ).

3. D’apres le développement limité ci-dessus, la courbe C a pour tangente en 0 la droite d’équation
y = —2x. De plus :

z—0

4
f(z) — (=22) ~ §x3<05ix<0, > 0 siz > 0,

donc la courbe C est en-dessous de sa tangente a gauche de 0, au-dessus a droite.

II. 1. Soitz € D*,ona:
1

19

1
Notons y = —, alors y —+> 0, donc, d’apres le développement limité de la question 1.2. :
€T r—+00

1+z
1—=z

f(x)

x?

fl@) = —2*f(y)

4
.2 o 4
= —x 2y + 3y + go(y ))

2. D’apres le développement asymptotique ci-dessus, la courbe C admet pour asymptote en +oo la droite
d’équation y = 2z. De plus :
4
flz)—2x ~ —— <0,

T——+00 3z

donc la courbe est en-dessous de son asymptote au voisinage de +oo.

Comme y — 0, le développement asymptotique ci-dessus est également valable en —oo. Comme
T——00

4
flz) =2z ~ ~3z > 0, la courbe est au-dessus de son asymptote en —oo.
T—r—00 €T



3.

4.

II. 1.

Ona: f(z) = (2> = 1)In|l + 2| — (2> = 1) In|1l — 2[. Or (2* — 1)In |1 + x| — 0 directement, et
z—
(22—~ In|l —2| = (z+1)x (. —1)In |z — 1| — 0 par croissances comparées. Donc f(x) — 0.
z— T—

La fonction f se prolonge donc par continuité en 1 avec f(1) = 0.

D’apres I’étude ci-dessus, la fonction f est continue et strictement croissante sur [1,+oo], donc,
d’apres le théoreme de la bijection monotone, f réalise une bijection de [1, +oo[ dans f([1, +00[) =

F(1), T f()[= [0, +oo|

. Comme f(x) - +o0, f1(y) — +oo.Donc:z, = f*(n) — +oo.
T—r+00

Yy—r—+00 n—-+o0o

. Comme z,, — +oo,ona:n= f(z,) ~ 2x,doncx, ~ n

n——+o0 n—+o00 n—+oo 2

n
. C n=Tp — = = , :
omme y, = n — o nHoJroo(n) ona
n

2 (n + ) S !
g —_ n — 0] s

B 5 8 1 1
s T T e\

8 2yn, 1
= ”*2%—%(1—7)%4100@)
= n+2 5 !

- Yn 3n n—>0+00 n)’

4 1
doncy, =—+ o (—),etdonc:

3n  notoo \n



