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'Feuille d’exercices 17
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 5. Soit z € I. On note, pour tout k£ € [0, n], P I’assertion :

arn , (k) (k1) (
f(x):f($0)+f/($0)(95—$0)+fé! )(9€—l’o)+...+fk(! (x — xo / f :c—t)dt.

On raisonne par récurrence : F est vraie (c’est le théoreme fondamental de I’analyse).
Soit k € [0,n — 1], supposons Py vraie. Alors, par intégration par parties :

v f(kﬂ)(t) k _ kH ( ) k+1 ’ f k+2)( ) k+1
/ZO i (x —t)"dt = f<k+(f><+1))'( —t) } + ;Ok+(2,§<+>1),( — )"t
ey O [ Gy

donc Py, est vraie.
Par récurrence, P, est donc vraie : c’est la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 7. La fonction f : x — 2 est définie sur R7, et de classe C* sur cet intervalle, avec :
VneN, Vo >0, fM(z) =ala—1)--- (& —n+1)z™"

donc f" est prolongeable par continuité en 0 si et seulement si « — n > 0, c’est-a-dire n < |«].
La fonction f admet donc un développement limité en 0 jusqu’a ’ordre |«].

Exercice 9.

7P 3
(¢) cos(x)In(l+z) =x— g - E + xgo(x ),
(d (1 —ch(x))sin(z) = —% + ﬂ + o (x6),
5 5 5 @ x6 x’ g
e Vi+x?In(l+z°)=2"4+—— ———+ o (z°),
2 2 8 z—0
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Exercice 10.

1
Vr e R tan’(x) = )
(a) Vx , arctan’(x) T2
(b) arctanl(2) = 1= 2% 21 20+ (<1Pa? 4o (2201),
T—r
3 5 7 on+1
donc arctan(z) = x — IZ + 5 % 4ot (_1)n;n — :HO( 2n+2)
1 z? 3zt (2n)!

S T It
vV1—a22 + 2 + 8 Tt 22n(nl)? =0
z®  3a® (2n)! 241 2n+2
donc aresin@) =2+ T+ J + F ey %)

(c) Vz € R, arcsin’(z) =




Exercice 11. On a f(z) = =1—|2P+ o (2®)=14+2>+ o0 (2*)siz < 0,1 -2+ o (2%)si

1+ ’x‘:g z—0 z—0 z—0
x > 0. La fonction f admet doncunDLyen0: f(z) =1+ 00(x2), mais, par unicité du DL, pour tout n > 3,
T—r

f n’admet pas de DL,, en 0.

Exercice 12.

T COST {L‘2 IL‘4

d -1z 1),
@ sinx 33 %5 +x30($)

3, _1_92, 1 4 5
(e) cos’x =1 5% —1—8:(; 2—1— —l—xgo(x ),

(f) V1+cosz = V2 —

(0]
6><23 $—>O

2 23 2t
In(1 + si -+ = - = 4
(2) n( +smx) -+ 5 51,0 (x ),
— 2
(h) eV'*® e+2x+xgo(m ),
’ 3
() cos(x)™@ =1 "+ o (z%),
2 :):HBO
N w2y 2 T 4
() sin(z —z°) =z —x 64—2—1—3:20(1’),
© aret B I .
arctan(z) = x — 3 + 5 —i—xgo(x )s
G .
()] / e’ dt-x%—?—i—ﬁ—i-g&go(x )s
m 3 32° 5
(m) arccos(z) = S e T 0 + zgo(m ).
Exercice 13. La fonction arcsin est de classe O en 0, et d’apres I’exercice 10 :
. x® | 3a® (2n)! 2n+1 2n+2
arcsm(x)—x+€+4—0+-~+22n<n!)2(2n+1)x +xgo(x ).
D’apres la formule de Taylor-Young, et par unicité du DL, on a donc : Vn € N, arcsin®™ (0) = 0, et
, on)! (2n)1\”
(2n+1) () _ | ( _ _ . —1))?
arcsin (0) =(2n+1)! x (i R2n 1) (2”n! =(1x3x5x--x(2n—1))".

Exerc1ce 14.

SR S A %) — 2

sh:z: sinx 3 3 6 20 z—0
1 2 1 a2 , 1
e S R N
© 21— cos2zx 3 15 + zg()@ ) =0 3

) tfanzv—arcsinx 14 §m2+ 0 (%) — 1,
sinx — arctanx 2

Vitzr -1+ 1 1
= — e _> -,
) In(1+ z) 6 72" + xgo(x) 0 6
Vsinz —\/x  x  a®
siny/r — 2 40 250 20

Exercice 16.

(h)

31n(1+m) In(1 + x?) r 8

_q_t 3
donc la courbe de f a pour tangente en O la droite d’équation y = —— + 1, et est au-dessus de cette

2
tangente a gauche de 0 et en-dessous a droite de 0.



7 15
@ flr) =z+2vVe—V3+o=1+2(w—1) - =(@—-1)"+ o ((z—-1)°),
7 3
donc la courbe de f a pour tangente en 1 la droite d’équation y = 1+ 1 (x—1) = =T et est en-dessous
de cette tangente au voisinage de 1.

nz =z 1 1 9 9
(e) f(x)—x_1+§—§—1+§($—1) + o ((z=1)%),
donc la courbe de f a pour tangente en 1 la droite d’équation y = 1, et est au-dessus de cette tangente au

voisinage de 1.

ala—1)
2

donc la courbe de f a pour tangente en z la droite d’équation y = azy ' (z — x0) + z§, et est en-dessous

de cette tangente au voisinage de z si o € [0, 1], au-dessus sinon.

() f(x) = 2" = 2§ + axg " (z — ) + 1§72 w—m)’ + o ((x—m)),

Exercice 17.

y=zv+1
y/\
/1
0 1 :v
y=x+1




y=x+1

0 1 :1:
Exercice 18.
© 1 1 Inzx n In?z L 1
C = - — 4 — 0 — .
z+lnzx = 2 3 z—+oo \ 13

Exercice 19.

1 2 1
) f(x)= (2> +2* + 2+ 1)§ =+ 3 + % t, 0 (—), donc la courbe de f a pour asymptote en +00
T z—+oo \ T

la droite d’équation y = x + 3 et est au-dessus de cette asymptote au voisinage de +o00.

©) f(x)= ln(eg”2 —e"—1) ~ 22, donc la courbe de f n’a pas d’asymptote en +oo.
T—>+00

Exercice 20. )
(a) La fonction f est dérivable sur R, avec : Vo > 0, f'(z) =14 — > 0, donc f est continue et strictement
x

croissante sur R’ . D apres le théoréme de la bijection monotone, f réalise donc une bijection de R’ dans
f(R}) =R.
(b) Soientx € R* ety € Rtels que y = f(z). Alorsz = f~'(y) — +oo,et: f(z) =z +Inz ~ =,

y——+o00 T—+00
c’est-a-direx ~ 1y, c’est-a-dire f_l(y) ~ Y.
r—+00 y—+o0
(c) Ona:
-1 — f— j— = —l ~Y —l

[Ty —y=2—f(z) n(x) oy, Ty,

puis :

[T y)—y+Imy = z—f(z)+Inf(z))
= —lnz+In(z+Inzx)
~ I <1 n ln_:z:)

T
Inz
T—+00 €T
Iny
Yy——+00 Yy .

On a donc bien :

In In
Fly)=y—lny+ -2+ o (—y>
Y y—r+oo Yy



