PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2024-2025

Feuille d’exercices 16
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.
() Ona: ¢(2exp) = 8exp # 2p(exp) = 4exp, donc o n’est pas linéaire.
(g) Soientu,v € RNet \, s € R,ona:

Ju+ pv) = (Aug + prvg, Muy + pvr, Aug + pvg) = Mo, ur, ug) + p(vo, v1,v2) = Af(u) + pf(v),

donc f est linéaire.
(h) Soientu = (z,v,2),v = (a,b,c) ER¥*et \,p € R,ona:

fQAutpv) = (Az+pa+2(Ay+upb)+3(Az+pc), 2(Ay+pb) —(Az4pc), Ax+pa+Az+pc) = Af (u)+pf(v),

donc f est linéaire.

(i) Soient A = <i 2) B = <j ‘?) € My(R) et A, ;i € R,ona:

FOAA+uB) = (Aa+ px) + (Ad+ ut) = Ma+d) + u(z +t) = Af(A) + pf(D),

donc f est linéaire.
() Ona: f(2) =8 #2f(1) = 6, donc f n’est pas linéaire.

Exercice 4. Soit u = (r,y) € R?:

fofofuy=fofly,—z—y)=fl—z—y.—y+az+y) =fl-z—yz)=(r,2+y—2z)=u,
donc f o f o f = Idge. Donc f est bijective, de réciproque f ' = f o f.

Exercice 5.
(f) Soit M € M,,(R),ona:
f(M)=0,<M=-M" < M e A,(R),
donc Ker f = A, (R).
De plus : Im f = Vect(f(E;j, 1 <i,57 <n)= Vect(E;; + Ej;, 1 <i,j <n)=5,(R).
(g) Soitu = (z,y,2) € R, ona:

r+z = 0
- y—x = 0 r+z = 0 o T
flu) =0ps & ihy = 0 (:){y—l—z _ 0 Su=(—z—22) =z2(-1,-1,1),
r+y+2z = 0

donc Ker f = Vect((—1,—1,1)).
De plus :
Im f = veCt(f<€1)7 f<e2)7 f(eB))
= Vect (1,—1,0,1),(0,1,1,1),(1,0,1,2))
= Vect(1,—1,0,1),(0,1,1,1



(h) Soitz =241y € C,ona:
fR) =0 (z+iy)+i(zr—iy) =0 r+y=0&2z=0—ir=z(l —i),

donc Ker f = Vect(1 —1).
De plus : Im f = Vect(f(1), f(i)) = Vect(1 + 7).
(i) Soit P € R3[X]nona:

f(P)=0gxy & P=(X+1)P & P=AX + A= XX +1),

donc Ker f = Vect(X +1).
De plus : Im f = Vect(f(X"), k € [0,3]) = Vect(1, —X? — 2X, —2X°® — 3X?).
() Soitu = (z,9,2) € R*, ona:

r+y = 0 r+y = 0 1 1
flu) =0 =< z+2ay = 0 &< (2a—1)y = 0 <:>u:0Rssia7é§,u:(—y,y,O)sia:§,
z = 0 z = 0

1
donc Ker f = {Ogs} sia # Y Vect((—1,1,0)) sia =
De plus :

N | —

Im f = Vect(f(e1), f(e2), f(e3))
Vect (1,1,0), (1, 2a,0), (0,0, 1))

1 1
= R3sia # 5 Vect (1,1,0),(0,0,1)) sia = 5

Exercice 10.
(a) On a directement :

gof=0gec ©Vuekl, g(f(u) =0c o VucE, f(u) € Kerg<Im f C Keryg.

(b) Soitu € Ker f. Alors f(u) = 0 donc g(f(u)) = 0g, donc u € Ker g o f. Donc Ker f C Ker g o f.
Soitv € Im go f. Soitu € E'tel que v = go f(u), alorsv = g(f(u)) doncv € Im g. Donc Im go f C Im g.

(c) Supposons que g o f soit un isomorphisme. Alors Ker go f = {Og} et Im g o f = G, donc, d’apres la
question précédente, Ker f = {Og} et Im g = G. Donc f est injective et g est surjective.

Exercice 11. D’apres I’exercice précédent, on a toujours Ker f C Ker f?etIm f* C Im f.

Supposons que Ker f NIm f = {0z}. Soit u € Ker f2 Alors f(f(u)) = O, donc f(u) € Ker f NIm f,
donc f(u) = 0g, donc u € Ker f. Donc Ker f? C Ker f, donc Ker f = Ker f2
Réciproquement, supposons que Ker f = Ker f2. Soitu € Ker f NIm f, alors f(u) = O etil existe v € F
tel que u = f(v), donc f(f(v)) = Op, donc v € Ker f*. Donc v € Ker f, donc f(v) = Op, donc u = 0.
Donc Ker f NIm f = {0g}.

Supposons que Ker f + Im f = E. Soit w € Im f. Soit v € E tel que u = f(v). Soient v; € Ker f et
vy € Im f tels que v = vy + vy, puis w € E tel que vy = f(w), alors : u = f o f(w), donc u € Im 2. Donc
Im f C Im f? donc Im f = Im f%

Réciproquement, supposons que Im f = Im f2. Soit u € E. Alors f(u) € Im f, donc f(u) € Im f2
Soit donc v € FE tel que f(u) = f o f(v), alors f(u — f(v)) = Op, donc w = u — f(v) € Ker f. Donc
u=w+ f(v) € Ker f+Im f. Donc Ker f +Im f = F.

Exercice 12.



(¢) Soitu = (x,y,z) € R® On cherche v = \(1,2,3) etw = «(1,0,0) + 3(1,1,0) tels que v = v + w :

z
= p—y+Z
r = Aa+p “ rTYTs
2z
u=v+weS S Yy = 22+p Sl B = y-= ,
z = 3\ P
A= -
3
. .. L. z 2z z 2z
donc la décomposition de u selon F' et G s’écrit : u = 5’3’2 + m—g,y—E,O
z 2z z 2z 2z 4z
On a donc direct t: ==, — — ——y——,0]=1- —, = —
n a donc directement : s(u) (3, 3,2) (:p Ay ) ( T+ 7 Y+ 3,z)

2
(d) Avec les notations et d’apres les calculs ci-dessus : p(u) = (:C ~Z Y — =z, O).

Exercice 14.
(a) Par équivalence :

(g est un projecteur) < goq = q < (Idg—p)o(ldg—p) = Ildg—p < pop = p & (p est un projecteur).

(b) Ona:
ue€Imp < pu)=u<sq(u) =0 < uc Kerg,

donc Ker ¢ = Im p, et de méme :
u€ Kerp < pu) =0 < qu) =u< uelmg,
donc Im ¢ = Ker p.

Exercice 15. Soit u € E. Notons u = f; + ¢g; la décomposition de u selon Im p et Ker p, et u = f3 + go la
décomposition de u selon Im g et Ker q.
Supposons Ker p = Ker ¢. Alors f; — fo = g — g1 € Ker p, donc :

poq(u) =p(fo) =p(f1) = fr = p(u),

donc p o ¢ = p, et symétriquement g o p = q.
Réciproquement, supposons po g = petgop = q. Soit u € Ker p, alors : g(u) = g o p(u) = ¢(0g) = Og.
Donc Ker p C Ker ¢, et symétriquement Ker ¢ C Ker p, donc Ker p = Ker g.

Supposons Im p = Im ¢. Alors :

poq(u) = p(fa) = fo = qlu),

donc p o ¢ = ¢, et symétriquement g o p = p.
Réciproquement, supposons po g = getgop = p. Soitu € Im p, et soit v € E tel que u = p(v), alors :
u=p(v) = q(p(u)) € Im ¢q. Donc Im p C Im ¢, et symétriquement Im ¢ C Im p, donc Im p = Im gq.

Exercice 16. On a :
(p + ¢ est un projecteur) < (p+¢)* =p+q < pog+qop=0.

Sipoq = qop = 0, les assertions ci-dessus sont vraies. Réciproquement, si p o ¢ + ¢ o p = 0, alors en
composant par p a gauche : pog+pogop =0,etadroite: pogop+qgop = 0,doncpoqg—qop =0.Donc
poq=qop=_0.0n abien I’équivalence voulue.



Dans ce cas, soit w € Im p N Im ¢. Soient u,v € E tels que w = p(u) = q(v), alors w = p o p(u) =
poq(v) =0g,doncImpNlmq={0g}.
De plus, on a immédiatement Im(p + ¢) C Im p + Im ¢. Réciproquement, soit w € Im p + Im ¢, et soient
u,v € E tels que w = p(u) + q(v). Alors g(v) = ¢(w — p(u)) = g(w), et de méme p(u) = p(w), donc
w=(p+q)(w) € Imp+ ¢q,donc Im p + Im ¢ C Im p + ¢. Donc Im(p + ¢) C Im p & Tm q.

Par ailleurs, on a immédiatement Ker p N Ker ¢ C Ker p 4 ¢. Réciproquement, soit u € Ker p + ¢. Alors
p(u) + q(u) = Og, donc en composant par p : p(u) = Og, donc u € Ker p, et de méme u € Ker ¢. Donc
u € Ker p N Ker q. Donc Ker(p + q) = Ker p N Ker g.



