Le 10/04/2025 TD - complément intégration CPES

Exercice 1
Partie A

On considére la suite (u,) définie par :
1
VneN*, un:f (1-1p"e'dt.
0

1. Montrer que la fonction f : t— (2—t)e’ est une primitive de
g: t—1-npesurf0; 1].
En déduire la valeur de u;.

2. Montrer a l'aide d'une intégration par parties que, pour tout n non nul,

Ups1=Mm+Du, -1 (R)
Partie B
Dans cette partie on se propose d'étudier la suite (uy) a partir de la défi-
nition : VrneN*, u, :‘[01(1— n"eldr
1. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, u, > 0.

2. (a) Montrer que pour tout réel t de l'intervalle [0; 1] et pour tout
entier naturel non nul n

(1-D"e'<ex(1-0"
(b) En déduire que pour tout n non nul, u, < ——

n+1l’
3. Déterminer la limite de la suite (uy,).

Partie C

Dans cette partie, on se propose d'exploiter la relation de récurrence (R)
vérifiée par la suite (uy).

Up1=m+1Du,—1

Etant donné un réel a, on considére la suite (v,) définie par :

v1=a et pour tout entier naturel non nul n, v, =Mm+1)v,-1.

1. En utilisant le raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier
naturel non nul n, v, =u,+ (n))(a+2—e) ot n! désigne le produit des
n premiers entiers naturels non nuls.

2. Etudier le comportement de la suite (v,) a I'infini suivant les valeurs de
a.

: 1
(On rappelle que nl_lgloo n!=+o0.)

Exercice 2

1
On pose pour tous p, g entiers naturels, I(p, q) :f xP(1-x)9dx
0

1. Lorsque p >0, donner une relation entre I(p,q) et I(p—1,q+1).
2. En déduire I(p, q).

Exercice 3

p/A

Soit neN, W, :fz sin” (x)dx
0

1. Montrer que la suite (W,,) est décroissante et convergente vers L > 0.

2. Si n>1, trouver une relation entre W1 et W,,_1, en déduire la valeur
de nW,W,,_1, puis la valeur de L.

3. Si peN, calculer Wy, et Wap 1.

Exercice 4

Soit n€N. On considére ¢,, définie sur R par VxR, ¢, (x) = (1—x)"e " et
1

on pose Ian ¢n(x)dx.
0

1. Calculer Iy et L.

. Etudier la monotonie de (I,,) puis montrer que (I,,) converge.
1 .
. Démontrer que VrneN, 0< I, < -1 Que peut-on en déduire?
n

2
3
4. Démontrer que 21,11 =1—(n+ 1 I,.
5

. En déduire les limites suivantes : limnlI, et limn(nl, —1)
noo noo



