CCINP PC 2024
Eléments de correction

EXERCICE 1

Q1. Je calcule le polynéme caractéristique de A :

X -4 12

L xs = (X —4)(X-5)—12=X2>—-9X +20—12 = (X —1)(X —8)

Le polynoéme caractéristique de A est scindé a racines simples (1 et 8) donc A est diagonalisable et
10
Sp(A4) = {1,8}; A est donc semblable & la matrice D = (0 8) : il existe P € M3(R) matrice inversible
telle que A = PDP~1.
Q2. Soit Be M3(R). On a :
B®=A<«= P 'B3P=P 'AP < (P"'BP)*=1D
Q3. On a D = A% donc DA = A3A = A* = AA3 = AD.
b 1 b b 1 b
On note A = “ .On a 0) (¢ —( 0 don | “ =
c d 0 8 c d c d) \0 8 8c 8d
a 0

8b=betc=8cdoncb=c=0douD = est diagonale.

a 8b
donc

c 8d
Remarque : autre rédaction possible, comme D et A commutent, les sous-espaces propres de A =

1 1
<O (8)> sont stables par D donc Vect ((O)) et Vect ((?)) sont stables par D.
1
0

1

1
D’ou D 0 € Vect , ce qui signifie que la premiere colonne de D est colinéaire a

De méme, la deuxieme colonne de D, D est colinéaire a

Par conséquent, A est diagonale.

Q4. Soit A une racine cubique de D : A3 = D. D’aprés la question précédente, A est diagonale :

) 1
“ donca® =1letd®>=8donca=1etd=2 A=
0 d 0

A —
1 0 1 0 ’
vérifie bien =D
0 2 0 2

Il y a une unique racine cubique de D : A =

. Réciproquement, la matrice

10
0 2
On reprend les équivalences de Q2, pour B € M3(R), en utilisant 'unicité de la racine cubique de
D :

f 1 1
B®=A< (P'BP)=D< P 'BP= <o g) @BzP(O g) P!« B=pPAP!

Donc A posséde une unique racine cubique, B = PAP~L

Q5. u est la rotation d’angle 6.
cos ( —sin(6)

Q6. La matrice R (g) = )
cos

WIS Wl

) —sin (9)> erific R(%)g _ (cos(@)

3 d’apres 1
) o (g) in(6) ) car d’apres le

sin (
S 0 0y _ 0,0
cours R () R (3) = R(5 +3)
Remarque : on peut vérifier par un calcul un peu lourd & écrire, en utilisant les formules de trigono-

métrie, que R (g)3 - (COS(G) — sin(h)

. mais il est plus rapide d’utiliser le cours.
sin(f)  cos(6)
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1
D 0 est la premiére co-
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il faut
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a tourner d’un angle 6
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cielle est une traduction de
la composition des applica-
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cos(f)  sin(6)

sin(d) — cos(6)
par le cours N est la matrice d’une réflexion, c’est a dire une symétrique orthogonale par rapport a une
droite) que N? = I, donc N3

Q7. D’apres le cours , N est de la forme N = ( > , on peut vérifier par le calcul (ou

= N et N est une racine cubique de N.

Q8. A e R et 2 — 22 est une bijection de R sur R donc il existe un unique a € R tel que o = .

La matrice al}, est une racine cubique de H,()) car (al,)® = oI, = AI, = H,(\).
Q9. A étant diagonalisable, il existe P inversible tel que :
Hp, (A1) (0)

A=P pt
(0) pa(Aa)
allpl (0)
Je pose B =P P~ avec o} = \;. On a:
(O) O‘dlpd
aijlpl (O) HP1 ()‘1) (O)
B*=P =p Pt=A
(0) I (0) Hpy(Aa)

Q10. A est inversible donc 0 n’est pas valeur propre de A .
Rappelons une démonstration : x4(0) = det(—A) = (—1)" det(A) # 0 car A est inversible; donc 0
n’est pas racine de x 4.

Q11. Soit z € C tel que 23 = \. Z # 0 car XA # 0. On note z = re’® avecr>OetaeR.

On a pe’? = 23 = 33 donc 1 = p et 3a = 0 + 2km, k € Z, soit a = 3 + 2’”, ce qui donne 3
solutions distinctes pour z :

z € {p%eZ ,p%e%%,p%e*%g}

Réciproquement, on vérifie immédiatement que les trois nombres complexes ci-dessus vérifient 22 = A.

Q12. D’apres la question précédente, en notant 2z, 29 et 23 les trois racines cubiques de A\, € C*
(Ax # 0 d’apres Q10),
X3 = A= (X — 210) (X — 200) (X — 23)

Donc

X — 211) (X — 205) (X — 231)

o[l

et z;, # 2 pour k # k' car zf’k = )\, et zf’k., = A\ et A # M. Q est donc scindé a racines simples.

d
Q13. Supposons B = A. A est diagonalisable donc le polynéme IT4 = 1_[ (X=X = H(X—)\k)
AeSp(A) k=1
est un polynéme annulateur de A. Alors
d d
= [[(B® = Xeln) = [ [(A = AkIn) =Ta(A) = 0
k=1 k=1

Donc B posséde un polynome annulateur scindé a racines simples d’apres la question précédente
b )

donc B est diagonalisable.

EXERCICE 2

Q14. Soit x €]0, +oo[. On utilise In(1 + u) =, u+ O(u?) :

U—>

qmm)=xm(1+z)m(1+i>niwx[;+o(;ﬁ][Z+

cours sur la classification
des isométries en dim 2;
N est la matrice d’une ré-
flexion donc N2 = I

rédaction pour une exis-
tence si on a deviné com-
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cours
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th du cours, B diagona-
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posséde un poly annula-
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montrer que Q(B) =0
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2
In(14u) = u—%+o(u2)
u—0



Donc la série numérique Z un () est absolument convergente (donc convergente) par comparaison a la
n=1

1
série de Riemann convergente Z —. Par conséquent, la série de fonctions Z u, converge simplement
nx=1 n=1
sur |0, 4+00].
Q15. Soit n € N*. La fonction 2 — x1n (1 + %) (fonction polynoémiale de degré 1) est de classe C*
sur R. Et x — In (1 + %) est de classe C! sur ]0, +-oo[ par composée de fonctions C!, (In étant C* sur R%.
Donc par somme de fonctions C! sur 0, +00[, u, est de classe C* sur 0, +o0[.

Pour tout z > 0,

1 _
u'n(x)zln<1+1>— n :ln<1+1>_1+x/n x/n: x/n +1n<1+1>_1
n n

1+ = n n+x n+x n
1 1 L 1

Onposee, =In|1+ — ] — — et la série Z €, est absolument convergente car |e,| ~ 5 terme
n n = n—+w 2n

général d’une série convergente car Z 1 /n2 est convergente.

Q16. Soit [a, b] un segment inclus dans ]0, +0o0[. On a par I'inégalité triangulaire,

x T b
Vn e N* Vx € [a,b ! < |— = <
n » VL [a7 ]7 ‘Un(.’ll)‘ 77,(?7,+£L’) + |€’ﬂ| n(n+x) +| 7l| n(n+a) + |57l‘
Donc par passage a la borne supérieure pour z € [a, b],
Vi € N o o o) € —— o +
s LAy ( +a)

Or la série Z _
= n(n + a)

question précédente.

b _ 1 . -
est convergente car Tty = O (-5) et la série Y |en| converge d’apres la

Donc par majoration la série 2 Hu;HOO’[a)b] est convergente ; d’out la convergence normale de la série

n=1
de fonctions Z ul, sur [a,b].

n=1
Q17. On vérifie que ¢ est de classe C! sur |0, +oo[ par le théoréme de dérivabilité de la somme d’une

série de fonctions :
e pour tout n € N*  Papplication u,, est de classe C! sur ]0, +oo[ (Q15)
e la série de fonctions Z u, converge simplement sur |0, +o0] ;

e la série de fonctions Z u;, converge normalement (Q16) donc uniformément sur tout segment [a, b]
de 10, +oof

n=1

+00 +00 +00
Donc 'application Z uy, est de classe C1 sur ]0, +oo[ et <Z un> = Z ul,.
n=1

n=1

Donc par somme d’applications C!, | ¢ est de classe C! sur 0, +o0[ ‘ et :

Va €]0, +oo[, ¢'(x) *1++w1 142 !
T r)=— n -] =
’ ¥ z A n n+x

> Croissance de ¢'. Soit (x,y) €]0, +oo], tel que < y. On a pour tout n € N*, n—ix > n%ry donc
In (1 + %) — n%rm <In (1 + %) - %ﬂ donc en sommant ces inégalités :
+0 to
1 1 1 1
Z[m(u)— ]<2[1n<1+)— ]
n n+ax n n+y
n=1 n=1

application du th de déri-
vabilité, les hypotheses ont
été vérifiées aux questions

précédentes

pour la croissance, on re-
vient a la définition = < y
implique ¢'(z) < ¢'(y), et
cela s’obtient assez facile-

ment car u/, est croissante



—1 —1 5 N
et7<7,d0u

-1 1 1 -1 % 1 1
(z) = — In(1+=)— < — In(1+—)-— = ¢’
@(m) €T + [n( +n) n+x] Yy + [n( +n) n+y] (p(y)

n=1

Donc ‘ ¢ est croissante sur 0, +o0[ ‘

> Calcul de p(x + 1) — p(x). Soit z €]0, +oo[,

+
8

polx+1)—p()=—In(z +1) +1n(x) +

g

(un(z +1) = un(x))

8 3
)

+

=In(z) —In(z + 1) + >, [1n(1+71l> —1n<1+x:1> +1n(1+i)]

n=1

=S

Nous allons voir que S = In(z + 1) par télescopage. Pour tout n € N*

1 1 1 1
1n<1+>—1n(1+x+ >+1n(1+””)=1n(”+ )—1n<”+$+>+1n(”+x>
n n n n n n
n+1 n
=In{ ——— ) —In
n+l+x n+ax

n+x

+oo
. , 1
Or nlil}rlm V() = 0 donc par télescopage Z Vog1(z)=Vo(z) =0-Vi(z) = —1n <1 m x) = In(1+x)

n=1

donc S = In(x + 1) puis
olx+1)—p(z) =In(z) —In(z + 1) + S = In(z)

Remarque : le point clé était de remarquer les télescopages : pour tout N € N*,

. ij(ui) - §1n<"+1> —In(N + 1) — In(1) = In(N + 1)

n

. é[_ln<1+le)+m(1+i)] - im(%) —In(z+1) — (N + 2+ 1)

n=1

= Enfin, en remarquant que u, (1) = 0 pour tout n € N* on a :

p(1) = —In(1) + > up(1) =0

Q18. Soit z > 0. En utilisant les relations ¢(x + 1) — p(z) = In(z) et g(z + 1) — g(z) = In(z), (car g

vérifie les conditions C) on a :

h(z+1) = p(x+1) — gz +1) = In(z) + ¢(x) — (In(z) + g(x)) = p(z) — g(z) = h(x)

De plus, ¢ et g sont dérivables sur ]0, +oo[ donc h également et en dérivant 'égalité h(z +1) = h(x),
on obtient, h'(x + 1) = h'(x).

Q19. Onah'(z+p) =¢'(z+p) — g (x+p).

Par croissance de ¢’ et ¢’, en sommant les inégalités :

{ YY) < Pl+p) <¢(1+p)
—9'( <

< / / / ’ /
1+p)< —g'(x+p) <—g'(») }donc ¢'(p) =g (1 +p) <h(z+p)<¢(l+p) —d(p)

calcul de somme par téles-
copage, calcul un peu déli-
cat qui aurait pu faire I’ob-

jet d’une indication

il fallait penser & utiliser la

croissance de ¢’ et g’



1
t

De plus, en dérivant la relation g(t+1) —g(t) = In(¢), on obtient ¢'(t+1) —¢'(t) = ; ; par conséquent,

¢'(p) —g'(1+p) =¢'(p) —9'(p) - % =h(p) - %

et de méme, en utilisant ¢’'(p + 1) — ¢'(p) = %,
1 1
F1tp) =g p) = +¢0) =g @) =+ ).
Donc en reprenant ’encadrement obtenu précédemment,

1 1
h’(p)—;éh’(x%—p)éh'(p)—kf soit —— < h(x+p)—h(p) <

p

D=
D=

d’ou [W(z +p) — W (p)] <

=

Q20. Commencons par fixer x €]0, 1]. D’aprés Q18, on obtient par récurrence, laissée au lecteur, que

pour tout p € N* h/(x + p) = h/(z) et h'(p) = A'(1). On a donc par la question précédente,
1
Vpe N* |B/(z) —h'(1)] < , donc quand p — +00, |A'(z) — K (1)] <0 d’ou W' (x) = 1'(1)

Nous avons donc montré que h' était constante sur 0, 1].

Mais d’aprés Q18, h' est 1-périodique donc b’ est constante sur ]0, 4+00[.

Q21. D’apres la question précédente, il existe a,b € R tels que pour tout = €]0, +oo[, h(z) = ax + b.
En utilisant A(1) = ¢(1) — g(1) = 0 et h(2) = h(1) = 0 par la question Q18, on en déduit en résolvant
X at+b = . L . .
le systeme 5 b 0 (ou en invoquant un argument géométrique : la courbe représentative de

a+ =
h est une droite passant par les points A(1,0) et B(2,0) : c’est donc la droite d’équation y = 0) que :

vV €]0,+o[,h(z) =0 dou f=g

Q22. Soit N e N*.

Enutilisantlln 1+l :lln ntl —1In n+l et In 1+i —In 2n +1 :

_ N a5
B NI N
IT(2n+1)
n=1
N 2
(1en) 2 x)?
=VN +1—"= =+vN +1 -
Ty T eN T
IT(@2n+1)(2n)
n=1
Remarque : on peut aussi rédiger par récurrence sur N.
Q23. La formule de Stirling donne
NV aN\ 2N
N~ VaN () ot @N) ~ /Zn(2N) ()
N—+o e N—+o0 e

idée : faire tendre p — +00
dans la derniere inégalité
obtenue en Q19

attention, bien remarquer
que z €]0,1], donc A’ est
constante sur |0, 1] puis on
conclut avec la périodicité
de A’

formule
N

N
> In(X,) =1In (H Xn>
n=1 n=1



donc

Vi (2VN1)? N+ 122N (N1)? VN 2NopN ()Y N
2N +1)! " 2N+1 (2N)! Noto 2N | /30 3N) (22)7N N 2

Par conséquent, en utilisant la question précédente, et par continuité de In en i

2
$5 o (3) = o (S0 (3))] = i, o [y B2 - ()
Done ¢ (;) _ <;> ++2mlu ( ) _ (;) +1n (*f)
w(1) = ¢ (;) + ﬁ(}_)/—%ln(ﬁ) - (;) N (;) _ %ln(w)

T (D) tu-

Q24. 11 s’agit de montrer que ¥ = p. Pour cela, il suffit de vérifier que 1 vérifie les conditions (C)
d’apres la question 21.

DN |

(i) % est de classe C! sur |0, +oo[ par composée et somme de fonctions C!, ¢ étant de classe C*.
(ii) Pour tout = > 0, en utilisant ¢ (g + 1) —p (g) =In (g) :

ro(5) - e-nm@ - () -0 ()

—ln(2)+<p<x_2|—2>—<p<;> zln(2)+<p<%+1)—<p(g) = In(z)

2

B+ 1) =00 = ohn2) 4o (25

1
(iii) pour tout x > 0, ¢’ (z) = In(2)+=¢’ 5

1 +1
5 (2>+2<,0’ <x2> et les fonctions ¢', x — J et x — IT“ sont

croissantes, donc par composée et somme de fonctions croissantes, ¢ est croissante sur |0, +o0].

(iv) (1) = 0 d’apres la question précédente.

1 vérifie les conditions C' donc par unicité d’une fonction vérifiant C', 1) = ¢ soit :

Va €]0, 400, (x—1)In(2) + ¢ (g) +o <x2+1> = p(z) + %ln(w)

EXERCICE 3

Q25. Il faut avoir fait au moins 2 tirages pour observer un numéro déja tiré précédemment, et au
n + 1-éme tirage, la boule tirée aura nécessairement été déja tirée : T,, = [[2,n + 1]

Q26. On a Z(Q) = [[1,n]*.

Soit (a1, ,ax) € [1,n]*. On a par indépendance des tirages :

k

1 1
P(Z=(a1, - ar) =P(X1 = a1, , X = ax) = [ [P(X; = aj) = ]‘[5 =
Donc Z suit une loi uniforme sur [1,n]*.

Q27.0naCard(A) =n(n—1)---(n—k+1) = n!

=B (nombre de k-listes d’éléments distincts d’un
ensemble & n éléments).

Ezxplication rapide : n choix pour ay puis n — 1 choix pour as tel que a; # as, puis n — 2 choix pour
as ....

écrire un équivalent de
(2N)! plutét que de (2N +
1)! permet d’éviter une
étape de calcul

cours sur le dénombrement

(PCSI)



Les évenements (T;, > k) et (Z € A) sont clairement égaux :
si T,, > k alors les k premiers tirages donnent des numéros 2 & 2 distincts donc Z € A

si Z € A, alors les k premiers tirages donnent des numéros 2 a 2 distincts donc T}, > k.
n!
Card(A) _ w-m1 0l 1
Card ([1,n]*)  n*  (n—k)!nk’

Donc P(T,, > k) =P(Z € A) =

Q28. T, est d’espérance finie car T, est une variable aléatoire bornée (et méme a support fini).

Onapour k 2n+1, P(T,, > k) =0 car T, < n+ 1, par conséquent la série Z P(T,, > k) est

k=0
convergente et d’apres le cours :

+00 n n n
n! 1 n! 1
E(T,) = (T, > k) (T, > k) = — = =
Tx) ,;0 kzzlo ) kz::o(n—k‘)!nk Zgo(n—f)!ne

Q29. L’application fy, : t — tFe~t est continue (et positive) sur [0, +oo].
. . . 2 1 E+2 —t _ — 1
De plus par croissance comparée tEIJPoot fr(t) = Jim 5 e 0 donc f(t) o ()
Et t — t% est intégrable sur [1,+oo[ donc f; est intégrable en +oo et par conséquent lintégrale
I = ;OO Jr(t)dt est convergente.

Remarque : on peut aussi conclure en remarquant que fi(t) =0 (e*t/ 2).
—+00

Q30. On procede par récurrence sur k :
+o0

e initialisation k = 0. Iy = J e tdt =1=0.
0
e hérédité soit k € N. On suppose I = k.

On pose u(t) = tF+1 et v(t) = —e*; alors u et v sont de classe C! sur [0, +oo[

et u'(t) = (k+ 1)tk et v/'(t) = et

Par croissance comparée tlirf u(t)v(t) = tligl —tF*tle=t = 0, et uw(0)v(0) = 0; on peut donc
— 400 — 400

procéder a l'intégration par parties suivante :

+00 +00
Iy1 = J t*H et = [u(t)v(t)]5™ ff —(k+ DtPe tdt = (k+ 1), = (k+1)!
0 T 0 H.R.

en utilisant 'hypothese de récurrence pour la derniére égalité.

Conclusion : pour tout k € N, I, = kl.

Q31. L’application g, =t — (1 + %)n et est continue positive sur [0, +oo[

t\" 1 +00
(1 + ) ~ —t" donc gn(t) O (t"e™?) or lintégrale I, = J t"e~tdt est convergente,
n t—+0 n" +0o0

0

+a0 n
t
donc par comparaison de fonctions positives I'intégrale J (1 + ) e~ tdt est convergente.

Et par la formule du binéme de Newton et linéarité de 'intégrale :

+00 +o0 n k n +o0
f (1 ¥ t) etdt = f ( ) <t) et = Y] (") 1kf the~tdt
0 n n = k)nr Jy

- n (Z) an 'n’C Q28 E(T.)

Q32. On effectue le changement de variable usuel v =t —n :
+0 n +00 n 400
t + n
In = J (1 + ) e~ tdt = J (1 + ! n) e """ = e_”J (2 + E) e "dv
n n 0 n 0 n

Q33. En utilisant pour v € [0, +0[ et n € N*, 1 + = < ez :

E(Tn) = Y4 5 P(Th > k)

exemple tres classique a

connaitre

exemple tres classique a

connaitre

rédaction intégration par

parties

on aurait pu rédiger la
convergence par somme

d’intégrales convergentes

je considére (& tort?) le
changement de variables
tellement simple que je ne
vérifie pas les hypotheses :
classe C!, strictement mo-
notone donc bijective de I

sur J



donc par croissance de l'intégrale

+00 VAT +00 N too
ng <1+—) efvdvgj efefﬂdvzf ez2dv=2 donc 0< K,, <2
0 2n 0 0

Q34. On a pour tout n € N* par la question 32 :

+0o0 n +00 n 9 n
Jn = e_"J (2 + E) e ’dv = e_”Z"J (1 + l) e 'dv = () K,
0 n 0 2n e

2 n
Oro< % <1, donc lim () =0 et (K,,) étant bornée d’apres la question précédente :
e

n—+00

2 n
lim J, = lim (> K,=0

n—-+00 n—-+0o0 e

Remarque : on peut rédiger en écrivant I’encadrement, 0 < J,, < 2 (%)n, obtenu a partir de la question

précédente, puis invoquer le théoréme des gendarmes.

Q35. En effectuant le changement de variable ¢t = u\/n,

[n:J;J <1+:1> e_tdt:fo (1+\}%) e‘“ﬁ\/ﬁdu=\/ﬁfo fn(u) du

Et par la relation de Chasles

+0o0 N4 +00 NG
folw) du= [ fufw) du | gy du= [ fw) du
0 0 N ‘:zo—’ 0

D’ou

Jj fulu m—w’ " faw d

Q36. Soit u €]0,+/n[. Le développement en série entiere de In(1 + x) s’écrit :
+00 (_1)k—1
Vee]-1,1[, In(l+=z) = Z Tm’k

k=1

En particulier pour z = €]0, 1],

.
(o) -E () - S

—

Donc
B k=1 .k B +© (71)k71 uk
(fn(u)) —nln( + \F) uy/n = Z T —uwn 1;2 [——

k k
Q37. Soit u €]0, 4/n[. Notons pour k € N* Vj, = # % (\;%) .

nz
La suite (V)g>1 est décroissante de limite nulle car 0 < ﬁ <let:

k+1 k
n U n{ u
= — | — < = — = * .
o Vi1 o1 (ﬁ) k; (\F) Vi pour tout k € N*;

k
. u n u
-, (Gr) - oam () o

il fallait penser a la majo-
ration du reste d’une série
alternée vérifiant le critére

spécial



Donc la série Z (—1)’“_1Vk est une série alternée vérifiant le critére spécial ; on a donc par majoration

k>1
du reste :
i +ff( LA VAR
In(fn(u)) + = 1) V| < V5] =
2 = 3\y/n

Par conséquent, en utilisant ﬁ <1,

2

3 2
w55 - 1) e (5-2) -3

Q38. On applique le théoréeme de convergence dominée :

. - , _ 1u? 1
e s0it u €]0, +00[, en utilisant le développement In (1 + %) et ﬁ -5 +o (7),
u _u? 1
faw) = enlrge)mem o )
Vn>u n—-+o

L2
La suite (f,,) converge simplement vers u +— e™2  sur |0, +00[;
e pour tout u €]0, +00[, et n € N*_ en utilisant la question précédente pour le cas u < 4/n :

2

|fa(w)] = fu(u) <e s siu</n done |1 (w)] < o
|fr(w)] = fn(u) =0 siu>=q/n

/

w2 w2
et u— e7o  est intégrable sur |0, +00[ car elle est continue sur [0, +0[ et e 5 =0 (e*“).

Donc d’apres le théoréme de convergence dominée,

+00 +00 +00 w2
nl—l>r£oo < . fr(w) du) = Jo (nl—l}-ﬁr-loo fn(u)) du = .[0 e 2 du

Q39. Par la question 31, et la définition de I,, et J,, :
Vn € N*a E(Tn) =1+ J,

De plus d’apres les questions Q35 et Q38,

nm

+00 too o
I, =+/n faolw)du ~ \/ﬁf ez du ~ —
0 0

n— 400 n—+00 2

De plus, d’apres la question 34, lim J, =0, donc J, =o (I,) donc
n——+ao n—+w

la seconde inégalité est une
simple conséquence de la

premiére



