PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 10
CORRIGE

Exercice 1.

1. Par exemple, la fonction nulle vérifie (F).

2. (a) Onadirectement : g(0) = f(0) — f(0) = 0.
Soient z,y € R,on a:

g(x;y)=f<x;y)—f(0) F@ W) pgy = 1@ = FO + ) = FO) _ 9(2) +9()
donc g vérifie (E).
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(b) Soient z,y € R. Comme g vérifie (E),ona: g(x +y)=g ( T 9(27) + 9( y).
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De plus, comme ¢g(0) =0: g (2:6;_ O) = g(2:c)2—|— 9(0) = g(zx)’ donc g(2x) = 2¢g(z), et de
méme g(2y) = 2¢(y). Donc : g(x +y) = w =9(x) + 9(y).

3. (a) Soitz € R. Comme g vérifie (E'),ona: g(x) = g((x — zo) + x0) = g(x — z0) + g(xg), d’ol le
résultat voulu.

(b) Quand uand x — xg, on a x — xg — 0. Or, comme f est continue en 0, g ’est également;
donc g(x — ) o g(0) = 0. D apres le résultat précédent, on a donc : g(x) — g(zo) = 0,
c’est-a-dire g(z) m} g(zo). Donc g est continue en .

4. (a) Soitx € R,ona:
hx+1)=gx+1)—alx+1)=g(x) +9(1) —ar — a = g(z) — ax = h(x),

donc h est 1-périodique.
D’apres la question précédente, g est continue sur R, donc h I’est également; donc, d’apres le
théoreme de Weierstrass, h admet un minimum et un maximum.

(b) Soientz,y € R,ona:

Wz +y) =gz +y) —alz+y) = g(x) + 9(y) — ax — ay = h(z) + h(y),
donc h vérifie (E').
(c) Soitz € R. Comme h vérifie (E'), ona: h(x+c) = h(z)+h(c) = h(z)+M.Or h(z+c) < M,
donc h(z) + M < M, donc h(x) < 0. Donc h est négative.

(d) Soitd € R tel que h(d) = m. On a de méme que précédemment : Vo € R, m < h(z +d) =
h(z) + m, donc h(z) > 0. Donc h est positive.
Comme h est a la fois positive et négative, h est nulle, donc g : x — ax, donc f : x — ax + ben
notant b = f(0). Donc f est affine.
Réciproquement, toute fonction affine vérifie (F), donc :

S={f:x—ar+ba,beR}.



Exercice 2.

1.

. D’apres la question précédente :

. D’aprés la question précédente : f'(z) =

Comme f est continue sur [z, z + «] et dérivable sur |z, x + «f, il existe d’aprés le théoreme des
accroissements finis ¢; € |z, z + o tel que f(z 4+ a) — f(z) = f'(c1)a.

fwta)=flz) f'(x) = f'(c1) — f'(x). Comme f est C?,
il existe, encore d’aprés le théoreme des accroissements finis, ¢; € |z, c1[ C |,z + «f tel que :
f'(c1) = f'(z) = f"(c2)(c1 — x), d’ol la formule voulue.

flx+a) = fz)

— f"(e2)(e1 — ), donc, par inégalité

. . «Q
triangulaire :
r+a)+|f(x 2M,
‘f/(x)yg |f< )Cl |f( )|+|f//(62)|101—x|§70+M204
. . * * / 2MO P
. La fonction g est dérivable sur R et: Vz € R}, ¢'(z) = ——~ + Ma, donc g admet un minimum
x

2M,
ena =4/ VO’ avec g(a) = 2v/2v/MyM,. On a donc la borne voulue, avec k = 2v/2.
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