PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE POUR LE 17 MARS 2025

Devoir a la maison n° 10

Exercice 1. On souhaite déterminer I’ensemble des fonctions f : R — R continues en 0 vérifiant

I’équation :
z + y> _f@)+ 1)
2 ) 2

(E): V(x,y) € R? f (

1. Montrer qu’une telle fonction existe.
On considére désormais une fonction f vérifiant (£). Onnote g : = — f(z) — f(0).

2. (a) Déterminer g(0) et montrer que g vérifie (E).

(b) En déduire que g vérifie (E') :Vz,y € R, g(z +y) = g(x) + g(y).
3. Soit zy € R.

(a) Montrer que : Vz € R, g(x — z9) = g(x) — g(xo).

(b) En déduire que g est continue en x.

4. Onnote a = g(1) puis h : x — g(x) — ax.
(a) Montrer que h est 1-périodique et qu’elle admet un minimum m et un maximum M.

(b) Montrer que h vérifie (E').
(c) Soit ¢ € R tel que h(c) = M. En considérant h(x + ¢), montrer que h est négative.

(d) Montrer de méme que h est positive. Conclure.

Exercice 2. On considere f : R — R de classe C2. Soient z € R et o > 0.
1. Appliquer le théoreme des accroissements finis a f entre x et z + a.

floz+a) - f(z)

2. En déduire qu’il existe (c1, ) € |,z + af” tel que

= f'(@) = ["(e2)(er — ).
3. On suppose dans la suite que f est bornée par un réel M, et que f” est bornée par un réel M.

Montrer que f’ est bornée par =0 4 alM,.
«

2 M,
4. En étudiant la fonction g : x +— =0 4+ 2 M,, déterminer k > 0 tel que f' est bornée par k~/ MyMs.
x



