PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2024-2025

Feuille d’exercices 13
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.
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Exercice 2.
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Exercice 4.
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Exercice 5.

(a) Vrai:notons h(x) = %;comme flz) ~ g(x),h(z) = 1. Alors : g(x) = h(x) f(x) = Ixl=1
x T—x0
(b) Faux : par exemple, = —0> 0 et 22 —) 0, mais x & z? L’assertlon est cependant vraie si l 7é O
z— z—0
(c) Faux : par exemple, pour f(z) = 5x—|— vz f(z) ~ 5z, mais f(z) — bx = \/x - +o0.
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Exercice 6. Comme f est polynomiale, f est dérivable sur R.
Si f est nulle, alors f est constante, donc monotone.

Supposons [’ non nulle ; on peut alors supposer que ay # 0. Traitonslecas ag > 0.Ona: f'(r) ~ dagx
PP P PP q et

d—1

Or dagz®' > 0 au voisinage de +oo, donc, par équivalence, f'(z) > 0 au voisinage de +oo. Donc f est
strictement croissante au voisinage de +oco. De méme, si a; < 0, alors f est strictement décroissante au
voisinage de +o0.

Dans tous les cas, f est donc monotone au voisinage de +oo.
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Exercice 7. On a nf(z) 1= nf(z) —Ing(x) _ M@
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Exercice 8.
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(d Dy =R".Ona: er — Oeter — ~+00, et sin — n’a pas de limite en 0, donc f n’a pas de limite (a
ac—>0* z—07t i
droite) en 0. Donc f n’est pas prolongeable par continuité.
e f(x)= ™5 donc Dy =] —1,0[U]0, 4o0].
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Ona: In(1+ ) — 1, donc f(x) e donc f est prolongeable par continuité en 0 avec f(0) = e.
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De plus : u , 0%, donc f(z) — 0, donc f est prolongeable par continuité en —1 avec
r——1 r——1
f(=1)=0.
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(f) f est 2mw-périodique et Dy N [0, 27] = [0, 27] \ {Z’ Z}
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Ona: f(zr) — — V2 = —, donc f est prolongeable par continuité en — avec f (—) = -
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De plus : \/§sin( )—1 — —2ettanz — 1 —, 0%, donc f n’a pas de limite en " Donc f n’est
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pas prolongeable par continuité en T

(g) Dy =R, et f n’apas de limite en 0, donc f n’est pas prolongeable par continuité en 0.
(h) Dy =R" et f(z) - 0, donc f est prolongeable par continuité en 0 avec f(0) = 0.
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(i) Dy =R\ {-1}.0Or f(z) ~ ) (1+2)In|l + z| — 0, donc f est prolongeable par continuité en —1
T—>— T——
avec f(—1) = 0.

Exercice 10. Soit x € R. Le nombre f(z) existe lorsque tan(x) existe, ¢’est-a-dire que Dy = R\ (g + WZ).

La fonction f est alors continue sur D; comme composée de fonctions usuellement continues. De plus, f est
m-périodique ; il suffit donc, pour montrer que f est prolongeable par continuité sur R, de montrer que f est

prolongeable en g

T
Ona:tan*(z) — +oo,donc f(r) —  lim arctan(z) = —. Donc f se prolonge par continuité
r—Z r— 5 TTEe 2

v o4

T (T T . .
en 5 avec f <§> =3 Donc f est prolongeable en une fonction continue sur R.

Exercice 12.
o Soita =" ¢ Q. Soit (u,,) une suite d’irrationnels convergente vers a, alors : Vn € N, f(u,) = 0, donc
q
1
f(u,) —> 0+ f(a) = —. Donc f n’est pas continue en a.
q

n—-+oo

e Soit a ¢ Q. Soit (u,) une suite convergente vers a. Alors : Vn € N, f(u,) = 0 si u, est irrationnel, et

flup) = —siu, = Pn ¢ Q. S’il y a un nombre fini de u,, rationnels, on a directement f(u,,) - 0=
n—-+00

n n
f(a). Sinon, considérons la suite (g, ), il suffit de montrer que ¢,, — +oc.
n——+0o0o

Soit ¢ € N, il existe au plus un p € Z tel que ’a P < 2—; c’est-a-dire qu’il existe un nombre fini
q q
de rationnels de dénominateur ¢ proches de a. Comme (u,,) converge vers a, cette suite contient donc un

nombre fini de rationnels de dénominateur ¢. Il existe donc N € N tel que : Vn > N, ¢, > q. Donc :

¢n — —+O0.
n—-+00

Donc f est continue en a.

Exercice 18. Comme f est bornée, f o g est directement bornée.
Soit C' une borne de f, alors g o f(R) C ¢(]—C,C]). Or, comme g est continue, d’aprés le théoreme de
Weierstrass, g est bornée sur [—C', C]. Donc g o f est bornée.

Exercice 20. Comme f(0) = O et f(1) = 1 et que f est continue, d’aprés le TVIL, f est surjective; de plus,

soient x1, x5 € [0,1] tels que f(x1) = f(xq), alors f(f(x1)) = f(f(x2)) donc z1 = x5, donc f est injective.

Donc f est bijective.

L équation de départ s’écrit alors : Vo € [0,1], f(z) = f*(z). Comme f = f~',la courbe de f est symétrique
1 1

par rapport a la droite y = x; en particulier, f 5)=75

4
N, f (%) = %. Comme f est continue, on a finalement : Va € [0, 1], f(x) = x, c’est-a-dire : f = Idjg 1.

1 1
Le méme raisonnement peut alors étre appliqué sur [O, 5] ,d’ou f ( ) =T Par récurrence, on a : Vp,q €

Exercice 21.
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(b) La fonction f est directement paire, et : Vo € Ry, Vn € N, f(z) = f(x%") Or:z2" — 1,

n—+0o0o
donc, comme f est continue : f(z) = f(1). Donc f est constante sur R. Réciproquement, toute fonc-

tion constante est solution.



U, + 1

(c) Soitz € R. Soituy =xet:Vn €N, uypq = . Alors (u,,) converge vers L et: Vn € N, f(z) =

f(u,) donc, comme f est continue, f(x) = f(1). Donc f est constante sur R. Réciproquement, toute
fonction constante est solution.
(d Ona:Vn € N, Vo € R, f(nz) = nf(z), donc, en notant a = f(1) : f(n) = na, puis : ¥(p,q) €

ZxN*, f L —_ donc, comme f est continue : Vo € R, f(x) = az. Réciproquement, toute fonction
q q

r — ax, a € R, est solution.

(e) Notons g(z) = In(f(e®)), alors : Vz,y € R, g(z +y) = g(z) + ¢g(y) donc, d’apres le résultat précédent,
g(x) = ax, donc f(x) = 2%, a € R. Réciproquement, toute fonction = — z%, a € R, est solution.

z+ y) _ 9(@) +9()

5 5 , donc g est affine; donc f(z) =

, a,b € R, est solution.

(f) Notons g(z) = In(f(z)). Alors : Vz,y € R, ¢ (

et Réciproquement, toute fonction  +— e +?



