PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maisonn° 9
CORRIGE

Exercice 1.

1. (a) Notons P = Z a, X", On raisonne par analyse-synthese :
k=0

1
e Supposons qu’il existe ) € R[X] tel que Q' = P et/ Q(t)dt = 0.
0

n

Comme ' = P, il existe A\ € Rtel que Q = Qp + \, ot Qy = Z ka—lek“. Comme
k=0

1 1 1 1

/ Q(t)dt = 0,0n a/ Qo(t)dt+/ Adt = 0,donc \ = —/ Qo(t)dt. Donc () est unique.

0 0 0 0
1
e Réciproquement, soit ) = Qg — / Qo(t)dt.
0
1 1 1
Alors Q' = Qy = P et/ Q(t)dt = / Qo(t)dt — / Qo(t)dt = 0. Donc ( existe.
0 0 0

1
11 existe donc un unique polyndme () tel que tel que Q' = P, vérifiant / Q(t)dt = 0.
0

(b) On a By = 1. D’apres la question (a), B; existe et est unique. Donc, a nouveau d’apres la ques-
tion (a), B, existe et est unique. Par une récurrence immédiate, 3,, existe et est unique pour tout
n € N.
Les B, et les b, sont respectivement appelés les polyndmes et les nombres de Bernoulli, en
I’honneur du mathématicien suisse Jacques Bernoulli (1654-1705), fondateur de la dynastie ma-
thématique du méme nom.

2. Par définition, on a : Vn € N, deg(B, ;1) = deg(B,,) + 1. Comme deg(B,) = 0, on a donc par une
récurrence immédiate : Vn € N, deg(B,,) = n.
e On sait que By = 1, donc by = 1.

1 1
1
° OnaB{:Bozl,doncBlzX—i—)\,oﬁ/ (t—i—)\)dt:(),donc)\:—/ tdt:—ﬁ.
0 0

1 1
Donc By = X — —etb; = ——.
onc Hiq 26 1 5
! B2t 1
. OnaB§:2Bl:2X—1,d0n032:XQ—X+)\,oﬁ)\:—/(t2—t)dt:—[§—5] =
0 0
1 1
DOHCBQZXZ—X—FECtbQ:g.
/ 2 1 3 3 2 X N ! 3 32 t
® Ona33:332:3X —3X+§,dOHCBng —§X +5+/\,OU)\:— t _it +§ dt
0
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3 X
DoncBng3—§X2+Eetb3:0.



4. (a) Pourn = 1: By(X

1 1 1 1
e Ona B, = 4B; :4X3—6X2+2X,doncB4:X4—2X3+X2+>\,0t1>\:—g—|—§—§ =25
1 1
Donc By = X* —2X? + X% — —
onc By = + 3Oetb4 30
5 5 X

oOnaBg:5B4:5X4—1OX3—|—5X2—6,doncB5:X5—§X4~|—§X3—E+>\,oi1
R S T

(a) Soitn € N*. On a directement :

Byi1(1) — Bny1(0) = /01 B, (t)dt = /Ol(n +1)B,(t)dt = (n+1) /01 B, (t)dt = 0.

0
0
(b) Pourn =0,0na: Z (k) bo_X* = 1 = By, donc I’assertion est initialisée.

k=0
n

Soit n € N, supposons I’assertion vraie au rang n. Alors B, ; = (n+ 1) Z (Z) bn_ X", donc
k=0
il existe A € R tel que :

““n+1/(n " /n+1
B, = by X4\ = by XETL 4N
+1 k:0k+1(l<:) R ;<k+1> R

En particulier, B,,11(0) = A, donc, par définition, A = b,,,1. Donc :

n n+1 n+1
B n+1 k1 B 41 & B n K
By = kEZO (k " 1)bnkX +bp1 = 321 1 bn k1 X" +bpy1 = g:o & bng1-x X"

Donc I’assertion est vraie au rang n + 1. Donc 1’assertion est héréditaire.
Par récurrence, I’assertion est donc vraie pour tout n € N.

(c) Soit n € N*. D’apres les deux résultats précédents, on a :

2 /n +1 < /n +1
bn+1 = Bn—i—l(o) - Bn-i—l(l) = Z ( k )bn—i-l—k - bn+1 + (n + 1)bn + Z ( k )bn+1—k7

k=0 k=2

B i _ L (n),
bn = 14~ b1k kentl—k n 41 p k b
7
2

n
1 1 21 1
Ainsi : b(g —? ( )bo + )bl + ( >b2 + (1)[)4) = —? <1 35)
+

1 1
1) — Bi(X) = (X +1-— —> - <X — —) = 1, donc 1’assertion est

donc :

42
2

initialisée.
Soit n € N*, supposons 1’assertion vraie au rang n. Alors :
1x B (X+1) Bi,(X)
n—+1 n+1

— TLXn_l,



donc il existe A € R tel que :
B (X +1) =By (X)=(n+1)X" + A

L’évaluation en 0 de cette égalité s’écrit : A = B, 11(1) — B,41(0) = 0 d’apres 3.(a), donc :
Bni1(X +1) — By (X) = (n+ 1)X™. Lassertion est donc héréditaire.
Par récurrence, 1’assertion est donc vraie pour tout n € N*,

(b) Soit (n,p) € (N*)?. D’apres le résultat précédent, on a :
Vk€[0.n],  Bpa(k+1) = Bpa(k) = (p+ 1)k
La somme de ces égalités est télescopique, et s’écrit donc :
(P +1)Sp(n) = Bpra(n + 1) = Bpa(0) = Bpa(n + 1) = by

(c) Soit n € N*. On applique le résultat précédent, a I’aide des données de la question 2.

On retrouve des formules bien connl(les : )2 ( ) ( )
1 n+1)—(n+1 nin+1
o Si(n) =5 (Ba(n+1) —by) = = ;

2 2
o Sy(n) = %(B3<n+ 1) — bs) = 2n+1)° -~ 3("6+ 1’ +(n+1) _ n(n+ 1)6(2n+ 0}
Sy = L Bl 1) gy = OV 2D b 1
e Sy(n) = é(B5(n—|— 1) = by) = 6(n+1)° —15(n+ 1)38L 10(n+1)°%—(n+1)
~n(n+1)(2n+1)(3n* +3n—1)
N 30 :

Exercice 2.
1. (a) Siry devient r; et inversement :
® 51 =19+ 1 =11 + 79, donc s; ne change pas,
® 5o =19 — 1] = —(ry —11), donc s, est changé en son opposé. Donc s% ne change pas.
Donc s; et sg sont symétriques en 71, 7.

(b) On a directement s; = oy, et :

2 2 _ 2 2 2 2
s;=(r1—re)*=ri—2rra+r; = (ry +ra)° —4riry = o7 — 4os.

) c
De plus, on sait que 0; = —— et que 0o = —. Donc :
a a
b b\ > ¢ b —dac
s1=—— et 33: (——) —4-=—.
a a a a

) o
(c) Notons habilement A = b* — 4ac, puis § tel que §° = A. Alors : s, = +—. On choisit s, = —
a a

(on sait que le choix contraire correspond a 1’échange de r; et r3). On a donc :

b —b+0

rt+ry = —— o=

g , donc _172615 .

r —Te = - ro =
a 2a




2. (a) Tout échange de r1, 19, r3 laisse s; invariant. Observons ce qui se passe pour ss et s3 :

® 11+ g1y +j2r3 = S, ® 79+ jry +j2r3 = jS3, ® 3+ 911 +j27“2 = jS9,
14 37 + jrs = ss, ro+ 5o 4 jrs = j%sa, 3+ o+ jra = j2ss,
o 1+ jry+ iy = ss, o 1o+ jrs 4 j7r1 = j’s0, o 134 jry+ j’r1 = j’ss,
1+ 5Py + jre = s, ro + j7rs + jr1 = jss, s+ jre + jri = jso.

On constate bien que sy53 et s% + s§ sont symétriques en 1, 'y, 7'3.
(b) On a directement s; = oy, et :
o535 = (r1+ jra+ j7rs)(ri + j%ro + jrs)

= 1471y +15+ (G452 (rire 4+ rors + rary)
= (Uf — 209) — 09

= o} — 309,
syt 83 = (4 gra+5°rs)’ + (r+ 50re 4 gry)’
= 2(7“3 + 7’;’ + 7’??) - 3(7“%7"2 + 7‘%7“3 + 7‘37‘1 + 7“37‘3 + rgrl + r§r2) + 12r17rors
= 2(0} — 30109 + 303) — 3(0102 — 303) + 12073
= 20? — 90105 + 2703.
b
Or:o,=——,09 = Eetag = ——, donc :
a a a
b b? — 3ac 3 3 —2b3 + 9abe — 27a%d
S§1 = ——, 8283:—2 et 82+83: 3 .
a a a

(c) Notons B = s5 + s3 et C' = s553. Alors s et s5 sont les racines du polynome X? — BX + C%,

B+9
donc s3, 55 = 5 ot 6 = B? — 4C®. On choisit alors par exemple s, parmi les racines

cubiques de

(on sait que les 6 choix possibles correspondent aux échanges de 1, 19, 73),

puis on calcule s3 = —.

. 82
On a ensuite :
S1 + So + S3
R
ritTe+T3 = 51 ; '
. 2 " S1 17752+ 783
ri+gre+jrs = sy , donc ry =
2 0 3,
ry+ ) re+Jry = 83 1+ jSo + j2s3
rs —
3
3. Lorsque P est de degré n, on peut de la méme maniere construire sy, ...,s, de la forme : V& €
n
[1,n], s = ijrj ou rq,---,r, sont les racines de P et wy,--- ,w, est une permutation des

J=1
racines n°™ de 1’unité. On cherche alors des combinaisons des s, symétriques en les 7y, puis on
exprime les s; en fonction des oy, que 1’on sait exprimer en fonction des coefficients de P.

Cette méthode, due au mathématicien franco-italien Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), est mal-
heureusement vouée a l’échec pour tout n > 5, en raison de la structure méme des groupes des
permutations de 5 éléments ou plus : ceux-ci sont non résolubles. Ce résultat, démontré par Evariste
Galois (1811-1832) a la suite des travaux de Lagrange, est [’'un des fondements de I’algebre moderne.



Exercice 3. ’
1. (a) On a directement 7, = —. Dans le référentiel R, pendant le parcours du laser, le train parcourt
¢

0
une distance horizontale v7’, donc, d’apres le théoreme de Pythagore, la longueur du trajet du
V2 L 0272
laser est égale a V(2 + v2T2. Le temps de trajet vérifie donc 7" = L
c
(b) On a d’apres la question précédente c*T? = ¢* + v*T?, donc :

2 A 1
T? = = = Tz

2—p2 ]2 2
(&

D’ou la formule voulue.

La théorie de la relativité restreinte fut proposée par Albert Einstein et Henri Poincaré en 1905,
suite aux expériences d’Albert Michelson et Edward Morley. Le coefficient v avait été introduit
par Hendrik Lorentz des 1904.

c? 250 2 c?

v? 3 1 v?
2. @ Onal—FEy=(y—1)E;= <1——) — 1) Ey,donc E — Ey ~ ——FE,.

102 1 .
—— Fy, = —mu?, on obtient finalement : E, = mc>.

(b) Comme 52 5



