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'Feuille d’exercices 12
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 2.

(c) Notons P = Z arX". Le terme dominant de (X2 4 1)P” est alors n(n — 1)a, X", tandis que celui

k=0
de 6P est 6a,, X". Par identification, et comme a,, # 0, on a n = 3. Notons donc :
P=aX®+bX?+cX +d,

alors P” = 6aX + 2b, donc (X? 4+ 1)P"(X) —6P(X) =0« (b=13d, a =c, 2b=6b) & (b=
d=0,a=c)e P=a(X’+ X).Onadonc:

S ={a(X*+X)|aeC}
Exercice 3.

(d) Aprescaleul: P = (X*+ (1 +4)X + 1 —4) Q + 0. En particulier, Q divise P.

Exercice 7. Notons P = Z ax X*, et notons @=P—X.Ona:
k=0

PoP = Zakpk

= QxT+> aX*
k=
= QxT+P
pour un certain 7' € K[X],donc: PoP - X =Q x T+ Q = Q(T + 1). Donc () divise P o P — X.

Exercice 10.

(b) e Montrons que D est injective. Soient 1, Q2 € E tels que D(Q1) = D(Q2). Alors Q1 = @),
1

donc il existe A € R tel que @)1 = ()2 + A. Alors / Q:1(t)dt = / Q- (t)dt —|—/ Adt donc,
0

comme ()1, Q2 € E, A\ = 0. Donc )1 = Q2. Donc D est injective.

e Montrons que D est surjective. Soit P € R[X], on cherche QQ € E tel que D(Q) = P, c’est-a-
dire tel que Q" = P. D’apres I’exercice 9, il existe Q; € R[X] tel que Qp = P. Soit Q € R[X],

oma:Q' =P&Q =Qy& Q=0Qp+\ puis : Q0+)\€E<:>/Q0 dt—i—/ At =0 <
0

A=— / Qo(t)dt. Donc Q = Qg — / Qo(t)dt convient. Donc D est surjective.

Donc D est bijective.



Exercice 12.
(c¢) Notons P = (X + 1)" — (X — 1)". On cherche les racines de P. Soit z € C:

+1D)"=(:z=-1)"=0 z+1)"=(=z-1)"
Srtl=e"T(z—1), ke [0,n—1]

i 2km
Sz = S kel,n—1]
e n —1
. eikTere*ikTﬂ
o eik#—e_ik#
. cos(%‘)

= —icotan (¥) | k € [1,n — 1].

Or P est de degré n — 1, donc les racines de P sont simples; et son coefficient dominant vaut 2n,

donc :
n—1 ]’C?T
P=2 X +icot — .
nH( —i—zcoan(n))

k=1

Exercice 15. On raisonne par analyse-synthese : supposons qu’il existe P solution.

On sait que P(0) = 0, puis en évaluanten X = 0: P(1) = 1; puis en évaluanten X = 1: P(2) = 2;
puis en évaluanten X = 5: P(5) = 5.

Généralisons ce processus : notons ug = 0 et, pour toutn € N, u,, 1 = ui + 1. Par une récurrence aisée,
ona:Vn €N, P(u,) = uy,.

Le polyndme Q = P(X) — X a donc pour racines tous les termes de la suite (u,,). Comme celle-ci est
strictement croissante (le vérifier!), () a donc une infinité de racines, donc () = Ok[x]. Donc P = X.
Réciproquement, P = X est solution.

Finalement :

S ={X}.
Exercice 17. Raisonnons par analyse-synthése. Soit P solution. Soit Q) € R[X] tel que Q' = P, alors :
VEeZ, Qk+1)—Qk)=k+1,

donc le polynome 7' = Q(X + 1) — Q(X) — X — 1 atous les entiers pour racines, donc une infinité de
racines. Donc T" = Og[y]. Donc :

QX +1)—Q(X)=X+1.

En dérivant cette égalité, on obtient : P(X +1)— P(X) = 1, puis en redérivant : P'(X +1)— P'(X) = 0.
En évaluant cette égalité en tout k£ € N, on a par une récurrence immédiate :

Vk €N, P'(k) = P'(0),

donc le polyndme P'(X) — P'(0) a tous les entiers naturels pour racines, donc est le polyndme nul. Donc
P’ est un polyndme constant, donc P € R;[X]. Il existe donc A, € R tels que :

P=)\X+pu.

Comme P(X +1)=P(X)+1l,ona XX +1)+pu=AX+pu+1,donc A\ +p = p+1,donc A =1,
donc :
P=X+4p.



1 1
Alors ) = §X2—|—MX+1/;commeQ(X+1) =Q(X)+X+1,ona=

1 1
§X2+uX—|—y—|—X+1,d0nc§+u—|—y:y+1,doncu:— Donc

1
P=X+—-.
* 2

Réciproquement, ce polyndme est solution. Finalement :

s={x+3}.

(a) OnnoteP:aﬁ X — 7). AlorsP’—ozZH —7r;
k=1

] ), donc :
k=1 j#k

Exercice 19.

3

H —7’]) X =y

(b) Onnote P = a [ (X — ). Alors P/ = ay _ ay(

X — )t H(X —r;)%, donc :
k=1

i#k

2(X+1)2~|—,LL(X+1)—|—1/:



