PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE POUR LE 3 MARS 2025

Devoir a la maisonn° 9

Exercice 1. .
1. (a) Soit P € R[X]. Montrer qu’il existe un unique ) € R[X] tel que Q' = P et/ Q(t)dt = 0.
0

(b) En déduire qu’il existe une unique suite de polyndmes (B,,),cn telle que :
1
BO = 1, Vn € N, B’:L—i-l = (TL + 1)Bn et / Bn+1(t)dt = 0.
0

Pour tout n € N, on note b, = B,(0).
2. Pour n € N, quel est le degré de B,, ? Déterminer B,, et b,, pour tout n € [0, 5].
3. (a) Montrer que : Vn € N*| B,,11(0) = B,,+1(1). On utilisera astucieusement la définition des B,,.

(b) Montrer par récurrence que : Vn € N, B,, = Z <Z> by XF.
k=0

(c) En déduire, pour tout n € N*, b,, en fonction de by, - - - , b,,_1. Calculer bg.
4. (a) Montrer par récurrence que : Vn € N*, B, (X + 1) — B,(X) = nX" .

BpH(n +1) — p+1

(b) Pour (n,p) € (N*)?, on note S,(n) = Z kP. Montrer que S,(n) = P

k=0
(c) En déduire S,(n) en fonction de n € N* pour p = 1,2, 3, 4.

Exercice 2. On rappelle que, d’apres le théoreme de d’ Alembert-Gauss, un polyndme P de degré n € N
a coefficients complexes admet exactement n racines complexes, éventuellement confondues.
On cherche, dans cet exercice, I’expression générale de ces racines en fonction des coefficients de P.

1. Dans cette question, on considere P = aX?+bX + ¢, on (a,b,c) € C3, avec a # 0.
On note 71, 75 les racines complexes de P, puis :

§1 =11+ 79, Sg =11 — To.

(a) Sil’on échange r; et ro, qu’arrive-t-il a s; et sy ? En déduire que s; et sg sont symétriques en
r1, 79, ¢ est-a-dire invariants lorsque r; et o sont échangés.

(b) Onnote o1 = r1 + 15 et 0 = r175. Exprimer s; et sg en fonction de o et 05.
Que valent 0, o5 en fonction de a, b, ¢ ? En déduire s, et s5 en fonction de a, b, c.

(¢) En déduire r, et r5 en fonction de a, b, c.



Cette page est facultative. ‘

Si vous souhaitez traiter cette page, commencez par l’exercice 3 (rapide) avant de vous attaquer a la
(difficile) fin de I’exercice 2.

2. On considere a présent P = aX® 4+ bX? + cX +d, ot (a, b, c,d) € C*, avec a # 0.
On note 71, 75, 3 les racines complexes de P, puis, en notant j = ei%w :

51 =T1+ Ty + 13, S =11+ jra + j°r3, S3 =11+ j°rs + jrs.

(a) Sil’on échange 7y, 75,73, qu’arrive-t-il a sq, S5, 537
En déduire que s1, so53 et sg + sg sont symétriques en 1, 1y, T'3.
(b) On note :
01:7°1+7“2+7“3, 02:7’17”2+7"17"3+7’27“3 et o3 =1rirars.

Montrer que :
— _ 2 3 3 _ 3
S§1 =01, S283 = 07 —30'2 et 52+83—20'1 —90'10'2"’270'3.

Que valent 04, 05, 03 en fonction de a, b, ¢, d?
En déduire 51, 5953 et s + sg en fonction de a, b, ¢, d.

(c) Expliquer comment calculer si, s, s3 a partir de a, b, c,d, et écrire r1,ry,r3 en fonction de
S1,S9, S3.

3. Expliquer brievement comment généraliser cette méthode lorsque P est de degré n.

Exercice 3.

1. Unrayon laser vertical de longueur ¢ se trouve a bord d’un train se déplacant horizontalement, en ligne
droite, a une vitesse v. On note respectivement ¢, la vitesse de la lumiere, et 7j son temps de parcours
d’un bout a I’autre du rayon laser, dans le référentiel R du train, et c et 7' ces mémes données dans

le référentiel terrestre ‘R.
V2 + 0272

c
(b) La physique newtonienne voudrait que 1" = Tj. La théorie de la relativité affirme au contraire

que la vitesse de la lumiere est indépendante du référentiel : ¢ = cy. En déduire dans ce cas que

1
T =Ty, o y = ———n

(a) Déterminer 7j, et montrer que 17" =

2. On admet que la méme transformation s’applique a I’énergie d’un corps de masse m : £ = vy Ej.
. v , . L.
(a) En supposant v < ¢, c’est-a-dire — tres proche de 0, déterminer un équivalent de £/ — Fj.
c

(b) Cet équivalent étant égal a I’énergie cinétique acquise §mv2, déterminer F.
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