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Devoir surveillé n° 5
CORRIGE

Exercice 1. On résout, en utilisant la méthode du pivot :

r+y+Arz = A x +y +Az = A
r+Ay+z =1 = A=1y +(1-XNz = 1-2A
AL +y+2z = 2—) Ly < Ly—1ILy 1-=XNy +(1-=X)z = 2—1-)\?
Ly <+ Lg—)\Ll
x +y +Az = A
= Y —z = -1
Ly + 5L (1=XNy +(1=X)z = 2—X1—\2
si A#£1
r +y +Az = A
<~ —z = -1
Ly + Ly—(1-X)Ls ~A=1DA+2)z = —(\
x —|—y +)\z = A
— = —1
Ly« gL = 33
si \#£ -2
T +y = —/\%Q
— y = 1
Ly <+ Lo+ L , = A3
L, « L, —\s *2
. — -3
Loe Li-1L RN v:
1 1 — Lo z = 3B

donc le systeme est de Cramer, et :
A+1 1 A+3
= - 1\ # -2 1.
S {( A+2’A+2’>\+2)}Sl 72

r 4y +Az = A
Si A = —2, alors le systéme a 2 pivots et un parametre. Il s’écrit y —z = —1 .Lacondition
0 =3
de compatibilité n’est pas vérifiée, donc le systéme n’a pas de solution : S = ().
Si A = 1, alors le systeme a 1 pivot et deux parametres. Il s’écrit x + y + 2z = 1, et a pour solution :

C’est un point de R?,

S={1-y—=zuy.2)|(y.2) e R®} =R(-1,1,0) + R(—1,0,1) + (1,0,0).

C’est le plan de R? de vecteurs directeurs (—1,1,0) et (—1,0, 1), passant par le point (1,0, 0).



Exercice 2.

1.

On a directement : Vn € N*, u,, > v/n. Ory/n — o0, donc, d’apres le théoréme de divergence

n—-+00
par minoration, (u,) diverge vers +oc.

Par définition, ona : Vn > 2, u, = \/n + u,_1, c’est-a-dire : Vn € N*, u,.1 = vVn+ 1+ u,.

.Ona:u = V1= 1, donc I’ assertion voulue est vraie pour n = 1.

Soit n € N*, supposons que u,, < n. Alors, d’apres la question 2 : u, 11 < Vn+1+n=+2n+ 1.
Or:

Voan+l1l<n+le2ntl<h+1)Pe2n+1<n*+2n+1<n*>0.
Cette derniere assertion étant vraie, par équivalence la premiere 1’est aussi, donc : u, 1 < n + 1.

L’ assertion voulue est donc héréditaire.
Par récurrence, on a donc bien : Vn € N*, u,, < n.

U
. D’apres les résultats précédents : Vn > 2, 0 < u,, = /N +tp_1 < V2n—1,donc: 0 < = <
n
Va2n —1 Vv2n —1 U
———.0r: ——— — 0donc, par encadrement, — — 0.Doncu, = o (n).
n n n—-+00 n n—-+oo n——+o00

. D’apres les résultats précédents :

VnEN*,unH:\/n—l—l—l— 0 (n):\/n+1\/l+ 0 (

n—-+o0o n——+00

Un+1 o
Donc Ve /1+ 2o (1) e L.

Onadonc: u,.; ~ Vn+1, cest-d-dire:u, ~ +/n.
n—-+o0o

n—-+00

):\/n—+1 1+ o (1)

n—-+o00

n+1

n—-4o00 n—-+o0o

un—\/_:\/ﬁ<\/1+%+nﬁo+oo(%)—l).

1 1 1 1
Or:/1+— — -1 ~ —,d DUy — ~ —_— = —,
r \/ +\/ﬁ+n~>0+oo(\/ﬁ) e 2 onc : u \/ﬁnﬁﬂo\/ﬁx%/ﬁ 5
1
Donc lim un—\/_:i

n—-+o0o

.Ona:VneN* u,=vn+ o (\/ﬁ),doncun:\/n+\/ﬁ+ o (v/n).Donc :




Exercice 3.

1. Soit A € M, (R) symétrique et inversible. On a AA™ = I,,. La transposée de cette égalité s’écnt
(AY)TAT = [T, donc, comme A et I,, sont symétriques : (A~")TA = I,,, donc (A™")T = A~. Donc
A~ est symétrique.

2. (a) On a directement : BT = MT(M™)T = MTM = B, donc B est symétrique. De méme, C' est

symétrique.
De plus, M B = I,,, donc B est inversible, d’inverse M. De méme, C' est inversible d’inverse M
(eten fait, B=C = M.
(b) D’apres la question 1., comme B est symétrique et inversible, B~' = M est symétrique. Donc
M? = MM™M = I,.
3. (a) Soient A, B € M, (R). On a directement :

n

tr(A+B) =) (as + byi) = Z a + Z by = tr(A) + tr(B).

=1 =1

(b) Notons C' = A%, Comme A est symétrique, on a : Vi € [1,n], c; = Zazka;ﬂ Za?k >0,

n
donc tr(C) = Z ¢;; > 0. Comme tous les termes de la somme sont positifs, il y a égalité si et
i=1
seulement si : Vi € [1,n], ¢; = 0, c’est-a-dire : V(i, k) € [1,n]?, ai = 0, c’est-a-dire A = 0,,.
4. On a directement :

o tr (M —1,)%) =tr (M —2M+[n):tr(Mz)—tr(2]\/[)+tr([n):b—2a+n,
o tr((M° )2) =tr (M* —2M* +1,) o, ) =t (2M?) +tr (I,) = a—2b+n,
o tr (M — M?)?) =tr (M? —2M*+ M*) i, tr (M?) — tr (21,) + tr (M) = b — 2n + a.

5. Tl est facile de voir que les matrices M — I,,, M? — I,, et M — M? sont symétriques. Donc, d’apres
3.(b), les traces de leurs carrés sont positives. Or, d’apres 4, la somme de ces traces est nulles, donc
elles sont toutes les trois nulles. Donc, a nouveau d’apres 3.(b), ces trois matrices sont nulles. En
particulier : M = [,.

Réciproquement, la matrice M = [, satisfait I’égalité M MTM = I, : il y a donc une et une seule
solution a cette équation.



Probleme.

L Ona:py=1,p1 =1x241=3,p,=2X34+1=T7T,p3=2xT7T4+3=17,py, =2x 17T+7 =41,

etdeméme:qo=1,¢1 =2, =2%x24+1=5,3=2%x5+2=12,q4, =2 x 1245 =29,
d 1 3 7 17 41
onc : == 1, = > = = = T4 - <A
A N R A AR D 29
II. 1. On procede par récurrence double : g =1 > 0,q1 =a; > letg > q1 + qo > 2.

Soit n € N*, supposons ¢, > n et q,y1 > n+ 1, alors :

Lyq

Gnt2 = Ong2Gni1 T @n 2 Quy1 + @ 2 2n+1 2 n + 2.

Par récurrence, on a donc : Vn € N, ¢, > n.
D’apres le théoreme de divergence par minoration, on en déduit que ¢,, — +00.
n——+

2. Ona:
VneN, U1 = (Gng2Pnir1 + Pn)lnrt — (Ani2@uit + @n)Pns
= DPnGn+1 — GnPn+1
= —Up
donc, par une récurrence immédiate : Vn € N, w,, = (=1)"ug. Or ug = p1go — G1po =
apa; + 1 — apay = 1,donc : Vn € N, w,, = (=1)".
De méme :
VneN, v, = (an+2pn+1 +pn>Qn - (an+2Qn+1 + qu)pn
= QAp42Up
= (_1)nan+2-

3. Soit n € N. D’apres la question précédente, on a :

_ Pn+1 Pn  Up <_1)n
Iptl —Tp = —— — — = = ,
dn+1 Gn Gndn+1 Gndn+1
et: 1y
v — a
Tpt2 — Tp = Pnt2 — & = " = ( ) n+2‘
qn+2 Qn GnQn+2 qnqn+2

4. Soit n € N. D’apres la question précédente, on a :

—1)*ay a
+2 2n+2 .
® Lo(ni1) — Ton = Topia — Loy = (=1) ™2 = - > 0, donc la suite (z,) est
. 2nGon+2 d2n42n+2
croissante,
2n+1
_ . (_1> mt A2n+3 o A2n+3 1 .
® To(n+1)+1 — L2n+1 = Top43 — Lap41 = = —— < 0, donc la suite
Q2n+192n+3 Gon+192n+3
(9n41) est décroissante,
(_1)2n 1 )
® Topi1 — Toy = = — 0 puisque ¢, — o0,
q2n92n+1 Q2nq2n+1 n—t+o0 n—r+00

donc les suites (z2,) et (x2,,1) sont adjacentes.

5. Comme les suites (xa,) et (z2,41) sont adjacentes, on sait qu’elles convergent vers une méme
limite v € R. Comme ces deux sous-suites partitionnent la suite (z,,), on en déduit que la suite
(z,,) est elle-méme convergente, de limite c.



II. 1. Comme les suites (x2,) et (x2,41) sont adjacentes, avec (xs,) croissante et (2, 1) décroissante,

on a directement : o < a < x1, ¢’est-a-dire ap < a < ag + — < ag + 1. Donc ag = | .
aq

2. On raisonne par récurrence :

Aol 1 1
Ona:x():@:ag,xlzﬁ:i:a(ﬁ——et:
qo0 q1 a1 a
a9P1 +p0 a2a1a0+a2+a0 as 1
Ty = = =a+ ———— =0+ ——1.
azq1 + qo agar + 1 aza; + 1 @+ o

Soit n > 2, supposons 1’assertion vraie au rang n. Considérons la suite (b,,) suggérée, et notons
(yn) la suite correspondant a (z,,) pour (b,). On a donc : Vk < n — 1, yp = x. De plus, par
1

hypothese de récurrence, y,, = ag +

I .
ay + ast—=~L—

Cet 1

An+1
Il ne reste plus qu’a montrer que y,, = Tp41 :
y _ bnpn—l + Dn—2
" ann—l + qn—2
ap + ﬁ Pn—1 +pn—2
<an + an1+1> Gn—1 + qn—2

(anan—i-l + 1) Prn-1 + Ap+1Pn—2

(anan—l—l + 1) dn—1 + Ap+1Q9n—2
an—l—l(anpn—l + pn—2) + Pn—1
an—i—l(a?‘LQn—l + Qn—Q) + dn—1
An+1Pn + Pn—1

Apn41Gn + qn—1
Pn+1

dn+1
= Tnp+1,

donc I’assertion est vraie au rang n + 1. Par récurrence, elle est donc vraie pour tout n € N.

3. On adirectement : Vn € N, o, = a,, + .
Opt1

4. Soit n € N. On a directement : o, 1 > a,+1 > 1, donc, d’apres la question précédente :
a, < a, < a,+ 1,etdonc: a, = [a,].
1

a — Qo

, puis a; = |aq]. Et ainsi de suite,

1 .
par récurrence : pour n € N donné, «,, et a,, étant connus, on calcule o1 = — puis

n — Qn

5. On a vu que gy = |«]. On calcule alors a; =

An+1 = Lan+1J-

6. Pour @ = V2 :onaag = [V2] = 1, puis oy =

1 ) . .
g = —— = 1, donc a; = a; = 2; donc les suites («,,) et (a,,) sont stationnaires, et
V2+1-2 (an) et (an) )
1

ona:ayg=letVn > 1, a, = 2. C’est le cas traité en 1., et on peut en effet vérifier que x4, = 2

1
W =2+ 1, donc a; = || = 2, puis

est une bonne approximation de V2.



1 V3+1
V3 -1 2

Pour @ = V3 :onaay = [V3] = 1, puis a; = ,donc a; = || =1,

. 1 : 1
puis o = F = \/§+ 1, donc a9 = L\/g—i- 1J = 2, puis az = m = O, donc
az = a; = 1. Par une récurrence immédiate, on a donc : ayp = let:Vn € N, ag,.1 = let
Aopy2 = 2.
On a ainsi obtenu les développements en fraction continue suivants :
1 1
V2=1+ —— ¢t V3=1+ —_—,
2+ D — I+
+—1; 2+ —L;
2tor L ==

que I’on note de fagon plus pratique :
V2=101,2,2,2,2,..] et V3=[1,1,2,1,2,1,2..].
En voici d’autres :

1++5
2

=[1,1,1,1,1,..], e=[21,2,1,1,4,1,1,6,...], ==[3,7,15,1,292,1,1,1,2..].



