PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE 7 FEVRIER 2025

Devoir surveillé n° 5

Durée : 3 heures. Calculatrices non autorisées.

La notation tiendra largement compte de la qualité de la rédaction.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans [’ordre souhaité.

Les exercices qui ne sont pas traités dans [’ordre doivent étre rédigés sur des copies séparées.
Le sujet et le brouillon ne sont pas a rendre. Le bareme est indicatif.

Exercice 1. (6 points) Soit A dans R. En utilisant la méthode du pivot, résoudre le systeme suivant :

r+y+Arz = A
r+Ay+z =1 )
M4y+z = 2—A

On précisera, selon les valeurs de A, le nombre de pivots et de parametres du systéme, et on décrira
précisément I’ensemble des solutions obtenu.

Exercice 2. (6 points)

On considere la suite (uy, ),en+ définie par: Vn € N*, u, = \|n + \/n -1+ \/n — 244+ /24+ V1

AN o e

Montrer que (u,,) diverge vers +o0.
Soit n € N*. Déterminer une relation simple entre u,, {1 et u,.
En déduire par récurrence que : Vn € N*, u,, < n.

A I’aide des résultats précédents, montrer que : u, = o (n).
n—+oo
En déduire un équivalent simple de w,, .1, puis de u,,.

Déterminer lim wu, — /1.
n——+00

Exercice 3. (8 points) Soitn € N*. Soit M € M, (R) telle que MM™M = 1I,,.

1.
2.

Montrer que si A € M, (R) est une matrice symétrique et inversible, alors A~" est symétrique.
Onnote B=M"MetC =MMT.

(a) Montrer que B et C' sont symétriques et inversibles.

(b) En déduire que M est symétrique. Que vaut alors M3 ?

. Pour A = (a;;)1<ij<n € M,(R), on appelle trace de A la somme des coefficients diagonaux de A, et

on note : tr(A) = Z @i
i=1

(a) Montrer que : VA, B € M,(R), tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).
(b) Montrer que si A est symétrique, alors tr(A?) > 0, avec égalité si et seulement si A = 0,,.

. Onnote a = tr(M) et b = tr(M?).

Exprimer, en fonction de a, b et n : tr ((M — [n)Q), tr ((M2 — In)Q) ettr ((M — M2)2).

. En déduire que M = I,,. Conclure.
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Probléme. (12 points)
Soit (ay,)nen une suite d’entiers naturels non nuls. On pose alors :

Po = Qo @ = 1
p1 = apaj +1 et G = a ;
Vn € N> Dn+2 = Qni2Pnt1 + Pn Vn € N> Gn+2 = Qpi2Qn+1 T qn
puis: Vn € N, z,, = Pn.
qn

L

II.

I1I.

Dans cette question uniquement, on suppose que ag = 1l et: Vn € N* a,, = 2.
Calculer p,, ¢, et z,, pour tout n. € [0, 4].

1.
2.

3.
4.
S.

Montrer que : Vn € N, ¢, > n. Que peut-on en déduire pour la suite (g,) ?

Pour tout n € N, on note u,, = Pn11Gn — Gni1Pn € Uy = PrnioQn — QnioDn-
Montrer que : Vn € N, u,, 1 = —u,. En déduire I’expression explicite de u,,, puis de v,,.

En déduire, pour tout n € N, z,,,1 — x,, et x,,,2 — x,, en fonction des termes de (a,) et (¢, ).
Montrer que les suites (x9,) et (z2,41) sont adjacentes.

En déduire que la suite (x,,) est convergente. On notera désormais « sa limite.

Pour tout ¢t € R, on note |¢| la partie entiere de ¢.

I.
2.

. Onnote a présent : Vn € N, o, = a,, +

Justifier que 7y < o < x;. En déduire que ap = |« ].
1
1
az+ 1
. 1

Montrer que : Vn € N, x,, = ag +

ai

Question difficile ! On pourra montrer ’égalité aux rangs 0, 1 et 2, puis procéder par récurrence

en considérant by, by, - - - , b, tels que : Vk € [0,n — 1], by, = ay et b, = a,, +

Ap+1
1

T . En particulier, oy = a.
An41 + T

antat

Ap42+
Déterminer une relation simple entre v, v, 1 et a,.

4. En déduire que : Vn € N, a,, = |a, .

. En déduire un algorithme permettant de déterminer la suite (a,,) & partir de la valeur de .
. Déterminer la suite (a,,) pour & = /2, puis pour a = /3.
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