PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE

MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 7

CORRIGE

Exercice 1. On applique la méthode du pivot comme suit :
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C’est un systéme de Cramer. L’ensemble de ses solutions est le point de R* S = {(1,1,1)}.
Il reste a traiter les cas particuliers :
e Si2m—-1=0:
2] 4y =22 =0 @] +y -2 = 0
(B1) < 0 =0 & PR
Y o3z =1
-3z = =2
L1<—L1—L2 +Z = 2

C’est un systéme a 2 pivots et 1 parametre. L’ensemble de ses solutions est :

S={(-24+322—-2,2) | ze R} =R(3,-1,1) + (—2,2,0),

¢’est-a-dire la droite de R? de vecteur directeur (3, —1, 1) et passant par le point (—2,2,0).
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e Si2—m=20:

[z] +y —2z = 0
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C’est un systeme a 2 pivots et 1 parametre. L’ensemble des
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solutions est :
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S={(1,-1+2z2)| z€ R} =R(0,2,1) + (1,—1,0),

¢’est-a-dire la droite de R? de vecteur directeur (0,2, 1) et passant par le point (1, —1,0).

Exercice 2.
1. On détermine I’inversibilité de P par la méthode du pivot :

0 -1
1 1
1

2
1
-1 1

O O =

0 0
10 |, ~
0 1 Ly < L
Ly +— L3+ 1,

Y

L3 — L3 + 2L2

Ly <« —1Lo
L3<—%i

Lo < Ly+ 2L3

Ly Ll—L3

~Y

L1<—L1—L2

o
o |
—
RN
o~ O
— O
— O

1 1 1|0 10
0 -1 2|1 00
0 0 6[/2 11
11 1/0 10
01 —2[-10 0
1 1 1
0 L3 5 3
110]-% 2 -1
010/ 11 2
L B
1
0013 § 5
100 2 %:g
oo 1| 1
00113 § 3

La matrice P est donc équivalente par lignes a la matrice identité, donc P est inversible et :

1 1
03 73
pi_|_L % .t
Bog
3 6 6
2. Un calcul direct donne :
1 11 0 -1 2
MP=11 0 0 1 1 1
1 00 -1 1 1
puis
0 3 =3 0 1 4
D=P'MP=-|-2 2 2 0 —
2 1 1 0 —

0 3 -3
—2 2 2
2 1 1
0 1 4
=0 -1 2],
0 -1 2




3. D’apres la question précédente,ona: M = PDP™ ',
La formule voulue est donc vérifiée pour n = 0 et n = 1. De plus, si elle est vérifiée a un rang n € N
quelconque, alors, par associativité du produit matriciel :

M™' = M"M = (PD"P~Y(PDP~') = PD"(P'P)DP~' = pp"t'p~1,

donc la formule est vérifiée au rang n + 1. Donc par récurrence, la formule est vérifiée pour tout rang
n € N.

4. Comme D est diagonale, on a directement :

0 0 0
D’=1I5,et : ¥YneN, D"= [0 (-1D)" 0|,
o o0 2"

donc : M° = I, et: V¥n € N*,

L (22 () 2T =2 (<)t 2T =2 x ()"
M"=PD"Pt=_ | 2" 2 x (1) 2"42x (=1)" 2" 42 x (—1)"
2"l 2 (=)™ 2" 42 x (=) 2" 42 x (=1)"



