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Devoir surveillé n° 4

CORRIGE
Exercice 1.
x 1 t—a—l—l z xl—a _ el—oc
1. On a, si 1:1, = —dt = = .
(a) Ona,si a # o) o {—a—i—l]e "o

1
Etsia=1:119(x) = / ;dt = [Int]} = In(z) — 1.
(b) Ona: I o(z) — +oo.
T—+00

De plus, si a # 1, alors P(c,0) est vraie si et seulement si 2'~* admet une limite finie quand
xr — 400, c’est-a-dire lorsque 1 — a < 0, c’est-a-dire o > 1.
Donc P(a, 0) est vraie si et seulement si o > 1.

Int
2. (a) Ona: /idt /u’(t) X u(t)dt en posant u(t) = Int, donc :

Int  u(t)? N (Int)?

= c= 5 +c ceR.
Donc : ) )
Int nt)?]* (1 -1
Vo > 1, I _1(27) = / - ) = %
’ 2 ], 2
(b) Ona:
In¢ U vl et
Lo / ——dt = |In(t) x - / ° x dt
’ —a+1 .t —a+1
' In(z) — € = 1 v
= — tdt
1l -« 1 -« /e
B l‘l_a 111(1‘) _ el—a xl—a _ el—a
B e (1—a)?
(c) D’apres (a), I —1(x) —> +00.
Sia > 1, alors z' —+> 0 et, par croissances comparées, '~ In(z) —+> 0 également, donc,
T—+400 T—T00

d’apres (b), P(a, —1) est vraie.

Si o < 1, alors, a nouveau par croissances comparées, Ia,_1($) — +00.
T——+00

Donc P(a, —1) est vraie si et seulement si a > 1.

d 1
3. (a) Posons u = Int, alors a_ T donc dt = tdu = e“du.

dtt:x 1 u=Inz 1 Inx
On aalors : [y s(z) = /t BT ————dt = /u B We“du = /1 u™ P du.
1 P_1 1 — el s

(b) Sif#1,alors 1 g(z) = % = I (In(z)) — ﬁ_

Inz

d

(c) Sif=1,alors: [ 1(z) = / o = [In |u|]1n"” In | In(z)|. Donc I 1 (x) —+> +00.

1 u T—400

Dongc, d’apres (b) et 1., P(1, 3) est vraie si et seulement si > 1.



Exercice 2.

1. Soit (a,b) € (N*)?.Ona: (a,b) € f' ({d} x N*) < aAb = d, et, par définition du PGCD, aAb = d
si et seulement s’il existe a’, ' € N* premiers entre eux tels que a = da’ et b = db'.
2. Soit (a,b) € (N*)?2.Ona:

(a,b) € f~H({(15,180)}) < (a Ab=15eta V b= 180).

Or, d’apres 1 : (a Ab = 15) si et seulement s’il existe a’, b’ € N* premiers entre eux tels que a = 154’
etb = 150" Alors :

(a,b) € f~1({(15,180)}) (' A =T1et15a't = 180)

(@' ANV =1etd xb =12)

(a/,0) = (1,12), (3,4), (4,3), (12,1)
(

a,b) = (15,180), (45,60), (60,45), (180,15).

teoe

Finalement : £~ ({(15,180)}) = {(15, 180), (45,60), (60,45), (180,15)}.

3. D’apres la question précédente, (15, 180) a 4 antécédents par f, donc f n’est pas injective.
Par ailleurs : V(a,b) € (N*)?, a Ab < a Vb, donc, par exemple, (3,2) n’a pas d’antécédent par f.
Donc f n’est pas surjective.

4. (a) Supposons que (d, m) admette un antécédent par f dans A, notons (a, b) un tel antécédent. Alors,
avec les notations de la question 1 : da’b’ = m, donc d divise m.

(b) Soit (a,b) € A. Avec les notations de la question 1 :

(a,0) € f1({(d,m)}) & (aAb=detaVb=m)
& (d AV =1letddt =m)
& (A =1etdt =q).

Si ¢ est premier, alors :
(d ANV =1etdV =q) < (d,V)=(1,9) & (a,b) = (d,m),

c’est-a-dire que (d, m) est le seul antécédent de (d, m) par f dans A.
Si ¢ n’est pas premier, notons ¢ = q1qz avec 2 < ¢; < qgo < ¢ — 1, alors :

(@AY =Letal = q) < (@, }) = (1,g) ou (g1,42)) < ((a,b) = (d,m) ou (das, da))

c’est-a-dire que (d, m) et (dqy, dgs) sont deux antécédents distincts de (d, m) par f.
Donc (d, m) admet un seul antécédent par f dans A si et seulement si ¢ est premier.
5. D’apres la question 4, en notant P I’ensemble des nombres premiers :
A'=B = {(d,m) € (N*)* | 3¢ € P, m = qd} conviennent.
Entre ces ensembles, I’application f est I’application identité.



Exercice 3.

1. Comme f est solution de (F), f est nécessairement dérivable.
De plus, on a directement :

Vo e RL, f'(x) = — (1)-_1. (F)

212 z 2

1 ) .. . .
Comme z +—> 22 est usuellement dérivable sur R, et que f est dérivable, leur produit I’est également,
T

donc f’ est dérivable. Donc f est deux fois dérivable

e . 1, /1
2. On dérive I’égalité (F') : Vo € RY, f"(z) = ( > ~ 5 ,(E> :
1 1
Or, toujours d’apres (/') : Vo € RY, <—) = — 3 Donc :
T
Vo € Ry, [(0) = (2 @)+ 1) = 15/ (@) +
+ x 42 4zt

c’est-a-dire : 4o f” + 8z f + f = iQ — 4.
T
3.0na:Vt € R, ¢(t) = e'f(e') = xf'(x), puis ¢"(z) = e'f'(e") + ' f(e") = af'(x) + 2> f" ().

Donc : ]
4q" +4¢ + g =42 f" +daf +daf + f o — 4 = e — 4¢.
" @

4. L’équation (E") est une équation différentielle linéaire du second ordre 2 coefficients constants.
Le polyndme caractéristique associé a (E"), P(r) = 4r® +4r + 1 = (2r + 1)2, a pour racine double
1

r=—-.
2
L équation homogene associée a (E”) a donc pour solutions les gy, : ¢ — (A + p)e ™% avec A, yu € R.
4 1 4
De plus, luti rticuliere de (E") est g, : t — ————e 2 — — el = 72 — ¢!
e plus, une solution particuliere de (E”) est g, P(—2)€ P(l)e 3¢ 3¢
Donc :

9
5. D’apres le résultat précédent, et comme ¢ = In(z), on a:

Aln(z) +p 1 4z
C=dfiam 22T TR, - 2 )\ eRY.
{f T NG + 5. 9\ RS }

| 1
M _— — — deﬁnle sur R

.1 4
S" = {g:tl—>()\t+u)e2+—€2t—§€t|>\,MER}-

6. Soient A\, i € R, soit f : z +—>

NG 922 9
Alors :
voeRe, £(1) = (CAln(@) + v+ L — 2
R G P TVAET T g
o A 1AIn(z) 2 4
n(x)+ u
R* ! — . e =
vz ER, flo) r 2 g 923 9’
donc : () < uv/r = 22/ — uy/z < X = p. Finalement, par analyse-synthese :

In(z) +1 J
S = : A————+ ——— | AeER;.
{f v Vi T 922 9 A€ }



Probléme.

I. 1. I’équation est définie sur le domaine de définition de la fonction In, donc 7 = R7.
2. Soit t dans I et (a,b, c) dans R?, ona:

a bt+c (a+b)t*+ct+a

e ttz4+1) 7

donc, par identification, I’égalité voulue est obtenue si et seulementsia+b =0,c=0eta = 1,
c¢’est-a-dire (a,b,c) = (1,—1,0).

1
3. D’apres la question précédente : f : ¢t — — —

t o 1 2
LT ELT de primitive F' : ¢ — In(t) — 5 In(t* +1).

4. Une primitive G est donnée par :
t 2 t t 2 2
t t 1
VEERL, G(t) = / rlnxdr = [%lnx] —/ T = - In(t) — —+ .
1 1
5. Une primitive H est donnée par :

t
Vit e RY, H(t) = /(1—x2)lnmd:p
1

II. 1. La fonction z est dérivable /ett: . ” ” .
vte R, 2(t) = #(t) = L0 _ YO s 7y — yt( ) ¥l +2yt( ) dou:

t t2 2 t2 3 2
/ 2 2
t7 Z2=0 & y' 2L 122 - =
T yooey t2+t§t2+1)y 2 +1)”
2t
N T ! =0.
Yopd TeerY
2. Cette équation s8’écrit 7' + m Z = 0, équation d’ordre 1 de coefficient a : ¢ — POCEER P 1)

de primitive A : ¢ + 2Int — In(¢* + 1). Les solutions sont donc :

2 241 1
{Z:tn—>)\e<2mtln(t“)):)\ + :A(1+t—2) IAGR},

t2

{z:tHA(t—%)+u|(A,u)€R2}7

{yn it > X —=1) +put | (A p) e R?}.
IL 1. Onay, = Nt + A4 p/(t* — 1) + 2tp = A + 2tp, puis y) = X + 2u 4 2ty

d’ou

d’ou



2. 0Ona:

2t 2 2t
i 'y, = N +2u+2y — A+ 2t
At 2 —1
+t2+1< ol )
~ vaonr s (9 4¢2 +2t2—2
- : Pl ey )l
= N +2,

d’ou I’équivalence voulue.

. Les fonctions X" et 1/ sont solutions du systéme linéaire :

N+ 2ty = (*+1)Int
t\ + (-1 = 0 ’

c’est-a-dire par Lo <— Lo —tL; :

N o+ 2y = (P4 1)Int
wo= tint ’

c’est-a-dire par Ly <— Ly — 2tLs :

N = (1 —-t*Int
T tint ’

donc A = H et u = G conviennent. Donc une solution particuliere de (F) est :

St 752—ﬁ lnt—tQ—i—ﬁ—i— flmt—f (t* — 1)
Y 3 0 " \2 1 ’

c’est-a-dire :
tn—>t4lt+t21t O _3p
: —Int+ —Int — —t" — -t~
o 6 2 36 4
. On rassemble les solutions homogenes et la solution particuliere trouvées pour obtenir I’en-

semble des solutions de (F)) :

y:tHA(tz—l)+ut+ﬁlnt+ﬁ1nt—3t4—§t2|(A p) € R
6 2 36 4 ’



