PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 6
CORRIGE

Exercice 1.
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Soit pdans N, ona: I(p,0) = [ tPdt = -
oit pdans N, ona: I(p,0) /0 lp—l—l

Posons x = 1 — ¢. Alors de = —dt, d’ou :

I(p,q) = /:1 (1 — t)dt = /;0(1 — 2)P2f x —dz = /01 29(1 — 2)Pdx = I(q, p).

=0 =1

. Soit (p,q) € N x N*. Alors, par intégration par parties :

1

e 1 4p+1 ) q
I = 1-0)7 — —q(1 =) dt = ——1 1,g—1).

Soit (p,q) € N2 On raisonne par récurrence : si ¢ = 0, 1’égalité est vraie (le produit vide valant 1).
Si ¢ > 1, on suppose I’égalité vraie pour tout (p, k) € N* avec k < ¢ — 1. Alors, d’aprés la question
précédente et par hypothese de récurrence :
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I = L Ipriqg—1
(p,q) P (p+1,q—1)
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q q—1—k
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= Ip+1+4+4¢—1,0)- par changement de variables [ = k + 1
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Par récurrence, 1’égalité voulue est donc bien vérifiée.

. D’apres la question précédente et la question 1. :

I(p.q) = 1 (g — k) B 1 ¢ 1 pl¢d 1 1
. pHa+ 111 o(p+k+1) p+ag+1®d pig+l(p+q)! p+g+1(77)

p!

D’apres la formule du bindme de Newton :

= [0 (S (o) =B (e [ a2 ()5

k=0 k=0 k=0
On a donc d’apres la question précédente :

i(q) (- 1 1
e kE)p+k+1 p+q+1(p;q)




Exercice 2.
1. (a) On procede par intégration par parties :

t 2t
t 1 1

= +/ 1dt
- 21Jgt2 21+¢t2

= D) + 5 arctan(t) + ¢, c € R.

1+ -t 1
(1+2)2 1+

(b) On remarque que : Vt € R, g(t) = — f(t),d’ou:

/g(t)dt = / dt__ /f(t)dt = %arctan(t) + ! +c ceR.

1412 2(1412)

2. On cherche ¥, sous la forme yo(z) = az® + bx + ¢. Alors y[/(¥) = 2a, donc ¥ est solution de (E)
si et seulement si 2a(z® + 1) — 2(ax® + bw + ¢) = 0, c’est-a-dire, par identification, si 2b = 0 et
2a — 2¢ = 0, soit b = 0 et a = c. Donc yo(z) = 2% + 1 convient.

3. On pose donc y = yyz. Alors :

(@*+1)y" =2y =0

/

2y02" + 42" =0
vl +2yyZ =0 ou Z=~2,

donc, avec yo(z) = 2> + 1, Z est solution de (E') : (2* +1)Z' +42Z = 0.

4
4. L’équation (E') se normalise : Z'+ 3 i 1 Z = 0. Cette équation a pour solutions les Z : = — Ae~A@)
x
4 2 A
ou A(z) = / o i 1dx = 2/ p f_ 1d;v = 2In(z? 4 1) convient, soit Z : x — CEE = \g(x),
avec A € R. \
Onadonc z : z +— B) arctan(x) + 2(1—_;[:52) + pavec (A, i) € R?, d ot finalement, comme y = o2 :
R —- R
S = : 241 A A ) € R?
Y r o AL + arctan(zr) + ; + p(x? + 1) (A )



