PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE 22 NOVEMBRE 2024

Devoir surveillé n° 3
CORRIGE

Exercice 1.

1. (a) Soitz € R. f,(x) est défini lorsque In(x) ’est, donc D = R,
On a directement : f,,(z) 0, oo Et par croissances comparées, f,(z) — 0.
T—r100 r—

(b) La fonction f,, est le produit de = — x par x — Inxz (n fois), usuellement dérivables sur R’ ,
donc f,, est dérivable sur R} . Ona:

Vo € R, fi(z) = (In(z))" + 2 x n(In(z))" " x é

= (In(z))" '(In(z) + n).
(c) La tangente en e 2 la courbe de f,, a pour équation :
y=frle)(x—e)+ fule) = (n+1)(z —e)+e=(n+1)z —ne.
2. (a) Soitz € D.Comme x # 0,ona:
fiz) = fo(z) & zIn(z) = 2In(z)? < In(z) =0ou In(z) =1 < 2 = 1 oue.

Les courbes de f; et de f, se rencontrent donc deux fois, en 1 et en e. Comme f; et fy sont
continues, les positions relatives des courbes restent inchangées entre ces points.
e Sur|0,1[: fi(z) < Oet fo(x) > 0, donc la courbe de f; est en-dessous de celle de f,

e Sur |1,e[ : on a par exemple f1(2) = 2In2 > f»(2) = 2In*(2) puisque In2 < 1, donc la
courbe de f; est au-dessus de celle de f5,

e Sur Je, +o00 : par croissances comparées, la courbe de f; est en-dessous de celle de fo.
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(b) Ona:VreRY, fi(z)=In(z)+1>0< x> —,d ol le tableau :
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_ . N nel >4 si n est impair,
3. Ona:Vz e R, f/(z) = (In(z))""" (In(z) +n) >0 & { v <L ouz>1 sinestpair.

On en déduit, si n est impair :
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4. Cf le graphe.



Exercice 2.

A z PR . ; 2pT
1. On reconnait une somme géométrique de raison w” = e'» # 1. Donc :

- 1 — (wP)" 1 — (wm)P
prk:wpﬁzoﬂ’&:O car w" = 1.
— 1—wPp 1—wpP

Sip =n,alors : Vk € [1,n], w™ = 1, donc Zw"k =n.
k=1

1
2. Soitz =z +iy € C.Ona: 2* = (22 — y*) + 2izy, donc Im(2*) = 2wy, donc f(z) = §Im(z2).

Le nombre 2 est également I’affixe du point du plan de coordonnées (x, ). A cette affixe, I’application
f associe le produit xy des coordonnées, comme le fait une table de multiplication standard.

3. Le polygone considéré est I'image par une certaine translation, rotation et homothétie du polygone
dont les affixes des sommets sont les racines 7™ de ’unité. Soit c le facteur de translation, # I’angle
de rotation et  le facteur d’homothétie, alors : Yk € [1,n], 2 = ¢ + rew”. Donc b = re'.

Les roles de ¢, r et 6 sont décrits ci-dessus; c est par ailleurs le centre (I’isobarycentre) du polygone.

4. Ona:

n

WD) = g (04 )

k=1

ol : Vk € [1,n], 22 = (c+ bw*)* = ¢ + 2bcw® + b*w?*, donc :
Z: = 202 + chZwk + b Zw% =nc® dapres 1.,
k=1 k=1 k=1 k=1

donc : %Zf(zk) = %Im () = flo).

5. Le résultat ci-dessus signifie que, lorsqu’on trace un polygone régulier sur une table de multiplication,
la moyenne des valeurs aux sommets est égale a la valeur au centre. Par exemple :

1 9 123 4|5 67 89
2 18 2 4|6 |8 [10]12]14 16|18
3 27 369 18|21 | 24 | 27
4 36 4 28 32 | 36
5 45 5 01 0|35 40 | 45
6 54 6 42 | 48 | 54
7 63 7 14 35 | 42 | 49 | 56 | 63
8 |16 32 | 40 | 48 64 | 72 8 |16 |24 | 32| 40 | 48 | 56 64 | 72
9 18.[2 1ol 360w do w500 v 63 vl 2|w Sl 9 18 | 27 | 36 | 45 | 54 | 63 | 72 | 81
S+32+56+24+8 ¢ 12424436428+ 12+8 _
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Cet exercice est inspiré de la publication de Charles Delaporte disponible lici.


https://hal.science/hal-03842537v1/document

Exercice 3.

1.

2vVr —1 c

c’est-a-dire (z — 2)* > 0. Donc f est définie sur Dy = [1, +oo] et continue sur cet intervalle comme
2Vx —1 c

T

Soitz € R. f(x) est défini lorsque x # 0,z—1 > 0, et [—1, 1], c’est-a-dire 4(z—1) < 22,

composée de fonctions usuellement continues. Elle est dérivable lorsque x — 1 > 0 et

] — 1,1], c’est-a-dire = # 2, donc sur D = ]1,2[ U]2, +-o0l.
g(x) est défini lorsque z — 1 > 0, donc g est définie sur D, = [1, +o0] et continue sur cet intervalle
car composée de fonctions continues. Elle est dérivable lorsque 2 — 1 > 0, donc sur D), = |1, +-00].

Jr—1 /
.Ona: f = arcsinou avec u : x + 2 x , donc : Vx € D}7 f'(z) = & avec
x 1 —u(r)?
2—zx 1 2—x
u'(z) = —————. Finalement : Vo € D’;, f'(z) = .
(@) x2x —1 r f@) z/r — 112 — x|
/
De méme : g = arctanov avec x : * — vz —1,donc : Vo € D! ¢(x) = ﬂ, avec
g 1+v(z)?

1 1
v'(r) = ——=—. Finalement : Vz € D', ¢'(z) = ——.
() 2vVre —1 gg() v — 1
Les deux fonctions ont la méme dérivée sur |1, 2[, donc, comme elles sont continues en 1 et en 2, elles
different sur [1, 2] d’une constante égale a f(1) — g(1) = 0—0 = 0. Donc f et g sont égales sur [1, 2].
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Probleme.

I. L’équation (E) : 2° + 2+ 1 = 0 a pour discriminant A = 1 — 4 = —3, donc a pour solutions

2
—14+iv3 1\? 3
212:—2\/__Ona|2172|2: (—) + <£> :1,d0nC|2172| =1<2.

II.

I1I.

[S—

’ 2 2 2

. La fonction f est dérivable sur R car polynomiale, et : Vo € R, f'(z) = 32% + 1 > 0, donc f

est strictement croissante sur R. De plus, f(z) — —ooet f(x) — +oc.
T——00 T—+00

. D’apres la question précédente et d’apres le théoréme de la bijection monotone, f est bijective
de R dans R > 0, donc 0 admet un et un seul antécédent r par f. De plus, f(—1) = —1 < O et
1 3 ) 1
f (—5) =3 > (, donc comme f est croissante, r € }—1, —3 {
. Endéveloppant: 2° +z+1=(z —7)(z —21)(z —20) = 2° — (r + 21+ 22)2° + (r2) +r20 +
2122)z — 12122, donc par identification : r + 21 + 2o = 0 et —rz125 = 1. Donc 21 + 25 = —r et
1
Z1R9 — ——.
r
1 1
.Onalz+ 2o =r| < let|zi29| = o <73 =2
r =
2
.Onaz =z + 29 — 2o, donc |21| = |21 + 22 — 2] < |21 + 22| + | — 22| d’apres I'inégalité
. . . 2
triangulaire. Or d’apres la question précédente, |z; + 23| < let| — z| = |z < 1 donc
Z1

2
|21| <14+ —.
|21

Si |z1| > 2, alors d’aprés I’inégalité précédente : |z1| < 1 + 2 2, ce qui est absurde. Donc
|21] < 2, et donc par symétrie |25 < 2. Comme |r| < 2 également, on a le résultat voulu.

Onaa" = —a — 1, donc par inégalité triangulaire : [a|" = | —a—1| < |—a|+]|—1] = |a| + 1.
La fonction f : x + 2" — x — 1 est dérivable sur R, et : Vo € Ry, f'(x) = na"' — 1. En
particulier : Vo > 2, f'(z) > Oet f(2) = 2" —3 > 0 (car n > 2), donc f est strictement

positive sur [2, +o00[. Comme f(]a|) < 0, on a donc |a| < 2.
Donc pour tout . > 2, les solutions de 1’équation (F,,) sont de module strictement inférieur a 2.



