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TD 15 : Corrigé partie Centrale

1 Centrale PC écrit

I Fonction zéta
On note ( la fonction de la variable réelle x définie par :

+oo 1
((z) = v
n=1
On note D¢ son ensemble de définition.
1) Déterminer D;.
2) Montrer que ¢ est continue sur De.
3) Etudier le sens de variations de (.
4) Justifier que ¢ admet une limite en +o00. La déterminer.
5) Soit z € D¢ et soit n € N tel que n > 2.
ntl dt 1 nodt
Montrer : / — < — g/ —.
n tx nx n_1 1%
6) En déduire, que pour tout x € D,

1 1
4 <(@) <14 ——.
t e s@ st

7) Déterminer la limite de {(x) lorsque = tend vers 1 par valeurs supérieures.
8) Retrouver la limite de ((x) lorsque = tend vers +oo.
9) Donner lallure de la courbe représentative de (.

ITI Etude d’une fonction définie par une somme

Dans cette partie, f désigne la fonction définie par

On note Dy I'ensemble de définition de f.

IT.A - Ensemble de définition et variations

10) Déterminer Dy.
11) Montrer que f est continue sur Dy et étudier ses variations.

I11.B - Equivalents

Soit k € N*.

12) Calculer f(k).

13) En déduire un équivalent de f en +oo.

14) Pour tout « € Dy, vérifier que « + k € Dy, puis calculer f(z + k) — f(x) en travaillant sur les sommes
partielles.

15) En déduire un équivalent de f en —k.

Quelles sont les limites a droite et a gauche de f en —k 7



I1.C - Dérivées successives

16) Montrer que f est de classe C* sur Dy et calculer F*)(0) pour tout k € N*,

Solution :

1
1) On cherche donc ’ensemble des réels x tels que la série E — converge. Ceci se produit (critére de
n
n>1

Riemann) ssi ¢ > 1 donc | D¢ =]1, 4o0[ (M

1
2) Posons, pour n € N* et x > 1, un(z) = — = exp(—xIn(n)) en vue d’appliquer le théoréme de conti-
n

nuité pour les séries de fonctions.
Pour cela on note déja que chaque wu,, est notoirement continue sur D¢.
Prenons un segment [a,b] C D¢ ( notez que ceci implique a > 1) et établissons la convergence normale sur
ce segment de la série de fonctions Z Upy.
n>1
Soit n > 1, Vz € [a,b], |up(z)| = exp(—zIn(n)) < exp(—aln(n)) ( par croissance de ’exponentielle). Ainsi

Vn > 1,Vz € [a,b], |un(z)] < — et la série de Riemann Z — converge ( puisque a > 1), nous avons établi
n n
n>1
la convergence normale voulue.
Le théoreme de continuité, appliqué ici a la série de fonctions Z Uy, assure de la continuité de la somme
n>1
de cette série de fonctions sur D¢.
Autrement dit ¢ est continue sur son domaine de définition H
NB : Nous avons en fait montré que la série de fonctions Z Uy, convergeait normalement sur tout intervalle
n>1
du type [a, 00[, ou a > 1.
3) Chaque u,, est décroissante sur D¢ donc, par croissance des sommes de séries convergentes, ¢ y décroitll
4) Tout d’abord la positivité de la fonction ¢ et sa décroissance font qu’elle admet une limite ( finie et
positive) en +o0.

De plus pour n > 2 u,(z) = exp(—zIn(n)) it 0 ( en effet In(n) > 0 alors que ui(z) =1 it 1.
x [e.9] X o

Il en résulte bien que chaque w, posséde une limite en 400 et, puisque ( comme observé ci-dessus)la série

de fonctions Z uy, converge normalement sur [2, 0o[, nous pouvons utiliser le théoréme de la double-limite
n>1

qui nous dit ici que : (Z up) () ol Z lim w,(x) =1. Soit aussi| ((z) — 1A

r—r—+00 Tr——+00

5) Posons, pour z > 1l et t > 1, g,(t) = t T, Cette fonction est positive et décroissante. Il en résulte
immédiatement I’encadrement demandéll
x > 1 est fixé dans la question suivante.
1
6) En sommant ’encadrement précédent de 2 & l'infini ( la convergence de la STP Z — nous certifie que
n>1
les intégrales générlisées utilisées convergent, ce que vous pouvez vérifier aussi) nous obtenons :

+o00 +oo 1
/ dt<Z—</ =l
2

Puis en ajoutant 1 a chaque membre de cet encadrement et en observant qu’une primitive de g, est

t—m+1
t— , il vient ( apres utilisation du théoréme fondamental du calcul intégral généralisé) :
-
t—m—l—l t— 400 t—:v—l—l =t 00 1 1
1+ [1 m]t;Q <((z)<1+ [1 —x]t_l soit finalement |1 + RS <((z) <1+ — m

7) On a immédiatement avec la fonction minorante de l’encadrement précédent | ((z) =e +o00 ‘I
T—

8) On retrouve le résultat établi en Q4 grace a Q6 et au théoréeme des gendarmesll

1 1
10) Pour n > 1 et x € R\Z* = X, nous posons f,(x) =

n+x n
Fixons € X et montrons que la série Z fn(x) converge (absolument).
n>1
]

( pour n assez grand) donc | f,,(z)| ~ 2 Ce qui montre bien ’assertion en vue.

|z]

En effet ]fn(x)] = m



La série de fonctions Z fn converge simplement sur X donc f est au moins définie sur cet ensemble mais
n>1

on ne peut évidemment pas faire plus donc X = D/l

11) On va a nouveau employer le théoréme de continuité pour les séries de fonctions.

Chaque f, est continue sur X ( qui n’est pas un intervalle).

Prenons un segment [a,b] inclus dans X et fixons un entier naturel n > 1; il existe un entier m tel que
m—1 m—1

n 4+ a > 0 pour tout n > m. On peut décomposer f Z fn) + Z fn et, Z fn étant continue sur [a, b]

( comme SOMME FINIE de telles fonctions sur ce segment) il nous sufﬁt de verlﬁer la CVN sur [a,b] de
la série de fonctions Z fn. Or Va € [a,b] et Yn > m,|fn(z)| = 2 < la] + 1o
= n(n+z) ~ n(n+a)
majorant le terme gén_éral d’une série convergente, nous avons donc bien prouvé que la série de fonctions
Z fn convergeait normalement sur [a,b] et ainsi obtenu la continuité de f sur un tel segment ( via le
n>m
théoreme de continuité); le caracteére quelconque de ce segment fait que cette continuité s’étend bien a Dy.
Les fonctions f, sont toutes décroissantes sur chaque intervalle inclus dans Dy donc ( cf Q3), f possede
cette méme propriétéll
12) et 14) En premier lieu si € Dy c’est que x n’est pas un entier relatif strictement négatif, ce qui est
aussi le cas de = + k qui est bien dans Dy.
P D 1—Oo ! ! ! 1Pl"'t’dl des séri
our x € Dy, f(x +1) = nz::l((n+1+x - n—i—l) + (n—l—l — —)) Par linéarité de la somme des séries
convergentes ( les termes généraux sont des O(1/n?)), et télescopage classique ( et fait bien souvent via les
sommes partielles) nous obtenons :

. On reconnait en le

1
fla+1)=f(z) - file) —Lou| flz +1) = f(z) = —7 ()}
On somme alors les relations (*) écrites pour z,x + 1,.....2 + k — 1 et, aprés un télescopage simplifi-
k
1
cateur, il vient : |f(z+ k)= : et, en spécialisant en 0 f(k) = f(0) — Zf soit
—
z:l =1

| f(k) = —Hy, (%) m
13) On rappelle que si k — oo, | Hi, ~ In(k) | et aussi que In(k + 1) ~ In(k) et qu'enfin ( si E(x) désigne la

partie entiere de x) E(x) o2
Tr—r 00

La décroissance de f sur Ry donne (x — o0) f(E(x)+1) < f(z) < f(E(z)); ce qui précede ( via gendarmes)
T

donne que f(x) ~ —In(E(z)) or In(x) — In(E(zx)) ln(E(x)) ... 0 donc In(z) ~ In(E(x)) et finalement
f@) ~ —In(z) \-
1
1 ) d lai t,f étant ti : ~ .
5) (**) donne clairement, f étant continue en 0 : | f(x BN vy

11 en résulte que la limite & droite (resp. a gauche) est +oo(resp.—oo)ll

16) Le parcours du combattant continue, nous allons utiliser le théoréme de dérivation successive

terme a terme.

A cette fin, on observe que toutes les fonctions f, sont rationnelles donc de classe C°® sur Dy; nous savons

que la série de fonctions Z frn converge simplement sur cet ensemble. Fixons k > 1 et reprenons les no-
n>1

tations utilisées dans notre réponse a Q11; nous allons vérifier que la série de fonctions Z f,(lk) converge

n>m
m—1
normalement sur le segment [a,b] ( La SOMME FINIE  f, étant de classe C™ sur notre segment, cette
n=1
fois).

(=1)Fk! k! k!
(z _|_n)k+1| S it Comme k > 1, (a1 est le

Pour tout n > m et tout z € [a,b], |7 (z)] = |

TG d’une STP convergente.

Bilan 1 : Pour tout k& > 1, Z fék) converge normalement sur le segment [a,b]( et CVS sur ce méme seg-
n>m

ment), ceci nous permet de dire que f, par théoreme de dérivation terme a terme appliqué a Z f,(Lk), que

n>m



m—1 (o]

sa somme ( donc f = ( Z fn)+ Z fn aussi) est de classe C* sur ce segment et que ( avec la décomposition
n=1 n=m

ci-dessus) :

e}
1
Vk > 1,Vz € [a,b], fP () = (DS ———— (%) |
nZ::l (z 4+ n)k+1
Comme le segment est arbitraire et que tout élément de Dy appartient a un tel segment, nous avons :
Bilan 2 : f est de C* sur Dy et la formule (%) est valable pour tout z € D/l




