PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE 11 OCTOBRE 2024

Devoir surveillé n° 2
CORRIGE

Exercice 1.

1. Soit x € R. f(x) est défini lorsque x — 1 > 0, donc le domaine de définition de f est [1, +-00].

2. festlasomme de x — & — 1, composéede g : x +> x — 1 parh: x — \/z,etde z — +/|x — 2,
composée de j : x — |z — 2| par h. Comme g, h et j sont usuellement dérivables sur R, R} et R\ {2}
respectivement, f'(x) existe lorsque x — 1 > O et [z — 2| > 0. Donc D', =]1,2[ U ]2, +o0].

3. Soit # € ]1,2[. On a: f(x) = vx —1 + /2 — x, donc, d’apres la formule de dérivation d’une
1

T oi—1 22—z

4. D’apres le calcul précédent :

composée : f'(x)

1 1 1 1
— >0& >
2V —1 22—« Vr—1 V2—x

Par conséquent, comme z — 1 > 0et2 —x > 0:

sVr—1<vV2— 1.

fl(z)>0&

3
f’(m)>0<:>x—1<2—x<:>2x<3<:>x<5.

. o 3 . 3
Donc f est strictement positive sur] 1, 5 [ et négative sur {57 2 {

5. Pour tout z dans [2, +o0|, f(z) = vV — 1 + v/ — 2, donc f est la somme de deux fonctions crois-
sante, donc est croissante sur [2, +-00].

6.
T 1 g 2 +00
ffla) il + 0 — || +
\/5 +00
/ / N\ v
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Exercice 2.
k
1. Notons, pour tout k& € N*, P, =~ Zj2 =

=1

E(k+1)(2k+1) .
6 :
1
Pour k£ = 1 : d’une part, ZjQ =12 = 1; d’autre part,
j=1
Soit k£ € N*. Supposons P, vraie, montrons P :

11+1)(2+1
(1+ é( + ):1, donc P, est vraie.

S k<k+1)6(2k;+1)+(k+1)2:(k+1>k(2k+1)6+6(k+1)
- (kD@ HTEH6)  (k+ Dk +2)(2k +3)
6 6 ‘

Donc Py, est vraie, donc P est héréditaire.

Donc, par récurrence, Py est vraie pour tout k € N*.
n

E(k+1)(2k +1 1 — 1 1 1
2. OnasS, =) (k+ D2k + ):6;k3+3k2+k’:§0n+—Bn+—Anparlinéarité.

6 2 6
k=1
3.0naS, = > =) > 77=> (n—j+1)i’=> (n+1)j>=j*=(n+1)B, - Cy.
1<j<k<n =1 k=j =1 i=1
1 1 1
4. D’apres les questions précédentes, §C’n + EB” + éAn =(n+1)B, — C,,donc:
3 1 1
Cn = = = Bn - _An
1\\" "3 6
_ 2n+1ln(n+1)@2n+1) n(n+1)
B 2 ) 8 16
- ”("1g J((2n + 12 — 1)
_ n*(n+1)?
B 4
5.
n n+1

k(k+1)(k+2) = Zl(l—l)(l—i—l) enposant] =k + 1
1=2

n+1
= > Pl
1=2
= Cn—l—l - An+1

(n+1)*(n+ 2)? _(r+D(n+2)

4 2
_ (n+1)(n+2) <2(n—|—1)(n+2) B 1)

2 2
(n+1)(n+2)n°+3n

n(n + %)(n + 2)(n2+ 3).
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Exercice 3.

1. La fonction cos est 27-périodique d’apres le cours. Soient T > 0 et z € R, on a cos(v2(x + T)) =
cos(V2x + v/2T). Donc x — cos(v/2z) est T-périodique si /2T = 2, donc pour 7' = /2.
2. La fonction f est dérivable comme composée de fonctions usuelles. On a :
Vo € R, f'(z) = —sin(z) — v2sin(v2x), donc f”(z) = — cos(z) — 2 cos(v/2z).
3. Par hypothese : Vx € R, f(x + T) = f(x). Donc en dérivant cette égalité :
Ve eR, f'(x+T) = f'(x), puis f"(x +T) = f"(x). Donc f’et f” sont T-périodiques.
4. Comme f et f” sont T-périodiques, on a :
f(T) = f(0) = cos(0) + cos(0) = 2 et f'(T) = f"(0) = — cos(0) — 2cos(0) = —3.
5. Onacos(T) + cos(vV2T) = 2 et — cos(T') — 2 cos(v/2T) = —3, donc en sommant :
— cos(v2T) = —1, donc cos(v/2T) = 1. Donc cos(T) = 2 — cos(V2T) =2 — 1 = 1.
6. Comme cos(T) = 1,ona T = 2kr ol k € Z. De méme, comme cos(v2T) = 1, ona T = /2ix ol

k
l € Z.0Or T # 0, donc par quotient : 1 = \/57 donc V2 € Q, ce qui est faux. Donc par I’absurde, f
n’est pas périodique.

Probléme.

I (a) Soitz € R. f(z) est défini lorsque = # 0, donc Dy = R*. Sur ce domaine, comme f est un
quotient de fonctions polynomiales, f est dérivable.

322 —2x — 1) x v — (2% — 2 — )x1 223 —22-1
(b) Ona:Vz € R*, f’(x):(x z-l)xe gaz vzt ) = f
x x
En particulier, f'(1) = 0, donc la courbe de f a pour tangente en 1 la droite d’équation

cartésienne y = f'(1)(z — 1) + f(1) = 0; c’est-a-dire I’axe des abscisses.

(c) Soit z € R*. Le trindme 22° — 2z — 1 a pour racine évidente 1, donc 23 — 22— 1 =
(x — 1)(22* + 2 + 1), ot 22 + 2 + 1 a pour discriminant —7 et pour coefficient dominant
2> 0,donc:Vz € R, 22° + 2 +1 > 0. Donc f'(z) > 0 x > 1.

xr | —00 0_ 0+ 1 ~+00
o -
+00 +00 +00
f N\ N\ /
—00 0

(d)



(e) Comme f est continue et strictement croissante sur [1, +oo[, d’aprés le théoréme de la bijec-
tion monotone, f réalise une bijection de [1, +oc[ dans J = {f(l), 1ir+n f(x) [ = [0, +o0].
T—r+00

(f) D’apres le théoreme de la bijection monotone, la fonction ¢ : [0, +o0o[— [1, +0o0] est continue
et strictement croissante. On sait également que ¢ est dérivable lorsque f’ ne s’annule pas,
¢’est-a-dire sur |0, +-00].

ya\ ,y:l’

g

v

II. (a) Soit xz € R. g(x) est défini lorsque f(z) € [0, +o0], c’est-a-dire lorsque x < —1 ou = > 0.
Donc D, = | — 00, —1] U ]0, +00]. Sur [1,4o00[, comme ¢ est la réciproque de f, on a :
Vo e [1,+o0o[, g(z) = z.
(b) Comme g est la composée de fonctions continues, g est continue sur D,. De plus, g est déri-
vable lorsque f est dérivable et que f(x) appartient au domaine de dérivabilité de ¢, donc sur
I =D,\{£1} =] — 00, —1[U]0,1[ U |1, +o0].

(c) Comme, sur I, ¢’ = f'-¢' o f, g’ est de méme signe que f’. D’ou le tableau :

T —00 —1 0 1 +00
g9'(x) - - |+
+0o0 +o00 +00
g N\ N\ a
1 1




(d) i. Commey = g(z),ona f(y) = f(g(z)) = fow(f(r)),donc,comme fop = Idg, etque
3 2 3 5
f(x) € Ry, f(y) = f(z). Donc : y oy —y+l oot —atl

Y T
voulue.

, d’ou I’égalité

ii. Comme y = g(z),y € g(D,), doncy > 1. Donc y # =.
iii. — Siz > 1, on sait que g(z) = =z,
— Siz < 1, onnote y = g(z). D’apres les questions précédentes, on a :
r—a? £ \/(x—2?)? + 4z
2z

tableau de variations, y > 1. Comme le produit de ces racines est égal a —— :
x

xy* + (2 —2)y — 1 = 0,donc : y = . Or, d’apres le

z— 22 +/(z— 222+ 4a

— Siz >0, alors g(x) = , seule racine positive,

2z
— 2 _ — 224 4
— Simﬁ—l,alorsg(m):x v \/(23: i x,seuleracinezl.
x
(e) Soitz €1]0,1[.Ona:
glz)—1 1 r—a? + Vot — 223 + 22 + 4x )
r—1  z-1 2z
1 Vit =2+ a? e — 2
2 2e(x — 1)
_ 1+ ot — 223 4 2? + 4o — 42°
2 2x(x —1)(Vat — 223 + 22 + 4x + 22)
B 1+ r(r —1)(2? —x —4)
2 2x(x —1)(Vat — 223 + 22 + 4x + 22)
B 1+ 2 —x—4
2 2(Vat =228 + 22 + da 4 2x)
g9(x) —g(1)

— —1, donc g est dérivable a gauche en
x—1 x—1_

1, de nombre dérivé a gauche —1. Or on sait que le nombre dérivé de g a droite en 1 est 1
(puisque g(x) = z a droite de 1). Donc g n’est pas dérivable en 1.

®

Par passage a la limite, on a donc :

y/\




