Chapitre 1.1 : Divisibilité des polynémes

1 Division euclidienne

,-[Théoréme 1 (Division euclidienne de polynédmes (admis)).}

Pour tout polynbme P de degré n, tout polynbme A non nul. Il existe un unique couple
de polynébmes (Q, R) tel que P = AQ + R avec deg R < deg A.
() est appelé quotient de la division et R le reste de la division de P par A.

B Exemple 1:
X?-3X+5=(X+1)(X—-4)+1

[Remarque 1.]

Si R =0, alors on dit que A divise P ou que P est un multiple de A.

» EXERCICE 1
Effectuer la division posée de P(X) = 42° + 32 — X? +5X — 1 par X — 3.
En déduire une valeur de P(3).

» EXERCICE 2 Evaluation d’un polynome
Soit P(X) =5X*+ X° —4X® +5X? - X -7

1. Déterminer un polynéme du second degré qui s’annule en 2 + /3.
2. Calculer P(2 +V/3).

2 Méthode de division par le tableau de Horner

B Exemple 2:

On veut diviser P(X) = 42° + 32° — X* +5X — 1 par X —3:
e On crée un tableau avec les coefficients de P.
e On applique le schéma de HOrner avec ce tableau
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3 JUSTIFICATION DE LA METHODE DE HORNER - RUFFINI Chap 1

e Le nombre qu’on obtient en bas a droite est la valeur P(3)
e Les nombres dans la derniéere ligne sont les coefficients du quotient.

4 0 3 —1 5 —1
3 3x4 | 3x12|3x%x39
4 12 39

» EXERCICE 3
Effectuer les divisions polynomiales suivantes :

1. 2% +42* + 12parz — 4
2. 22° — 32® — 5x — 5 par x — 2
3. 2 — 2% —4x + 4 par x — 2 0. Quelle est la conséquence de ceci ?

» EXERCICE 4

Résoudre I'équation z* — 22° — 52 4+ 6 = 0 en utilisant une racine évidente.

» EXERCICE 5
Méme question avec z° — 62° — 9z + 14 = 0

3 Justification de la méthode de Horner - Ruffini

3.1 Idée principale - écriture de Horner
Soit P un polynéme d’indéterminée X. On peut écrire

P(X) = Zaka = qaop +G1X+Q2X2 4+ ... —'—CLn,an_l +aan
k=0

On peut écrire P sous la forme suivante, que nous appellerons entre nous « forme de Hérner »

P(X)=ao+ X (a1 + X(az+ ... X (a1 +a,X)...)

B Exemple 3:

Ecrire sous forme de Hérner : E(X) = X° 4+ 3X* - 5X° + 2X% —4X +3

3.2 Factorisation par X — «
Pour tout « réel, on peut écrire P sous la forme
P(X) = (X — a)Q(X) + P(a)(x)

Ou le polyndme () est de degré n — 1
Question : Que se passe-t-il si o est une racine de P ?

Sionpose Q(X) = g+ @ X + @X*+ ...+ ¢ oX"?+ g1 X", on a, en développant
I'expression (x) :

P(X) = 01 X" " (Gn2—70Gn-1) X" *+(qn_3—T0qn_2) X" *+. . . +(q1—2092) X*+(q0—70q1) X —T0q0
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3 JUSTIFICATION DE LA METHODE DE HORNER - RUFFINI Chap 1

En identifiant les coefficients du polynbme P dans les deux écritures, on obtient le systeme :

( (

Ap = Gn—1 Gn—1 = Qan
Ap—1 = Gn—2 — ToGn—1 Gn—2 = Qn—1 + ToGn—1
An—2 = Qn-3 — T0Gn—2 Gn-3 = Qp—2 + ToGn—2
- = =
ag = q1 — Toq 1 = a2 + Toq2
a1 = qgo — ToG1 qo = a1 + Toq1
(@ = —To% L (ap = —xoqo)

Cela justifie I'écriture du tableau de Hérner :

Qp Ap—1 Ap—2 e e ay Qo
al 0 A Cx Grn—2Qt R e o
an | apg+apa | apotguoa| ... | ... | a1 +qa| Pla)
~—~ v —~ v ——
dn—1 qn—2 qn—3 q0
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