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DL1 ( Corrigé )

. . , . e e e 1 U1
Pour faire un raisonnement par récurrence,il suffit d’initialiser pourn =1:U = u1J+ EI et de remarquer

5
que UJ = U—;J +w J? = %J+ ulZI' On a en outre et sans peine que : ’Vn, Upnio = Upy1 + Up. ‘l

Up = U? pour p < 2 par simple vérification. Supposons ce résultat valable jusqu’au rang n > 1. Alors
Ups1 = Up+U,y_y = UM+ U™ ! par|1]et hypothése de récurrence. D’ott Upyy = UL (U+1) = U 1U? =
U™, La propriété est donc héréditaire et on conclut quant & sa validité par le principe de récurrencel

Les propriétés du déterminant et un calcul direct donnent : det(U,) = det(U") = (det(U))" = (—1)".
2

1w up V5 v2 — by
Par ailleurs det(U,) = - | " " = """ Par conséquent | Vn,v: — 5u = 4(—1)". ‘I
1l suffit d’observer que Uy, = UPTY = UPUY = U,U, puis de traduire sur les coefficients cette égalité
UpVg + UV VpUqg + OULU
matricielle : V (p, q) € N?, |upyq = %,vpﬂ = % u
Un,

Le cours de premiére année dit que |Vn, U, ' = (—1)"(

51— wnd) ‘l

@ Une récurrence facile semble s’imposer puisque : Vn > 2, P11 = X P, + u, Pl

On a sans peine que P, = xy donc que P(U) = 02. Comme il existe ,pour tout n,un polynéme @, tel
que Py = Qu P, on a Po(U) = Qu(U)Pa(U) = Qu(U)02 = 0. Ainsi | Vn > 2, P,(U) = 0,

[8]Clairement xp» = X2 — v, X + (—1)" donc puisque Xy (U™) = 09 ¥n > 2, U%" — 0, U" + (—1)" = 0y ‘l
[9]Par le cours d°(Q) = 2n — 2, d°(R) < 1. De X*" — v, X" + (-=1)" = QP, + R on déduit que : U*" —
v, U™ + (=1)"I = Q(U)P2(U) + R(U) ou encore : 02 = 03 + R(U) par |7|et |8]. Comme (U, I) forme une
famille libre ,R = 0.Soit aussi: |Vn > 2, P, divise X?" — v, X™ + (—1)" ‘I

On a (I— U2> S, = I — U?*2 ce pour tout n. Ainsi , pour ces mémes n,US, = U*"*2 — T ou
n, S, = U — UL ce qui ,en passant aux coefficients ,donne: ’Vn, Qp = Vont1 + 1, Bn = uont1 — 1 ‘l

Il suffit de particulariser avec n = 3l
On déduit de la question précédente que pour tout p : Py divise X677 — 4X3+? — XP donc ,pour ces

mémes valeurs, ’U Ot — 43 te 4 P ‘ 11 suffit de passer aux coefficients pour obtenir les égalités vouluesll

Ce qui précede montre que (usy, ), (vsy) satisfont la méme relation de récurrence linéaire que (t,,) ,on peut
donc penser que cette derniere est combinaison linéaire des deux premiéres. On montre ,par une récurrence

. 1
mémere,que : |Vn,t, = ug, + 5’[)3”
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