Lycée Bellevue — Toulouse Année 2024-2025
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. A5
Primitives

Calculer une primitive de chacune des fonctions suivantes.
1 x

PO =1 o) = e
9 1

fo®) = —a L e v P

e Pour intégrer fy on décompose en éléments simples :

fala) — 1 S Ex ey e
T -1V -1+vY) 2Bla-1-VE a-1+V2

Donc une primitive de f5 est :

Fy(x) = 2\1/5111

r—1—+2
r—14++2

e Pour intégrer f; on fait apparaitre la dérivée du dénominateur :

x 1/ 2z +1 1 I 2
Ji@) = e = 2((2x+1)2 B (2x+1)2> - 4<2w+1 R (2“1)2)

On en déduit une primitive de f; :

1
Fy(x) = 4{11& 12z + 1] + Gy J

e Pour intégrer fg on décompose en éléments simples :

9 1

1
fﬁ(x):x(x—Q):x—9_§

Donc une primitive de fg est :

9
Fo(xz) =In|z — 9] — In|z| :ln‘l—x‘
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5

: Primitives

e Pour intégrer fs on écrit la forme canonique du dénominateur :

2 1 2 1 2 3

9a?=fe+3 9(p_1yir 3@r-1P+1

fs(x)

On reconnait une forme donc une primitive de fg est :

_u
u2+1 )

2
Fy(z) = 3 arctan(3z — 1)
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Primitives

Déterminer, pour chacune des intégrales suivantes, quelle méthode permet de la
calculer : primitives usuelles, manipulation d’expressions polynomiales et décomposi-
tion en éléments simples, linéarisation d’expressions trigonométriques, intégration par
parties, changement de variable (dire lequel), autre.

4 9 1 3t—4 2 9t —1
L=/ a I:/idt I:/idt
"ot 42 2Tt —2)2 ST o (t+1)2
42 1t 41 8 Adt 2 (¢
L= [ = = [ s Io = 0
T 2t 1 STl —4t+3 " t(t+a) a
4t + 1 2V3 2 V2 8tdt
A 182/ dt —/
0o t2+1 2 1244 (3t2 —2)*
0 tdt 2 dt tdt
=/ wuw_4 In = 3 / #_42_9
Sttt —4 1 t(t3 +2) t— 2 -2
Iis :/it(Qt —1)8dt I :/Ztan‘ltdt s _/ (1 + tant)? dt
0 0 0
T T tdt T
I :/SiHQtCOSQtdt 17 —/ sin Iig :/ Be*/2 ¢
z 3—i—sm t 0
% In3 2
o = / e2 cos 3t dt Ly = / etehtdt Iy, = / tshtdt
0 —In3 —2
% In2 %
I :/ sin 3t cos 2t dt I3 :/ chtsh2tdt o :/ cos (t—i—%) cos (t—%) dt
0 0 0
I : d Lo = [t L= [
= tdt :/t ~t 4t :/ _ar
» /_éarccos A T e T+et
; _/3 dt Lo de ; _/z; dt
s 1 tvEt+1 2 In2 et —1 30 —zcost
T otdt tdt 5 cos’t
- he-[F ha— [
7)o cos?t 2T cost BT )0 1+ 4sint
In2 dt eln™tdt 3
134:/ Y T - 3 135: - I36 :/ \/t2+1dt
0o et —2—3et 1 t 0

6In(t* + 4) 3 [arcsint
Iy = [t Iy = [ "\ dt

Calculer ensuite ces intégrales.

On pourra puiser dans la liste suivante de changements de variables utiles : © = at + b
avec (a,b) & déterminer, v = t2, x = t3, x = tant, x = cost, v = €', v = Vt +1,

r=+et—1,t=shux..
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Méthodes :

I : FR I, : FR I5: FR

I, :FRouCVaz=2t+1 I5 : DES Is : DES

I, : PU Is :FRouCVt=2x Iy : PUouCV z =3t -2
Iy : CV x = t? puis DES Iy :CVzx=1¢ L5 : CV z = t? puis DES
I3 :IPPouCVax=2t—1 Ij4: CV x=tant 15 : PU

I16 : Linéarisation Ii7 : CV z = cost puis DES 5 : IPP

Iy : Complexes Iy, : PU Iy, : IPP

155 : Linéarisation I55 : PU ou linéarisation I, : Linéarisation

Iy : IPP Iy : IPP I; : CVx=¢l
Is:CVao=+t+1 Ig : CV x=+et —1 Isg: CV z =sint

I3, : IPP I35 : Parité I35 : CV z = 2sint

I3y : OV o = et puis DES I35 : PU Iss : CV t = sht

157 . IPP I3z : PU

Réponses :

I, =8—4In3 I, =4%—-3In3 I3;=2In3 -2

Iy = 3(3In3+4) I;=2In 2 Ig=1lng
I;=2In2+7% i=2y3-2-12 Iy =&

Iip=3In3 Iy =¢;Int I, = -2

]13:ﬁ 114—§—§ Iis=14+1In2

L= Ii; = nd Iig =2 — (22 + 2)e™"/?
Ly =—Z(e¥ +1) Iy=2+n3 Iy = €% + 3¢

Ip =3 Iy=5 Lu=1-15

Iy =12 Ie=2—(A2+2A+2)e?  Iy=I3

s =1n (14 22) Iy=1 Iy =In3

Iy =% — 12 I3p =0 [33—%

I3y = —123 [352#1 I3 = 52 + 15
Ip=3m5—1m2+75  In=173%
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Primitives

e Pour le calcul de Iy on peut appliquer le changement de variable x = ¢t — 2, ou alors
directement :

1

13(t—2) + 2 13 2 2 4
2= | T 2p dt 71t—2+(t—2)2dt 3In|t — 2| 3, 3 3In3

e Pour le calcul de I3 on peut appliquer le changement de variable x = t + 1, ou alors
directement :

2 9t — 1 22(t+1) — 3 2 9 3
I:/idt:/idt: — dt
ST o (t41)2 o (t+1)? o t+1 (t41)?
3 2
:{21n|t+1]+ =| 2In3 -2
t+ 119

e Pour le calcul de I, on applique le changement de variable x = 2¢ + 1.

La fonction t — 2t + 1 est de classe C!, dx = 2dt et t = ‘”T_l donc :

3/1 2243\ dz 31 3 1/ a2 Pl
L=/ (4 - )2_/18(x+x)dx_[8<2+31n|x|ﬂ ~| SB+3mm3)

1

e Pour le calcul de I on décompose la fonction rationnelle en éléments simples :

4 2 2

2_4t+3 t—-3 t—1

Ceci permet de calculer :

s 4dt 5 9 2 8 15
I:/:/—dt:[zl t—3l—ommlt—1| =|2m—
ST he—4+3 Jit—-3 i1—-1 nft=3[=2mft-1f) R

e Pour le calcul de I on décompose en éléments simples :

1 _1(1 1)
tt+a) a\t t+a

Ceci donne

2 dt 1 2a1 1 1 20 |1 4
Is = :f/ (- )dt:[ln]t\—ln\t+a\] —| Iz
a tit+a) ala \t t+a a a a 3

e Pour le calcul de Iy on reconnait une primitive usuelle de la forme v/'u® :

V2

V2 8tdt 8 (V2 4[(3t2—2)3 7
I:/ 727/ 6t(3t2 —2) *dt = |~ —— | =| =
T (Be=21 6h ( ) 3 -3 |,
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Primitives

e Pour le calcul de I}y on applique le changement de variable x = ¢2.

La fonction ¢ + ? est de classe C* sur l'intervalle [—1,0], de dérivée ¢ + 2¢. Ceci donne
dx

9 = 2t puis 2tdt = dx. Par changement de variable :

Lo potdt 1 de
W= m g Ji 224

On décompose la fonction rationnelle en éléments simples :

1 171 1}
22—4 4lr—2 x+2
On en déduit :
10/ 1 1 1 0 | In3
I:/( - )d:b 91 2]:
w=gh 722 zz) = g|le -2 -Infet 2] 8

e Pour le calcul de I}, on applique le changement de variable x = ¢2.

La fonction t + t? est de classe C! et do = 2tdt donc tdt = d—;. Par changement de

variable :
[ 11 dx _1/1 dx
P h22—z—2 2Jo (z-2)(z+1)

Par décomposition en éléments simples :

11/ 1 1 1 1 In2
1:/( . %1:% ol —mfe 41| =] -2
=g oo o) =g el - 2 Infe 2 3

e Plusieurs méthodes sont possibles pour calculer I3 : intégration par parties, changement
de variable x = 2t — 1, ou directement manipulation de polynémes, comme ci-dessous :

t(2t — 1) = ;(Zt —1+1)(2t—1)P = ;(Qt — 1)+ ;(215 —1)®

On en déduit :

N
—_

Im:iA%%%—1P+ﬂ%—4ﬁyﬁ:iV%—Um+K%—DT:

10 9 ], | 360

e Pour le calcul de I14 on applique le changement de variable x = tant.

La fonction ¢t — tant est de classe C! sur Iintervalle {0, ﬂ, et ¥ =1+ tan’t =1+ 2”
On en déduit :

1 1 dz
I :/4tan4tdt:/:ﬁ4
1 0 0 1+ a2
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Primitives

Il reste a manipuler la fonction rationnelle :

zt ettt -141 1
= =z -1+
1+ a2 1+ a2 241

On en déduit

3 1
T

lLiy=|— —x+arctanz| = —
3 0

N
W Do

e Pour le calcul de I 5 on fait apparaitre des primitives usuelles :

Is = /Z(l+tant)2dt:/Z<1+tan2t—|—2tant) dt
0 0

[tant—Zln]cost@4 1+1In2
0

e Pour le calcul de I on linéarise I'expression trigonométrique, en utilisant les formules
de trigonométrie ou les formules d’Euler.

. 2
9 9 sin(2t) 1 11— cos(4t)
e = — 2 —_—_——_— = -
sin” ¢ cos” ¢ ( 5 2 5in (2t) 1 5
Ceci donne :
i 1= 1 in(4t)]" | 3
Lig = /sin2t0082tdt = —/ (1 —cos(4t))dt = = |t — sin(4) | 2T
z 8Jz 8 4 e 32
e Pour le calcul de I17 on applique le changement de variable x = cost.
La fonction ¢ — cost est de classe C* sur lintervalle [0, 7], de dérivée i—f = —sint ce qui
donne dx = —sintdt, et par changement de variable :
7 7 sintdt / —dx
7 Jy 3+ sint 4— 2

Par décomposition en éléments simples :

11/ 1 1
"
A BV G -

1 In3

1
:4[ln\2+x\—ln|2—x| » 5

e Pour le calcul de [;5 on utiliser une intégration par parties en posant u'(t) = te /2 ot
v(t) = t2. Alors u(t) = —e /2 et o/ (t) = 2t, les fonctions u et v sont de classe C! et donc :

s :/ Be 2t = [—tzetQ/Q} +/ ote /2 4t
0 0 0

272 2[6t2/2r = 2—(2+ x2)67x2/2
0
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e Pour le calcul de I19 on utilise les complexes :

Iy = ["e*cos3tdt = [ "¢ Re(¢™) dt = Re ( At dt)
0 0

0
On calcule :
x ' (243i)t1 3 23 , 2—31, 2
343t gy — | € _ Zaim _ ) — _ T
I l2+3¢ L 13 (¢ )=—"5 (7 +1)
27
2(es +1
La partie réelle de ce complexe est : | [;9 = —(61;—)

e Pour le calcul de Iy on écrit e fcht = (14 ¢7?) puis :

=| —+1In3

In3

In3 ]_ ]_
I :/ -t htdt:—/ 14+e2)dt ==t — —
207 J a0 ¢ 2 _1n3( +e) 2 2

62"/1 s 20

—1In3

e Pour le calcul de I5; on utilise une intégration par parties.
On pose u(t) =t et v(t) = cht. Alors u et v sont de classe C', de dérivées u/(t) = 1 et

v'(t) = sht. En intégrant par parties :

2 2 2
121:/ tshtdt = {tcht] —/ chtdt
—2 9 Joo
= 62+36_2

2
:{tcht—sht} =|4ch2—-2sh2 |=
—2

e Pour le calcul de I5; on linéarise I'expression trigonométrique grace aux formules d’Eu-

ler :
i3t i3ty (i2t | o —i2t 5t | it —it _ —5it
sin 3t cos 2t = ( 2; ) (e +2€ ) _c re 4: R g(sin 5t + sint)
Ceci donne :
I /3 3t cos 2t dt 1/§(' 5t 4 sint) dt — - 5t cost] | =| 2
= [ “sin 3t cos = - sin sin = —| — = cos bt — cos =| —
27 2.Jo 20 5 o | 10

e Pour le calcul de I3 on pourrait linéariser ’expression hyperbolique, mais on peut aussi
utiliser la formule sh 2t = 2shtch ¢, puis reconnaitre une formule de type u/u? :

In2 61

2
2shtch?tdt = [ch?’t} = =
3 0 96

In2

In2
Ls :/ chtshotdt —
0 0
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e Pour le calcul de I54 on utilise une formule de transformation de produit en somme :

jus

I m
124—/04(:08(15—1—3) coS (t—g) dt
1% o 1[sin(2t) ¢]% |1 =«
= — 2 _ — =
2/0 (cos( t) + cos 3 )dt 2[ ]

2 2,

4 16

e Pour le calcul de I55 on integre par parties, en posant u(t) = t et v(t) = arccost.
Ces deux fonctions sont de classe C! sur l'intervalle {—l l}, de dérivées u/(t) = 1 et

272
/ _ —1 : .
v'(t) = =g, ce qui donne :

1
Is = /2 (1 x arccost) dt = [tarccost} LT / )
~1 1

! dt
Vg

T 2r 13 m 1 3 s
=—+——=/ (-2t 1—t2_2dt:—{2\/1—t2} =| =
6 * 6 2 7%( I ) 2 2 -1 2
e Pour le calcul de I55 on utilise deux intégrations par parties successives.
On pose u(t) = t? et v(t) = —e~'. Alors les fonctions u et v sont de classe C! sur I'intervalle

[0, A] (ou [A, 0] si A < 0), de dérivées u/(t) = 2t et v/(t) = e *. Par intégration par parties :

A A A
Iy = / t?etdt = {—t%t] + / 2te "t dt
0 0 0

On pose alors (indépendemment du calcul précédent) u(t) = 2t et v(t) = —e~*. Alors u
et v sont de classe Ct, de dérivées u/(t) = 2 et v/(t) = et. Par intégration par parties :

A A
+ / 2etdt
0 0

A
Iy = {— th‘t} + [— 2te”t
0

Ceci donne :

A

I = { —tPet = 2tet — 27| =| 2— (A*+ 24 +2)e

0

e Pour le calcul de I»; on utilise le changement de variable z = e!, méme si v = ¢!

conviendrait mieux.
La fonction ¢ — €' est de classe C!' sur U'intervalle [In 2, 1n 3], sa dérivée est fl—x = ¢

Ainsi dt = d—; et par changement de variable :

In3
I i
27 In2 1+et 1+a:
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On décompose la fonction rationnelle en éléments simples :

I —/3(1 ! >d—{1]| mil+a| =|2m3—3m2=In"
27—2 - 1-}-1’ xr = n|\xr n x2— n n —I18

e Pour le calcul de 55 on utilise le changement de variable = v/t + 1, qui donne t = 22—1.

La fonction ¢ +— v/t + 1 est de classe C! sur le segment [1, 3], de dérivée ¢ — 2\/1?1 = o,
donc dt = 2x dx puis par changement de variable :

I _/3 dt %2 2xdx _/2 2dx

2T htvE+rl Je@E-Dz  La@@-1)(@+1)

Par décomposition en éléments simples :

2 1 1 2 2
[28:/ ( - )dx: 1n]:c—1]—ln|x+1@ =|1In 1+i
vair —1 o +1 V2

2
3

e Pour le calcul de Iy on utilise le changement de variable z = /et — 1.

La fonction t — /et — 1 est de classe C! sur l'intervalle [In2,21n2] car ¢ + 1 > 0 sur ce

SO t 2 K
segment. Sa dérivée est & = 5 \/Ztﬁ =+l donc dt = 2292 Par changement de variable :

dt 2z 241"
I _/21n2 dt _/ﬁ 2dz
297 o et—1 N1 oa?+1

On en déduit :
V3
Iy = Q[arctan x} =
1

(]

e Pour le calcul de I3y on commence par écrire :

5 dt 5 costdt
ISU :/ :/ D)
—zcost —z1—sin“t

On applique ensuite le changement de variable x = sin t.

™ T

La fonction ¢ — sint est de classe C! sur l'intervalle {—g, E} et sa dérivée est i—f = cost,

ce qui montre que dxr = cost dt.

Par changement de variable :

1
7 do
I = [
11 —a?
On décompose en éléments simples :
1 _1[ 1 N 1 ]
1—22 21—z 1+a
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Puis on calcule :
1 /3 1 -1 1 1

]30:/2< — )dx:[ln‘ T

2_% 1+=z 1—2z 2 1—2z

e [’intégrale I3, se calcule par intégration par parties.

%
] =|1n3

Soit u(t) =t et v'(t) = —5; puis v/(t) = 1 et v(t) = tant.

0s2 t

Les fonctions u et v sont de classe C! sur {O, ﬂ, par intégration par parties :

I /Z tdt [t . tr /Zt L gt T N [1 | t‘]z m In?2
= = |t tan — an = — n |cos = —— —
17 )0 cos?t o Jo 4 0 4 2

s tdt
e Lintégrale I35 = / ) est nulle car la fonction t — est impaire.
-z cost cost
Pour démontrer ceci on applique le changement de variable x = —t.
La fonction x — —z est de classe C! et % = —1, d’'ou dt = —dx puis par changement de
variable : _ d S
- —xdz ¢ xdx
]322/ —72—/ = —1I3
z cos(—x) ~TCOST
Ceci donne comme annoncé : | I3p =0

e Pour le calcul de I35 on utilise le changement de variable x = 2sint.

La fonction t — 2sint est de classe C!, de dérivée i—f = 2cost, donc dx = 2 cost dt.

Par changement de variable :

2
x dx
[ 5 cos®tdt _/5(1—sin2t)costdt _/\/?:<1_(2 )2
B )0 1+4sin?t Jo 14+ 2sint)2 Jo 1+ 22
On calcule :
1 (V34 — g2 1 V3, 5 1 V3ol 5r V3
I zf/ ST g :f/ (—1>d :[5 " _] _| o V3
BTR 1422 T 8k \1442 BEIY e 24 8

e Pour le calcul de I34 on utilise le changement de variable z = €.

La fonction ¢ — €’ est de classe C', sa dérivée est & = e’ = z, donc dt = 9.
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Par changement de variable :

I __L/m2 dt _ /2 dz __/2 dz
U)o et—2—3et 1z —2-2) S a?—22+3

On décompose en éléments simples :

2 —-20—-3 (r—3)(x+1) 4

1 B 1 1 { 1 1 ]
r—3 z+1
On en déduit :

1201 1 | 2 In3
I :f/ (— >dt:{l —3)—1 1} —| -2
MG \e =3 r+1 g e =8l =Infz+ 1] 4

e Pour le calcul de I35 on reconnait la forme v/'u™ :

eln™ ¢ el In"t1¢]° 1
135:/ = dt:/ —(Int)"dt = - =
1t 1t n+1 1 n+1

e Pour le calcul de I35 on utilise le changement de variable ¢ = sh x.

La fonction z — shz est de classe C!, de dérivée j—fv =chzx.

Elle est bijective de R dans R donc 2 admet un unique antécédent que 'on note « :
sha = 3.
4

Par changement de variable :

3 « «
136:/4\/t2+1dt:/ \/sh2x—|—1chxdx:/ lch z| ch z dz
0 0 0

Comme chz > 0 pour tout = € R alors |[chz| = chz.

On calcule : ch®z = 1(ch2z + 1), donc :

1 re 1 h2z1¢ 1 h2
136:—/ (1+ch2x)dx:[x+s ﬂ :<a+s a)
2.Jo 2 2

On calcule « en résolvant I’équation sha = %.

Celle-ci donne X2 — %X —1=20en posant X =% donc X =2 ou X = —%. Comme X
est strictement positif alors X =2 et a = 1n2.

In2 15
Ceci donne sh 2a = %, puis | I3 = DT + 3 |
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e Pour le calcul de 37 on utilise une intégration par parties.

Pour tout ¢ € [1,6], soit u(t) = In(t* +4) et v(t) = —1.

Ces fonctions sont de classe C! sur [1, 6], de dérivées u/(t) = tfi S et v'(t) = .

Par intégration par parties :

61n(#2 + 4 2 +41°% 6 2
137:/1n<t2>dt:[_n<> [

t . t2 44
On obtient :
In4 6 1 5 1 16
I37:—n—0+1n5+ 22dt:ln5—ln8+{arctan]
6 1 1+<%) 6 6 211
5) 1 1
= 6 Inb— 3 In2 + (arctanB — arctan 2)

On peut remarquer que :

1 1
tan <arctan 3 — arctan 2) =1 avec — g < arctan 3 — arctan 5 < g

donc (arctan?) — arctan %) = % et enfin :

5In5 In2 «

6 2+4

37 —

e Pour le calcul de I3z on remarque une primitive usuelle u/u® :

1 . 1

5 farcsint 3 1 1
I :/2 7dt:/7arcsint2dt
38 o | 1—1¢2 0 \/1—752< )

1
arcsin? t |~ 2 /mw\> /T
0

On en déduit :

3 96

2
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¢ Int
(6] Pour tout = € R* on pose F(l’):/l 11152 dt.

T

Int
1+¢2

En déduire que F' est bien définie.

a. Justifier que la fonction ¢ : ¢ —

admet une primitive ® sur R7 .

b. Démontrer que F' est dérivable et calculer sa dérivée. Que peut-on en déduire?

c. Appliquer le changement de variable t = % a F'(z) et retrouver le résultat précédent.

a. La fonction ¢ est définie et continue sur 'intervalle R* donc d’apres le théoreme fon-
damental elle admet une primitive sur cet intervalle.

On pourrait poser par exemple ®(z) = / o(t) dt.
1
Soi z € RY. Alors I'intervalle [%,x} (ou {:v, %] si # < 1) est inclus dans R*, donc
I'intégrale F'(z) est bien définie.
b
En effet, 'intégrale / f(t)dt est définie pour tout fonction f continue sur le segment
[a,b]. ’

b. Comme & est une primitive de ¢ alors :

vreR,  Fa)= [ olt)di= [cb(t)r — B(z) - @(1)

T

La fonction ® est dérivable car c’est une primitive. La fonction x > % I’est aussi, donc
par composition et somme la fonction F' est dérivable. Sa dérivée est :

Ve eRL Fl(2) = '(2) + H0(7) = w(@) + e(5)

On calcule :
Inz 1 Ini

F = —_— — Z =
(z) 1+x2+x21+$—12 0

Comme R est un intervalle alors I est constante.

Comme F(1) = 0 alors F est nulle sur R7.

c. Posons u = % La fonction t % est de classe C' sur R%, de dérivée ¢ — —t%, donc

du _ —t% puis dt = —i—;‘. Par changement de variable :

dt
z Int A ln% du T Inu
F<x>:/11+t2dt: . 1+12<_u2>:_/11+u2d“:_F<‘”)'

x

Ceci montre : Vx € R F(z) =0.
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Pour tout n € N on note :

a. Démontrer que pour tout n € N :

0< 7, <

n+1
En déduire que la suite (I,,) converge.

b. Calculer I,,_1 + I,, pour n € N*.
c. Déterminer la limite de la suite :

1
a=1l——4+ = — (=)
u 53 + (—1)

a. Soit n € N. Comme :
vt € [0, 1] 0<

Alors par croissance de 'intégrale :

1 1 4 1
/Odtg/ dtg/t”dt.
0 o 1+1 0

1
n+1

Ceci donne :
0< I, <

b. Soit n € N*. Par linéarité :

L=t n L 1
I,H+In:/ +dt:/t”1dt:.
o 14t 0

c. Par définition de w,, :

1
Vn € N* u":1_7+*—"‘+(—1)n_1*=Z(—l)k_l%,

D’apres la question précédente :
Vne N wu, =Y (=1 (L + ).

Par télescopage :

n

Vn € N* Uy = Z(—l)k_llk—l + Z(—l)k_lfk
k=1

- nf(_nm — i(—l)kfk =Ty — (—=1)"I,.

Comme la suite (I,,)nen+ converge vers 0 alors la suite (u,)nens converge vers I :

lim =], = 17dt = |In|l+ 1—— In2
i n t
e Y 0 /0 14+¢ [ | |]o

n——+o0o
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On note F' et G les primitives s’annulant en 0 des fonctions :
1
14 cosx 1+sinz
a. Exprimer les fonctions F' et G a 'aide d’intégrales, et préciser sur quels intervalles
maximaux elles sont définies.

firx— g:x—

b. Calculer F'(z) en utilisant le changement de variable ¢ = tan .

Exprimer le résultat en fonction de cosx et sin .

c. Expliciter de méme G(z).

X dz X dx
. F(X :/ —_ —, X :/ _—
A ( ) o 1+ cosz sur] Wﬂ[ G( ) o 1+sinx sur

b. On obtient :  F(z) = tan= = ———
2 1l+4cosw

c. Attention le changement de variable ¢ = tan § n’est possible que sur }—g,w[. Il est

plus efficace d’utiliser u =z — 7.

2tan 2 cos T
Onobtient : G(e) = = =1~ T
2

(9] Soit f une fonction continue sur R. Pour tout 2 € R on pose :

(@) = [ (-0t
0
a. Justifier que la fonction ® est bien définie sur R.

b. Justifier que ® est dérivable, et calculer sa dérivée.

a. Soit x un réel fixé.

La fonction f est continue donc par produit la fonction ¢ — (z — t) f(t) est continue
sur l'intervalle [0, z] (ou [z, 0] si z < 0).

En conséquence 'intégrale / (x —t) f(t) dt est définie.
0

Ceci étant vrai pour tout x € R, la fonction ® est définie sur R.
b. Méthode 1. Par linéarité :

VeeR &) :m/()xf(t)dt+/0xtf(t)dt

La fonction f est continue sur R. Par produit la fonction ¢ — ¢f(¢) est aussi continue

sur R.
T

D’apres le théoreme fondamental les fonctions x — / f(t)dt et xz — / tf(t)dt sont
0 0

des primitives respectives de f et de t — tf(t).
Elles sont donc dérivables.
Par produit et somme la fonction ® est dérivable, de dérivée :

Vr e R P'( /f YAt +xf(x) —zf(x /f

En conséquence ® est une primitive d’une primitive de f.
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Méthode 2. On utilise une intégration par parties.
Soit z € R fixé, et pour tout t € R : u(t) =z —t.
Soit F(z) = / f(t)dt. D’apres le théoreme fondamental, comme f est continue alors

F est la primitive de f qui s’annule en 0.

Les fonctions u et F' sont de classe C' (car f est continue), donc par intégration par
parties :

T

——/%(—1)F@)dt

@@:A%mpwazhwmﬂo 0
+:AéF@)dt

zkw%W@K
Comme F'(0) = 0 alors :
Vo € R M@z%%ﬁﬂb

Ceci montre que ® est une primitive d’une primitive de f.

Plus précisément ® est la primitive qui s’annule en 0 de la primitive qui s’annule en 0
de f.
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