Feuille de TD n°2
TD — Suites numériques

On définit les suites (u,,) et (v,) de la fagon

. 3n—4
suivante : pour toutn € N, u,, = on—= etvg =1 et
2n+1
3u, —4
v = —.
T o, 1

Calculer les quatre premiers termes des suites (uy,)
et (vp).
Soit (u,) la suite définie par u,, = n> —n + 1
1. Calculer ug et uqp.

2. Exprimer, en fonction de n, u,, + 1 et w,41.

Soit (uy,) la suite arithmétique de premier

. 1
terme vy = 4 et de raison r = 7"

1. Exprimer u,, en fonction de n.

2. Calculer uqg.

@ Soit (u,) la suite géométrique de premier
terme ug = 7 et de raison ¢ = 3.

1. Exprimer u,, en fonction de n.

2. Calculer us.

On suppose que chaque année, la producion
d’une usine subit une baisse de 4 %.
Au cours de I'année 2000, la production a été de
25000 unités.

1. On note P, = 25000 et P, la production prévue
au cours de 'année (2000 + n).
Montrer que (P,) est une suite géométrique
dont on précisera la raison.

2. Calculer la production de l'usine en 2023.

@ Soit (uy,) la suite arithmétique de premier
terme uy = 5 et uy; = 19.
Calculer la raison r et le premier terme uy.

Quelle forme choisir ?
Une variété de bambou grandit de 6 cm par jour. On
achéte dans un magasin un spécimen de 20 cm.
On note u,, la taille du bambou au bout de n journées,
ou n est un nombre entier.

1. Justifier que (u,,) est arithmétique et préciser le
premier terme et la raison.

2. Donner I'écriture de son terme général.
3. Donner les quatre premiers termes de la suite

4. Calculer ugy.

algorithme

Ecrire un programme en Python qui permet I'affi-
chage des 10 premiers termes de la suite définie par

UQ=20
Upt1 = Up +6

Ecrire une fonction en Python qui permet de donner
la valeur d’'un terme choisi d’'une suite arithmétique
que I'on peut définir également. Par exemple la com-
mande arith (20, 6, 84) renvoie la valeur ugy de la
suite définie ci-dessus.

[9] On considere la suite (u,,) définie par uy = 2

3u, — 1

up +1°

1. Calculer w;, us et us. Donner les valeurs
exactes.

etpourtoutn e N, up g =

1
Up — 1
(a) Démontrer que (v,,) est une suite arithmeé-
tique

2. On pose pour toutn € N, v, =

(b) En déduire une expression de v,, en fonc-
tion de n pour tout n entier.

(c) En déduire une expression de u,, en fonc-
tion de n.

3. Calculer U100
4. Conjecturer la limite de la suite (uy,).

Soit (u,) la suite définie par

1
Uy = =
A
Un+1 = 3n Un,

1. Calculer us, us, uy et us.

2. Démontrer que la suite de terme général v,, =
(v . , P
— est une suite géomeétrique.
n

3. En déduire I'expression de v, en fonction de n
puis celle de u,,.

(*)On considére la suite définie par uy = a et
la relation de récurrence

1
(R) Unt1 = 5Un +n’+n

1. Déterminer un polynbme P du second degré,
de fagon a ce que la suite de terme général
a, = P(n) vérifie la relation (R).

2. Montrer que la suite (v,,) définie par v,, = u,, —
oy, €st une suite géométrique dont on précisera
le premier terme et la raison.

3. Donner I'expression de v,, en fonction de n et
de a, puis celle de wu,,.



(**) Les singes et les noix de coco
« Le premier singe prit la moitié des noix de coco,
plus une.
Le deuxieme prit la moitié du reste plus deux
Le troisieme prit la moitié du reste plus trois. ..
Le Ne et dernier prit la moitié du reste précédent, plus
N.»

Déterminer en fonction de N le nombre total x de
noix de coco.

Utiliser le nombre restant de noix de cocos.

1. La suite (v,) est définie pour tout n € N par
vy = (n—1)3

(a) Calculer les 3 premiers termes de la suite
(vn,). Que pourrait-on supposer ?

(o) Démontrer que la suite v n’est pas arith-
métique.

2. La suite (u,) est définie pour tout n € N par
Uy = (n+3)2 —n? 7.
Démontrer qu’elle est arithmétique. Préciser le
premier terme et la raison.

Une suite arithmétique a pour premier terme
13 et pour centiéme terme 2011.
Calculer la moyenne des 100 premiers termes de
cette suite.

On considére une suite (u,)ncn arithmé-
tigue. Montrer que la suite (v,,) définie par Vn € N,
v, = 2" est géométrique, préciser le premier terme
et la raison.

On considére la suite (u,,) définie par u = 3

3un,
3+ 2u,

etvn € N, Un+1 =

1. A l'aide de la calculatrice, conjecturer les varia-
tions et la limite éventuelle de la suite (uy,).

2. Démontrer par récurrence que pour tout n € N,
U, > 0.

3. On pose, pour toutn € N, v, = -
mn
(a) Démontrer que la suite (v,,) est arithmé-
tique. Préciser son premier terme et sa rai-
son.

(b) En déduire une expression de v,, en fonc-
tion de n pour tout n € N.

4. En déduire une expression de u,, en fonction
de n puis vérifier les conjectures émises dans
la premiére question.

. 3uy, 1

17 | Pour s’entrainer : =———etuy= .
Ut = o, T 0T
Montrer que la suite (v, ) définie pour tout n € N par

n

Up = est géométrique.
Up — 1

Exprimer u,, en fonction de v,, puis en déduire que
n

our tout N, = .
pourtoutn € N, u, 31

Soit (uy,) la suite définie par uyp = 1 et pour
toutn € N, upy1 = 3uy, —4n + 2.
1. Démontrer par récurrence que pour tout n € N,
u, = 2n. En déduire la limite de la suite (u,,)
2. On pose pour toutn € N, v, = u,, — 2n
(a) Démontrer que (v,) est géométrique. Preé-
ciser le premier terme et la raison.

(b) En déduire I'expression de v,, en fonction
de n puis celle de u,,.

k=0
Démontrer que pour tout n € N, S, =
3n+1_
5 +n(n+1).

1. a est un nombre réel. On considére la suite
(u,) définie par pour tout n € N* par

Uy =a
4 3
Unp+1 =

0 10"
(@) (vy) est la suite définie pour tout n € N*
par v, = 13u,, — 4
Démontrer que (v, ) est géométrique et ex-
primer v,, en fonction de n et a.

(b) En déduire que pour tout n € N*,

B 4 N 4 i n—1
Un =737 7 13 10

(c) Déterminer la limite de la suite (uy,).

2. Un professeur oublie souvent ses clés de salle.
Pour tout entier n € N*, on note E,, I'événe-
ment : « le professeur oublie ses clés le jour n »
et E,, 'événement contraire.
pn €st la probabilité de E,,. On note p; = q, la
probabilité qu’il oublie ses clés le premier jour.
On suppose en outre que les deux conditions
suivantes sont réalisées :

e silejour n il a oublié ses clés, alors la pro-
babilité qu’il les oublie le jour suivant est

1
de —
10

e S’il ne les oublie pas le jour n, la probabi-

lité qu’il les oublie le jour suivant est 0"

. 1
(a) Démontrer que pp+1 = —pn +

—(1 - .



(b) En déduire une expression de p,y1 en
fonction de p,,.

(c) A laide des résultats de la question 1.,
donner I'expression de p, en fonction de
n et de a.

(d) La limite de (p,,) dépend-t-elle de la condi-
tion initiale a ?

Deux exemples de suites récurrentes
doubles, telles qu’on les trouvait dans des épreuves
du bac dans les années 70 et 80.

1. On consideére la suite (u,,) définie par up = 1 et
11 .
uL = et la relation

1
Vn €N, upio — Upt1 + 7 = 0

. ) . 1
(a) Résoudre I'équation z° — = + ;=0

(b) On considére la suite (v,,) définie pour tout
n € N parv, = upt1 — o Un- Montrer que

(u,) est géométrique et donner son ex-
pression en fonction de n.

(c) On considere la suite (w,) définie pour
tout n € N par w,, = 2" x u,. Montrer que
(wy,) est arithmétique, donner son expres-
sion en fonction de n.

(d) Déduire de ce qui précede I'expression de
u,, en fonction de n.

2. On considere la suite (u,,) définie par uy = —2
et u; = 0 et la relation

Vn € N,Un+2 — 5un+1 + 6un =0

(a) Résoudre I'équation z? — 52 4+ 6 = 0.

(b) On considére la suite (v,,) définie pour tout
n € N par v, = up+1 — 2u,. Montrer que
(v,) est géométriqgue et donner son ex-
pression en fonction de n.

(c) On considere la suite (w,) définie pour
tout n € N par w, = up+1 — 3u,. Mon-
trer que (w,,) est géométrique, donner son
expression en fonction de n.

(d) Déduire de ce qui précede I'expression de
u,, en fonction de n.

Soient a et b deux nombres réels non nuls.
Le but de I'exercice est de déterminer 'expression en
fonction de n de la suite réelle u vérifiant :

ug et up donnés, et vn € N, u, 19 = aupy1 + buy,

1. Soit » un nombre réel, on définit la suite (v,)
par :

Vn € N, Up = Upt1 — TUp.

(a) (a) Exprimer v,1 en fonction de v,, et de
Uy

(b) En déduire que si r est une solution de
Iéquation z? — az — b = 0 alors la suite

v est géométrique.
2. Dans cette question on suppose que I'équation
22 — ax — b = 0 admet deux solutions réelles

distinctes r; et rs.
(a) Exprimer u,11 — r1u, €t upy1 — rou, €n
fonction de ug, u; et de n.

(b) En déduire I'expression de u,, en fonction
de de ug, u; et de n.

3. Dans cette question on suppose que I'équation
x? —ax —b = 0 admet une seule solution double

To-

(a) Exprimer u,.1 —rou, en fonction de wug, uq
et de n.

(b) Exprimer u, en fonction de u,_1 puis en
fonction de u,,_o, puis en fonction de u,, 3.

4. En déduire I'expression de u,, en fonction de
entier naturel n.



Feuille de TD n°2
Réponses ou Solutions

0 1 2 3 4
un | —4 | —0,333] 0,4 | 0,714 | 0,889
vn | 1 | —0,333| =15 | 1,689 | 0,244

uozletu10:91,un+1:n2—n+2€’[un+1:n2+n+1

@er,uoz—?).

1. Pourtoutn € N, u,11 = u, + 6, up = 20, donc (u,,) est arithmétique de raison 6 et de premier terme 20.
2. Pourtoutn € N, u,, =20 + 6n
3. ugy =20+ 6 x 84 = 524, soit 5,24 m au bout de 84 jours.

def arith(u0O,r,n):
u=ul for i in range(n): u=u+r return u

[9]

) 3 7
1. U= Uz =g, us =g

[a—

2. =
Un Up — 1

(a) Pour montrer que (v,,) est arithmétique, on exprime v,,;1 en fonction de v,,.

Un+1 =

1 1
= U, —1=— <= |up=—+1= ——
Up — 1 Up, Up, Up,

125 +1 120,41 1
5Un+1_1_§ 1 —Un+§

Un

e . 1 .
Et donc (v,,) est arithmétique de raison 3 et de premier terme vy = "

Or, v, =

Ainsi, v,11 =

— 1
(b) Ainsi pourtoutn € N, v, = 1—{—§n
vp + 1 _2+%n_4+n

¢) On a donc, pour toutn € N, u,, = = = }
©) P " Un l—i—%n 24+n

104
3. u100 = —102
4. lim wu, = 1.
n—-+o0o



Indications :

Soit r,, le nombre de noix de coco restantes apres le n¢ singe (0 < n < N, en convenant que ry = x)

ro =2
1. Démontrer que { Tn—1 pourl <n<N
Tn = —-n
2
2. Etudier la suite (uy): u, = r,, + 2n — 2. (Chercher une relation de récurrence entre u,, et u,_,.)
3. En déduire I'expression de r,, en fonction de n et de z.

4. En déduire que z = 2V TL(N — 1) + 2.

1. (a) up = —1, u; = 0, uy = 1. La suite pourrait étre arithmétique de raison 1 et de premier terme —1.
(b) wpi1 — up =n® —n3 —3n2 +3n — 1 = 3n? — 3n + 1 non constant, donc (u,) n'est pas arithmétique.

2. Pour toutn € N, u,, = 6n + 2 donc (u,,) est arithmeétique de premier terme 2 et de raison 6.

. , UQ + Ugg
Onawug = 13 et ugg = 2011. La somme des 100 premiers termes, c’est Sgg = 100 x ————
Up + Ug9 2024

c’est la somme divisée par 100, soit m = 5 =—5 = 1012

Pour tout n € N, u,, = ug + nr donc v, = 2“0 = 2 x (2")", donc (v,) est géométrique de premier
terme 2“0 et de raison 2".
3 3 3+ 2u 3 2u
Un—f—l: = Bun t=— =y, 4+ 2

Pourtoutn e N, u,, =

, la moyenne

décroissante, tend vers 0.

1+2n’
Un+1 = 3up, up = o
vp + 1

1. hérédité : Soit n € N tel que P,, est vraie, donc u,, > 2n.
Ainsi, 3u,, > 6n donc u,4+1 = 3u, —4n+2 > 2n+2 > 2(n + 1). Donc P,,;1 est vraie.

2. (vy) est géométrique de raison 3.
3. On utilise la linéarité de la somme.

1
1. (a) Solution: 3

. . . 1 1
b) (v,) géométrique de raison 5 Un = 52—n

(
(¢) (wy) arithmétique de raison 10 : w, = 1+ 10n

1+ 10n
Up = o

o

3

(d)
(a) Solutions : 2 et 3.

(b) (v,) géométrique de raison 3 : v, = 4 x 3"
() (

(d)

c
d

wy,) géométrique de raison 2 : w,, = 6 x 2"

Up =Vp — Wy, =4 x 3" —6x2"



