Mars 2023 Correction DS n°6 CPES - SG

» Exercice 1

1. Domaine de définition :

1
e 6x—2>0 < x>§

1
. 2x—1>0<=)x>§
e x>0

S 1
Ainsi |'équation est définie si x> 5 — 9=

—; 400
2

, . 1
2. Résolution : Pour tout x> >

In6x—-2)+In2x—-1) = Inx

— In((6x-2)2x-1)) = Inx
—= 12x*-10x+2 = x
= 12x*-11x+2=0

11-5 1 1

X = ——=-<-=

A =121-96 =25. Ainsi |'équation du second degré a deux solutions : 11215 ‘21 %
Xy = ==>=

2T 24 372

2
La solution de |'équation est donc | & = {—} :

» Exercice 2

Partie | Etude d’une fonction auxiliaire
gx)=x+2-xInx

1. e Limite en 0 :
linéx+2 =2 et d'aprés le théoréeme de croissances comparées, lin%xlnx =0, donc
x— X—
lim g(x) =2.
x—0

e Limite en +00 :

A priori une forme indéterminée du type oo —oo. Mais pour tout x € ]0; +oo[, g(x) =
2 1 2
+ —1), or lim xlnx = +oco et lim — +
Inx xInx X—+00 x—+oolnx xlnx
produit, d'aprés la régle des signes, xliI}l g(x) = —oco.
—+00

—1=-1, donc par

1
2. g est bien dérivable sur RY. g'(x) =1- (1nx+x X ;) =—Inxet —In(x) >0 < x<1.0n a

donc le tableau de signes et variations suivant :

X 0 1 +00

g'(x) + 0 -

. 2/3\_00




3. Sur l'intervalle 11; +oo],
* g est continue car dérivable

* g est strictement décroissante

e 0€e| lim g(x);3
X—+00
D'aprés le théoréme de la bijection, il existe un unique a € ]1; +oo[ solution de |'équation
g(x) =0. De plus, pour tout x€]0; 1], g(x) > 2.
Ainsi, il existe une unique solution a sur ]0; +oo[ a I'équation g(x) = 0.

Par balayage a la calculatrice, on obtient I'encadrement 4,31 < a < 4,32

4. En exploitant le tableau de variations, on peut en déduire le signe de g sur ]0; +oo[ :

X 0 a +00
g(x) + 0 -
Partie Il Etude d’une fonction f Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par
Inx
f(x) = m

1. f est bien dérivable sur ]0; +oo[ par quotient dont le dénominateur ne s'annule pas.
(x+2) X%—l xInx  x+2-xlnx

, —

S = (x+2)?  x(x+2)2
2 (a)—0<=>alna—a+2<=)ln—a—l(:)f(a)—l
8= B a+2 «a T«

3. e Limite en 0 :

limx+2=2 et limlnx = —oo, donc lim f(x) = —co.
x—0 x—0 x—0

e Limite en +o00 :

Inx 1
Forme indéterminée du type f_ Mais pour tout x €]0; +oo[, f(x) = — 5 . D'apres
(0,@) X p +1
PR : 3 . Inx )
le théoréme de croissances comparées, lim — =0, donc lim f(x)=0.
X—+00 X X—+00
4. Comme x(x+2)?>>0 sur ]0; +oo[, on a :
X 0 a +00
f'(x) + 0 -
1
f(X) / a \
—00 0
1 1
Avec — < —.

» Exercice 3

. . 4
Soit f la fonction f(x)=5- Ty

1. flx)=

12 >0, donc f est bien croissante sur ]0; +ool.
X



4
2. x>0donc x#-2 f(x) =x < 5—x:—2 — G5-X)(x+2)=4 < —x°+3x+6=0 <

X+
x*-3x-6=0.
3-+/33
donc I'equation a deux soluti =<0
A=9+24=33 équat t :
onc equa ION a deux solutions 3+\/3—3
x2: 2 :a>0

Or5<v33<6donc4<a<hs.
3. Soit (uy,) définie par ug=1 et pour tout neN, uy+1 = f(uUy).
Onpose ), : « 0L up<uUpy1 <a».

e |nitialisation :

4 1 . .
u1:5—§:?>1, et u; < a, donc on a bien 0 < uy < uy; < a et donc Py est vraie.

o Hérédité :
Soit n €N tel que &, est vraie. Autrement dit,

OSup<Supn<a

Donc f(0) < f(un) < f(upt1) < fla)
Donc 3 < ups1 S ups2) < a

Donc 0 < upy1 S upy2) < a

Ainsi &, est vraie.

e Conclusion :
La propriété est vraie pour n =0 et est héréditaire donc, d'aprés le principe de récurrence,
elle est vraie pour tout neN :

vneN, O0<up<ups1<a

Ainsi, la suite (u,) est croissante et bornée

» Exercice 4
Soient f et g deux fonctions définies sur [0; 27] par f(x) =2xcos(2x) et g(x) =sin(2x).

1. f et g sont dérivables sur [0; 27], f'(x) =2xx2(—sin(2x))+2cos(2x) = 2 cos(2x) —4xsin(2x)
et g'(x) =2cos(2x).
2. e Tangente a €y en 0: y=f(0)(x—0)+ f(0) =2x
 Tangente d Gz en 0 : y=g'(0)(x—0)+g(0) =2x
Donc les tangentes en 0 sont confondues.
3. On cherche les a € [0;27] pour lesquels les tangentes a € et €, sont paralléles, soit les a
tels que f'(a) = g'(a) < 2cos(2a) —4asin(2a) = 2cos2a < 4asin(2a)=0 < a=0 ou

. T 3
sin(2a) =0 < 2a=0+kx2nou2a=n+kx2n < ae{o, E’ T, 7,271}



