Feuille de TD n°6
Fonctions usuelles

1 Fonction exponentielle

Relation fonctionnelle :
Simplifier les écritures suivantes :

1. eG % e—4 9. er—l % e—3x+2
3
e 5x
2. — 10 €
€ ©oe—2x
—4\3
3. (e ) e—3x2+x+1
5
4 e 11. ex+1
) 2
exe —
e_4 12 e 5x x e5x+1
5 — - —3x—
e_l 13 e Sxxe 3x—-1
_516 _
6. (e 5) e 2x
14, ——
5e~7 edx+2
(B 2
e e* —2x+1
-3x 2x 15, ——
8. e*'xe o1

On considére la fonction f définie sur R par
fx)=e“+e™".

1. Calculer f(0)

2. Montrer que f est paire.

3. Déterminer les limites en —co et +oo de f.

2x
| et +1
4. Montrer que pour tout réel x, fx) = .

ex

1. Développer I'expression (e*+e ) x (¥ —e™*)

. X4 eX 2 X _ a—x)\2
2. Simplifier I'expression (e Ze )_(e ze )

Equations avec exp.
Résoudre les équations suivantes :

1. e—4x+2 — 1
2 e—x+3 — ex+5
er—Z

3 e 70

@ Equations avec changement d’inconnue :
Résoudre les équations suivantes :

1. e¥+e*+3=0
2. e +e"-2=0
3. —3e**—9e*+12=0
@ Inéquations :
Résoudre les inéquations suivantes :
1. el>1
2 e—2x+1 gex
3. ex2+l > e*2
XP+x-2

o1 >0

Calculs de dérivées :
Soit une fonction f définie sur R par la donnée de f(x).
On admet que f est dérivable sur R.
Déterminer une expression de f’(x).

1. fxy=e"*
2 f(x)—fe%
' )

Cf= ex2+x

3
4. f(x)=xe**!
5
6

. f(x) — ex2+1
. fo= (x2 + l)ee‘x+1
1—e™2x
7. fx)= p
1-e™2*
8. f(x)= Tre2x

9. flo)=e*t!
10. f(x)=e"+x*+1
11. f(x) =5e" +5xe*
12. f(x) =e*sinx

3x+1-¢*
13. f(x) = —

14, f(x)=e “+x7!

On considére la fonction f définie sur R par
fx)=e 3 +3x-2
1. Etudier la fonction sur R (parité, variations, li-
mites).
2. En déduire qu'il existe une unique solution a
I'équation f(x) =0 sur l'intervalle 10; 1.

3. Donner une approximation de cette solution a
1073 pres.

@ Partie 1.
Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) =e* +x+1.

1. Etudier la fonction sur R. Dresser son tableau de
variation.

2. Montrer que I'équation ¢(x) =0 admet une solu-
tion unique a € R, donner un encadrement de a
al107? pres.

3. En déduire le signe de ¢ sur R

Partie 2.

On considére la fonction f définie sur [-3; +oo[ par :

X

xe
fx= eX+1

e*p(x)

1. Montrer que pour tout x >3, f'(x) = ———

que p [ 1 1)

déduire le sens de variation de f sur [-3; +ool.

2. Montrer que f(a) = a+1. En déduire un enca-
drement de @ a 1072 pres.

3. Etudier les limites de f aux bornes de son en-
semble de définition.

4. Dresser son tableau de variation sur [-3; +o0l.



2 Fonction logarithme népérien

Calculer

1. A= %ln(3+2\/§)—4ln(\/§+1)—%ln(\/§—1)

2. B = ln(7+5\/§) + 81n(\/§+1) +7ln(\/§—1) +
2In(3-2v2]

Résoudre dans R les équations suivantes :
1. In(x+3)+In(x+2)=In(x+11)
2. In(x* +5x+6) =In(x+11)
-x—11
=)
4. In(x+2)=In(-x-11)-In(x+3)

3. In(-x-2)= ln(

1
5. 51n|x—1|—1n|x+1|=0
e 1 _\/e2x+2 _2e3 =
7. (¢) = 2
8. 4x_3x—% :3x+% _22x—1
Dans le repére orthonormé suivant, on a le

point B(0;2) et ¥, courbe représentative de la fonc-
tion In.

A

Existe-t-il une tangente a la courbe & passant par le
point B?

Résoudre les équations et inéquations.
Inx=-1
e =—1
In(4-2x)>1
e*tl >2
InGx-1)=2
e =5
In3x—-1) <0
S <2

® No oA wDhd=

Méme consigne, attention aux ensembles de
définition

1. In(x+1)=In(—x)
2. In(x*-1)<In5
3. ln(xz—x+1) =In2

4. In(2x) >In(x*> —2x+1)

Résoudre les équations/inéquations suivantes,
attention au domaine de définition

1. In(3x—6)=1n(4—x)
In2x)—In(x+1) =In(x-5)
In2x-1)=2Inx
In(x+1)+In(x—1) =1In4 —2x)
In4x-2)+In(5)<1-1n2

In6-x) >In(x—-1)

In(x* —4x+4)—In(x—2) <In(8-x)
In2x+4)+In(1-x)—-1n2 > 1In(-x)

©O NS A wDd

Résoudre les équations/inéquations suivantes
aprés avoir déterminé leur ensemble de définition.

1. In((x-3)2x+1)) =In4
2. In(x-3)+In2x+1) =1n4
3. In(x+3)+In(x+2)=In3+1In2
4. 2In(x+2) =In(—x)
5 1
6

3
2 _2
. (In(x) ln(x) 2

. In(-2x+3)-In(x+1) =1

calculs de dérivées Calculer la dérivée de la
fonction f: x— 2% et de la fonction g: x— x*.

** Soit la fonction f définie sur ]0;1[ par
fx) =x"1-x)1"

. 1 ..

Montrer que f admet un maximum de 5 sur I'intervalle
de définition.

Donner la réponse exacte parmi les trois pro-
positions.

1. Soit un nombre x> 0.
Onaln(l+x)—-Inx)=...

(a) In

1
1+ =
X

In(1+x)
In(x)

(c) o.

X
2. Pour tout nombre réel x, ln(

e

?) ~In(e*?)=...
(a) —-3-In2;
(b) 3-In2;
() -3+In2.

3. La suite définie par u,, =In(5x 3") est une suite

(a) géométrique de raison In3 et de premier
terme In5;

(b) arithmétique de raison In3 et de premier
terme In5;

(c) arithmétique de raison In3 et de premier
terme 0.

Déterminer un seuil :

Résoudre les inéquations suivantes dans N :

5 n
1. (—) <0,01
9



2. 325108

Application : lwao souhaite placer son argent
sur un compte épargne rémunéré a 3% par an.

1. Ecrire un algorithme permettant de déterminer
au bout de combien d'années de placement son
capital initial aura doubleé.

2. Retrouver le résultat de I'algorithme par le calcul.

Série harmonique : un exemple de série
divergente.
On considére la suite (u;) définie pour tout entier n

I 1+1+1+ +1 il
non nu ar U, = —t+—-t...t—= —.
par tin 2 3 n ok

1. (a) Ecrire un algorithme permettant de calculer
la valeur uy, pour une valeur de n entrée par
I'utilisateur.

(b) Utiliser cet algorithme programmé sur cal-
culatrice ou ordinateur pour déterminer uyg,
Ujpo et Usoo-

La suite semble-t-elle converger?

2. (a) Démontrer que pour tout nombre x > 0,
In(1+x) <x.

(b) En déduire que pour tout n e N*, In(n+1)—
1
In(n) < —
n
(c) Démontrer que pour tout n e N*, u, >
In(n+1)

3. La suite (uy) est-elle convergente ?

Autour de la notion d’équivalent 4+ taux
intéréts
1. On considére la fonction g définie sur [0; +oof
par :
gx)=In(1+x)—x

(a) Etudier le sens de variation de la fonction
g
En déduire que, pour tout x € [0; +oo|,
gx) 0.

(b) Démontrer que pour tout nombre réel x €
2

[0; +ool, |g(0)] < %

(c) En déduire que, pour tout nombre réel x €
10;0,14[, on a

Inl1+x)=x

avec une erreur inférieure ou égale a 0,01.

2. Un banquier explique la « régle des 70 » a un
client : « Si vous placez un capital sur un compte
épargne dont le taux d'intérét est t % , alors votre

. 70 .
capital aura doublé en - ans. Par exemple, si

vous placez votre argent 4 7%, vous doublez le
capital en 10 ans. » .
Justifier la régle de 70.

3. Enoncer la régle des 110 et des 231.

Résoudre |'inéquation suivante :

1+In(x+3) > In(x* +2x-3)

Résoudre dans R} xR} le systéme :

S x2+y2 =50
Inx+Iny = In7

Base a

Résoudre dans R I'inéquation log, (2x) > 1+logg(3x+2)
Résoudre dans ([R{i\{l})2 le systéme

{ 4(logx(y)+logy(x)) =17
Xy = 243

Comparer 20242 et 20252024.

3 Fonctions trigonométriques
Etudier parité et périodicité des fonctions sui-

vantes :
1—cos(x)
1. =
h» 1+ cos(x)
2. fo(x)=sinxcosx

3. f3x)= 1+5cos® x

4. fi(x) =7sin(g)

Déterminer la dérivée de chacune des fonctions
suivantes :

1. ilx)= 3sinx + x*cos x

2. fo(x)=2cosx+x

sinx
3. fB(x) = T
1
fat0 = COSX
f5(x) =5xsinx

fe(x) = cos® x

f7(x) = —3cos(3x)

1
8. fs(x)= COS(sz)

No o o~

. b4
9. folx)= —s1n(—3x— E)
10. fio(x) =sin(2x) —cos(3x)
11. fi1(x) = cos(\/ 1 +x2)
12. fio(x) =S¥
b4
13. fi3(x) =3cos (Sx— Z)

14. fi4(x) =tan(2x)
15. fi5(x) = xtan(x)



4 Etudes de fonctions

Etudier la convexité de la fonction f définie

par f(X) = m

-32 La fonction f est définie par
-
f(x) =ln(\/x2+4—x).

1. Déterminer I'ensemble de définition de la fonc-
tion f.

2. Montrer que la courbe & représentative de f
dans un repére orthonormé du plan admet le
point I(0;In2) comme centre de symétrie.

3. Etudier les variations de f et dresser son tableau
de variations complet.

4. Etudier la convexité de f.

1. Etudier et représenter graphiquement la fonction
f:x—In|lnx|.
On précisera |'ensemble de définition, I'étude des
branches infinies, les coordonnées du point d’in-
flexion I et le coefficient directeur de la tangente
a la courbe en ce point.

2. Application : I'équation In|lnx| = m admet-elle
deux solutions x; et x», quel que soit m ? Quand
elles existent, montrer que leur produit est une
constante que I'on déterminera.

On définit une application f de l'intervalle
[0; 1] dans R en posant f(x) = xV—Inx pour x>0 et
f)=o0.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

2. Montrer que Vx€]0;1], —Inx > 1- x, étudier a
partir de 1a la dérivabilité de f en 1.

3. Etudier les variations de f et tracer sa courbe
représentative dans un repére orthonormé.

[35]

Partie |
On consideére la fonction g définie sur Ry par :

(1) = 2t In(1+ 1)
§W=117 '

1. Etudier les variations de g sur R,.
2. Démontrer que I'équation g(t) = 0 admet une so-

lution unique @ sur R}. Donner un encadrement
de @ a 1072 pres.

Partie 1l
On consideére la fonction f définie sur R par

f)=e*In(1+ er)_

1. Veérifier que f'(x) posséde le méme signe que
g(e*¥). En déduire le sens de variations de f.

2Va

Montrer que le maximum de f sur R est Toa’
a

2. Déterminer les limites de f en +oo et en —oo.

neN*, on considére la famille des fonctions
fn définies sur [0; +ool par :

{ fnx) = x"1-Inx) si x>0
fn(o) =0

On désigne par 6, la représentation graphique de f;
dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O; i; f)

1. (a) Montrer que, pour tout n e N*, f; est conti-
nue en 0.

(b) Discuter, selon les valeurs de n la dérivabi-
lité¢ de f;, en 0. Interpréter graphiquement
ce résultat.

(c) Déterminer la limite de f, en +oco.

2. (a) Etudier, suivant les valeurs de x, le signe
de I'expression fj,+1(x)— f(x) et préciser les
valeurs de x pour lesquelles elle s'annule.

(b) En déduire les positions relatives des
courbes 6,1 et €, et montrer que toutes
les courbes passent par trois points fixes
dont on précisera les coordonnées.

3. (a) Etudier les variations de f, et dresser son
tableau de variation.

(b) Pour tout n e N*, déterminer, en fonction
de n une équation de la tangente a €, aux
points d'abscisses 1 et e.

(c) Construire sur le méme graphique les
courbes € et 6.

1. Soit ¢ la fonction définie sur [0; +oo par @(u) =
u—1+uw)ln(+uw).
Montrer que pour tout u >0, ¢(u) <O0.

2. Soit f la fonction définie sur R par :
In(1+x?)
flx) = 7

Fo =1

pour x #0

Montrer que la fonction f est continue sur R.
3. Etudier le sens de variation de f.

4. Calculer lim f(x).
X—+00

Etudier les variations de la fonction f telle
que f(x) =In(e*+2e7%).
Montrer que la courbe représentative de f, T admet un
axe de symétrie et deux asymptotes obliques que |'on
déterminera.

1. Soit f la fonction définie sur Ry par

f(x)zeﬁ six#0et x#1
flO =1
f=o0

(a) Etudier la continuité de f en 0 et en 1.

(b) Déterminer les limites suivantes :



lim f(x); limM : limm.

X—+00 x—0 X x—1x—1
(c) Etudier les variations de f et dresser le ta-

bleau de ces variations.
(d) Tracer la représentation graphique de f
dans un repére orthonormal.

2. A l'aide de la question précédente, représen-
ter dans le plan rapporté a un repére ortho-
normal I'ensemble des points M (x; y) tels que
In|x|xIn|y|=1

Soit neN*. On considére la fonction g, dé-
. n
finie sur ]0; +oo[ par gp(x) =x—n+ Elnx.
1. Etudier les variations de gj,.
Déterminer les limites de g, en 0 et +oo.

2. (a) En déduire I'existence d'un réel a;, unique
tel que gn(ay) =0.
(b) Montrer que 1 < ar, < e’

2 .

(c) Démontrer que In(a;,) =2 - —ay,. Exprimer
gn+1(ay) en fonction de a;, et de n. En dé-
duire que @;+1 — ay.

3. (a) Montrer que la suite () est convergente.
On note ¢ sa limite.

(b) En utilisant la question 2.c, calculer
lim In(a,) et en déduire ¢.
n—+oo

==

Calculer lin})(l —x+ xz)
x—»

5 Avec des suites

n

1
Variations et limite de (1 +—
n

1. Montrer que pour tout réel x > 0,
2

X
x—;éln(x+1)<x

2. En déduire la limite de la suite (u,) de terme
général :

un=(1+%)(1+%)...(1+nﬂj)(u%).

Soit (uy) la suite u, = ¥n.

1. Etudier la limite de la suite (u,).

2. Déterminer le plus grand terme de la suite (uy,).
1. Démontrer que :

X 1
Vxe[l; +oof, ln(—)>——
x+1 X

On pourra utiliser les variations d’une fonction.

2. Soit ¢ définie sur I = [e; +oo] par

@x)=(x+ l)zlnx—len(x+ 1).

(a) Vérifier que la fonction ¢ est dérivable sur
I et démontrer que Vxe I :

(x+1)3-x3

¢’ (x) =2xIn (i) +2lnx+
x+1 x(x+1)

(b) En déduire que ¢ est croissante sur 1.

3. Pour quelles valeurs de n €N, a-t-on :

2 2
nDT > ()7



Feuille de TD n°6
Réponses ou Solutions

1 Fonction exponentielle

1. fO)=1+1=2
2. pour tout xeR, f(-x) —e Fre Y = f(x)
3. xgrp f(x)=xl_i21 f(x) =+00

4. En factorisant par e™*.

@ er_e—Zx, 1
(4] % -1, @.
(5] @, (0}, (0}

[6] 1-1; +ool, ]—oo; %] R, 1-2; 0[U]1; +oo[

dérivée : —3(€73*—1), s'annule en 0. TVL.

2 Fonction logarithme népérien

2

en 83
e“+1

1 4—e 1
=, ¢, x<—, x>In2-1, ,
e 2 5

—:1
3

, x>5-1In2

V5 1o van[u]u2+va

2 [-vEi 1o ve] 2

In22*, (1+lnx)x*

[19] a, b, b
20] 8, 9

c=1
n=0
while c<2 :
c=cx1.03
n=n+1
print n
n In2
1,03">2 < n> =24
In1,03

Croissance trés lente de la suite, mais semble non bornée.
2. (a) Etude de fonction f(x)=In(1+x)—x

£1(x) 1= —2 <0 sur 10; +ool
= —1=— ; +00].

1+x 1+x : )
Donc f décroissante sur 10; +oo[ et f(0) =0, donc f <0 sur ]0; +oo[. D'ou la conclusion.

n+1

=In(n+1)—Inn, on conclut grice a la question

1 1
(b) En remplagant x par —, on a ln(1+—) =ln(
n n

précédente.



(c) En sommant entre 1 et N, on a :

N
usz

1
n=1"

3. up = In(n+1) donc (u,) diverge.

3 Fonctions trigonométriques

1. paire, 2m—périodique
2. impaire, m—périodique
3. paire, m—périodique

4. impaire, 4m—périodique

1. 3cosx+2xcosx— x°

sinx
2. =2sinx+1
Xcosx—sinx
X2
sinx

cos? x
5sinx+5xcosx

—4sinxcos® x

9sin(3x)
2x

sin
(1+ x2)2

9. 3cos (—3x— g)

10. 2cos(2x) +3sin(3x)

11. - sinV'1+ x2

® No o o~

=)
1+ x?

1+ x2
12. cosxeS™*

13. —15sin (5x— %)

14. 2(1 +tan®(2x))

15. x(1 +tan® X) +tanx

4 Etudes de fonctions

5 Avec des suites

N
> In(n+1)-Inn>In(N+1)-Inl
n=1



