Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. B13
Déterminants

@ Vérifier la formule det AB = det BA avec :

2 =2
Az(l 5) et B

( )
3 1

det A=10—(-2) =12 et detB=4—-0=14

Les produits sont :

9 9 8 —8
AB:<19 5) et BA:(? —1)

Leurs déterminants sont :
det(AB) =10 — (—38) =48 et det(BA) = —8 — (—56) = 48
On a bien dans les deux cas :

det(AB) = det Adet B et det(BA) = det Bdet A

@ Calculer les déterminants suivants en utilisant :

» des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes,
e un développement par rapport a une colonne,
e un développement par rapport a une ligne,

» la regle de Sarrus.

—-14 0 13 5 4 2 12 1 -8 011
3 0 11 6 3 6 -5 0 1 110
A I T NI B F e
ds=10 15 27| de=1|4 5 6| dr= dg =
0 0 10 5 7 9 2 4 8 15 1 1 al
3 7 15 30 111 a
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* Le déterminant d; est nul car une de ses colonnes est nulle. On peut aussi le voir par
développement par rapport a la colonne 2 ou par la regle de Sarrus :

-14 0 13
dy = 4 0 -5/=04+404+0-0-0-0=0
3 0 11

e Le déterminant dy est nul car deux lignes sont égales. On peut aussi le voir par déve-
loppement par rapport a la ligne 3 :

4 2
4 2

5 2
5 2

5 4

dp = 5 4

Sy Ot Ot

4
4
3

S DN DN

:6‘ ‘—3' ‘4—6‘ ‘:0—0—1-0:0

e Pour le déterminant ds on peut développer par rapport a la deuxieme colonne :

12 1 -8 10
dzs=1 10 O——‘_S 1'—1—0—0:—1
-5 0 1
On peut aussi appliquer la regle de Sarrus :
12 1 -8
d3=1 1 0 0}|=0+0+0-0-0—-1=-1
-5 0 1

e Pour le déterminant d4 toutes les méthodes sont efficaces. Par exemple avec la regle de
Sarrus :

011
d={111=04+414+1-1-0-0=1
1 10

e Le déterminant ds est triangulaire donc son déterminant est le produit de ses coefficients
diagonaux :
2 =34 1
ds =10 15 27| =2 x15x 10 =300
0 0 10

Ceci ce voit aussi avec la regle de Sarrus, ou en développant par rapport a la premiere
colonne ou la troisieme ligne.

» Pour le déterminant dg la regle de Sarrus et les développements nécessitent des calculs.
Par exemple le développement par rapport a la troisieme colonne est :

4 5
5 7

1 2

5 7

1 2
dg =14 5
5 7 4 5

O O W

ft 3ol 2ol 3

—3x3-6x(—3)+9x(—-3)=9+18—-27=0
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I1 est plus simple d’utiliser le pivot de Gauss. Ici on applique les opérations (C5 <+ %03),
puis (Cy « Cy — 2C)) et (C3 < C5 — (), et on constate que deux colonnes sont
proportionnelles :

1 2 3 1 21 1 0 0
dg=14 5 6|=3|4 5 2|=3|4 -3 -2|=0
5 79 5 7 3 5 =3 =2

Quoi qu’il en soit, ce déterminant est nul. Ceci montre que ses trois colonnes sont liées,
ou que ses trois lignes sont liées.

On constate effectivement que L3 = L; + Lo, et pour les colonnes : C + C3 = 2C5.
e On applique les opérations (Ly < Ly — L3), (L3 < L3 — 2Ls), (Ly < Ly — 2L4) :

01 2 3 012 3
L1224 T 1001
7124 8 15| |000 1
3 7 15 30 1 3 7 15
Ensuites les opérations (L4 <— Ly — L), (Ly < Ly — 3L;) donnent :
01 2 3
1 001
=190 01
0 015

Les permutations (L; <> Lo) et (L3 <> L) multiplient toutes les deux le déterminant
par —1, donc :

Il s’agit d’'un déterminant d’'une matrice diagonale donc d; = 1.

e Pour le calcul de dg la somme des lignes, c’est-a-dire les opérations (Ly < L; + L),
(Ll — L1+ Lg), (L1 — L1+ L4) donnent :

a 1 1 1 a+3 a+3 a+3 a+3 1 1 1 1
1 a1 1 1 a 1 1 1 a1 1
ds=11 14117 1 1 a | =etd
111 a 1 1 1 a 111 a

Ensuites les opérations (Lg <— Ly — L), (L3 < L3 — Ly), (L4 < L4 — L1) donnent :

11 1 |
0a—1 0 0

dy=(a+3)| ao 1o |F+3a-1y
0 0 0 a-1

Ceci montre que ce déterminant est nul si @ = 1, ce qui est évident, mais aussi si
a = —3, ce qui se vérifie car alors la somme des colonnes est nulle.
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(3) Dans #3 on note 7 = (1 2) et 0 = (1 2 3).

a. Calculer 70, o7, 0.

b. Vérifier que tous les éléments de &3 sont ainsi obtenus.

c. Vérifier que 77 = (1 2) et 75 = (2 3) permettent aussi d’obtenir tous les éléments de
Fs.

a. On obtient 70 = (2 3), o7 = (1 3), 0 = (1 3 2).
b. L’ensemble ¥3 contient 3! = 6 éléments, ils sont donc au complet :

_ 2
S3 = {e,T, TO,0T,0,0 }
c. On constate que 7,75 = o, donc d’apres la question précédente on peut obtenir tous les

éléments de S5 avec 11 et 7.

On peut aussi remarquer que 7, = 7, T» = 70, donc 77, = 720 = 0.

@ On note :
o= 1 23456 78
5 7 6 1 4 2 8 3
S 123456 78
1 3285647
Calculer 7o, puis les signatures de o, 7 et 70.

On obtient o =(154)(27836) de signature 1
T=(23)(487) de signature —1
70 =(15824)(36)  de signature —1.

En effet la signature d’un cycle de longueur p est (—1)P~1.

@ Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

a. Soit 7 une transposition de &,. Démontrer que 'application o — 7o réalise une
bijection de ,,.

b. En déduire que &, possede autant de permutations de signature 1 que de permuta-
tions de signature —1.

Vérifier ceci avec 3 et Fy.

a. Soit f: S, — S
o —TO

Cette application est bien définie car la composée de deux permutations de &, est une
permutation de &,. De plus, comme 72 = e alors f o f = Idy,, donc f est bijective,
égale a sa propre réciproque.

b. On note ¢, I'ensemble des permutations de signature 1.

Alors pour tout o € 4,,, la signature de 7o est :

e(ro) =¢(r)e(o) = (1) x1=—-1
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Ceci car la signature est un morphisme de groupes de (#,,0) dans ({£1}, ).

On en déduit que f(«,) est 'ensemble des permutations de signature —1.

De plus comme f est bijective alors les ensembles o, et f(«,,) sont de méme cardinal.
De plus &, = #,, U 74, cette union est disjointe, donc ¥, est de cardinal %‘

Par exemple pour &5 les permutations de signature 1 sont e, (1 2 3) et (1 3 2) alors
que les permutations des signature —1 sont (1 2), (1 3), et (2 3).

Pour ¢, on obtient deux ensembles de 12 éléments :

Les permutations de signature 1 sont l'identité, les 8 3-cycles comme (1 2 3), les 3
produits de deux transpositions & support disjoints comme (1 2)(3 4).

Les permutations de signature —1 sont les 6 transpositions comme (1 2) et les 6 4-cycles
comme (12 3 4).

@ Soit u; = (2,1), us = (1,—2) et :
f: R?® — R?
(z,y) —> (bx + 2y, 2z + 2y)
a. Démontrer que la famille % = (uy, uy) est une base de R?.
b. Donner la matrice de f dans la base canonique de R?, puis dans la base %.

c. Calculer de deux fagons différentes le déterminant de f. Justifier que f est un
isomorphisme.

d. Démontrer que fo f=7f — 6ldg.

a. Le déterminant de la famille 98 est :

2 1

det%:‘l 9

-

Comme il n’est pas nul alors la famille % est une base de R?.
b. La matrice de f dans la base canonique de R? est :

A= Mgy/(f)= <; ;>

On calcule les images de u; et uy par f et on les exprime en fonction de u; et us.
Comme :

(52)2_12 _of 2 ot (52) 1\ _( 1
22)\1) \(e6) "1 22)\-2) \ -2
alors f(u1) = 6uy et f(ua) = us, donc la matrice de f dans la base % est :

6 0
B=Ma(f)= <0 1)
c. Par propriété le déterminant de f est le déterminant de sa matrice dans toute base de
R2, donc :

5 2
2 2

6 0

det f =det A = 0 1

=6 et det f =det B =

-

Comme ce déterminant n’est pas nul alors f est un isomorphisme.
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d. On constate que :

) 360) - _(420)_(60)_(360)
B_<01 et TB—G6L=|, ; 06) \0 1

Ainsi les endomorphismes fo f et 7f —6ldg2 ont méme matrice dans la base %8 et donc
ils sont égaux : fo f=7f — 6ldr2

@ Soit p un projecteur de E de rang r, et s la symétrie de E associée a p.
Calculer les déterminants de p et de s en fonction de r.
Comme p est un projecteur alors son noyau et son image sont supplémentaires.
Soit %, une base de im p et 9%, une base de ker p.
Alors par le théoreme de la base adaptée, %87 U 9B, est une base de E.

Par définition du projecteur :
Vu € imp p(u) =u et Vu € kerp p(u) =0g

La matrice de p dans la base 9% est donc :

r

>

Lo

0 - 1

P= |- n

0o 0

n

Par définition de la symétrie associé a p :

Vu €imp s(u) =u et  VYuekerp s(u)=-—u
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La matrice de s dans la base 98 est donc :

r

>

S= V|- i *********** n

n

On aurait aussi pu remarquer que s = 2p — Idg, donc S = 2P — I,,.
Les déterminants des endomorphismes p et s sont les déterminants des matrices P et S.
Comme ces matrices sont diagonales il s’agit du produit de leurs coefficients diagonaux.
On obtient :

0 sir<n

de‘cp:{1 Sir—n et dets = (—1)

Soit @ = (—2,0,1) et ¥ = (0, —2, 1) deux vecteurs de I’espace. Donner une équation
du plan 2 passant par l'origine dirigé par @ et v.

—
Le plan 2 est 'ensemble des points M tels que les vecteurs u, v et OM sont coplanaires,

donc tels que : .
det (i,7,0M ) =0

On note (z,y, z) les coordonnées du point M. Alors :

-2 0 T
M e 2 = 0 -2 y|=0
1 1 z

= 20+ 2y +42=0

La plan % admet donc pour équation : = +y + 2z =0

@ Résoudre les systemes suivants, ot a est un réel fixé.

ar + y+ z=1
C. rT+ay+ z=a
r—2y+az=—-a—1

{13x—|—42y: 4 b{(a2—1)x—2ay:—2
Tr +20y =10 7 | 2az + (a®* — 1)y = a® + 3a

a. Le déterminant du systeme est :

A:’B 42'

7 20
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On applique les opérations (L; < Ly — 2Ly) puis (Cy < Cy + 2C) :
-1 2 -1 0
A“ 7 20“‘ 7 34‘__34
Ce déterminant n’est pas nul donc le systeme est de Cramer. Pour le résoudre on
calcule :

4 42 2 21 0 17 (L zL)
_ — — - _ - _ L
A, = 10 20 —20’1 2'—20‘1 2’— 17 x 20 340 (Lo < 35L2)
(Ll(—Ll—QLg)
(Ll(—Ll—LQ)
|13 4y (6 -6 |1 —=1| |1 0| 1
Bu=17 19 _'7 10‘_6’7 10‘_6‘7 17’_6“7 (L1 =5 L)
(CQ%CQ‘FCl)
On en déduit I'unique solution du systeme :
A A
=——==10 =—Y_-_3
A YT A

a>—1 —2a

_ 2 2 2 _ 4 2 — 2 2
9 a2_1—(a 1)*+4a"=a"+2a"+1=(a"+1)

Comme a est réel alors ce déterminant ne peut étre nul, et donc le systéeme est de
Cramer. On calcule ensuite :

Ao = a3123a azzal (L1 _;Ll)
=2 4 g, a;‘_l‘ (Cy + Cy — aCy)
=2 —11-3(1 —a* —02a2 -1 ’ =2(a" +1)°

By = 022; 1 a3123a - CL22_ 1 aQ_f?)' (Cr = G =)
o] —ag‘:—ll ’ (Ly ¢ Lo + Ly)

On en déduit I'unique solution du systeme :
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c. Le déterminant du systeme est :

a 1 1
A=]1 a 1
1 -2 a

On utilise pour pivot le 1 en haut de la troisieme colonne :

0 0 1
A=|1—-a a—1 1|=(1-a)
1—a? —2—a a

1 -1
1—a®> —2—a

Finalement :
A=(a—1(a®>+a+1)

Comme a est réel ce déterminant est nul si et seulement si a = 1.

Cas1l.a=1.

Le systeme devient :

T+ y+z= 1
T+ y+z= 1
r—2y+z=

|
|
N\

L’ensemble des solutions est :
yc - {<07170> +/\(]—707_1) | A€ R}

Cas 2. a # 1.

Le systeme est de Cramer. On calcule les déterminant suivants en utilisant toujours
pour pivot le 1 en haut de la troisieme colonne.

1 1 1
A, = a? a 1|=(1—a)(a®+a+1)
—a—1 -2 a
a 1 1
A, =11 a? 1| =a(a—1)(a*+a+1)
1 —a-—-1 a
a 1 1
A,=|1 a a> |=ala—1)(a*+a+1)
1 =2 —a-1
L’unique solution du systeme est donnée par les formules de Cramer z = %, Yy = %,
A .
z = T, solt ¢

(x,y,2) = (—1,a,1).
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Soit p et ¢ deux entiers tels que 1 < ¢ < p, et ay,...,a, des entiers distincts.

a. Calculer (a; ... a4)(aq ... ap). Vérifier la concordance avec la signature.
b. Calculer (a; az)(az as) ... (ap—1 ap).
c. Simplifier 0 = (1 2 3)(1 4 5)(2 6) grace au a.

Soit n un entier supérieur ou égal a tous les a;, si bien que les permutations de cet exercice
appartiennent au groupe ,,.

a. On pose o1 = (a1 ... ag), 02 = (aq ... a,) et 0 = 0109.
Soit = € [1,n].
Si z n’est pas 'un des a; alors o9(x) = x, puis o(z) = o1(02(x)) = x.
Si x est I'un des a;, alors :
e Sil<i<qalorso(a;)
e Sig<i<palorso(a;) =
e Sit=palors o(a,) =0
Finalement :
e Sil<i<palorso(a;)=a;.
e Sii=palors o(a,) = a;.
Donc o = (a; ... ayp).

b. D’apres la question précédente : (a1 az)(az as) ... (ap—1 a,) = (a1 ... a,).
Ceci peut étre démontré par récurrence sur p.

On sait que toute permutation se décompose en produit de cycles. On peut donc en
déduire que toute permutation est produit de transpositions, i.e., les transpositions
engendrent le groupe &,.

c. En utilisant la question a :

123)(145)(26)
23 1)(145)(26)
23145)(26)
31452)(26)
3145206)
14526 3).

g =

A~~~ /N /N /N /~
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Soitn>2.

a. Soit a et b deux entiers naturels. Démontrer que la transposition (a b) s’écrit comme
produit de transpositions de la forme (¢ i + 1).

b. Démontrer par récurrence que tous les éléments de &, sont obtenus par produits
des transpositions (1 2), (2 3), ..., (n — 1 n).

a. On montre que (a b) =(aa+1)(a+1la+2)...(b—=10)(b—-2b—1)...(aa+1).
b. On sait que toute permutation est produit de transpositions, donc d’apres la question
précédente toute permutation est produit des transpositions (i ¢ + 1).

[3]Soit n>2,puis o= (12 ... n) et 7=(12).

a. Calculer ¢" 'ro2.

b. Démontrer par récurrence que tous les éléments de &, peuvent étre obtenus par
produits uniquement de 7 et o.

On obtient 0" '70? = (12 ... n—1).
Soit p € &, et k = p(n).

Si k = n alors p est une permutation de [1,n — 1], par hypothese de récurrence il est
produit de 7 et (12 ... n—1), donc de 7 et o.

Sinon " *p envoie n sur n, donc on conclut de la méme facon.

Soit n € IN*. On note #,, 'ensemble des éléments de &, de signature 1.

a. Démontrer que #,, est un sous-groupe de &,.
b. On suppose que n > 4. Démontrer que (1 2)(3 4) est un produit de deux 3-cycles.
c. Démontrer que tout élément de #,, se décompose en produit de 3-cycles.

a. 9, est inclus dans &, contient e, et est stable par o.

Ou directement : ¢, est le noyau de la signature.
b. On essaie avec (1 2 3), on obtient (1 2)(3 4) = (14 3)(1 2 3). On peut aussi écrire :
(12)(34) = (1 2)(2 3)(23)(3 )
=(123)(234)
c. Toute permutation est produit de transpositions. Si une permutation est de signature

1 alors elle est produit d’un nombre pair de transpositions. On peut donc les assembler
deux a deux.

D’apres la question précédente un produit (a b)(c d) est produit de deux 3-cycles si a,
b, ¢, d sont distincts. Sinon (a b)(b ¢) = (a b ¢).
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Soit n entier naturel non-nul.

a. Soit 0 = (a1 ... ap) et p deux éléments de F,.
Démontrer que pop~ = (p(a1) ... p(ay)).

b. On suppose que n > 5. Démontrer que si 0 = (a b ¢) alors il existe une permutation
p de signature 1 telle que pop™t = (1 2 3).

a. On note b; = p(a;). On vérifie que pop~t(b;) = biy1. Si un entier x n’est pas 'un des b;
alors p~1(z) n’est pas I'un des a;, donc pop~i(z) = z.

b. Il faut que p vérifie p(a) =1, p(b) = 2 et p(c) = 3.
Il existe forcément une telle permutation, car a, b, ¢ sont distincts. Si elle est de signature
—1 alors on la remplace par 7p ot 7 = (4 5), on démontre que Tpop~'T = (1 2 3).

On peut donc énoncer la méme propriété avec (a’ b ') au lieu de (1 2 3). On en
déduit que ¢, est un groupe simple, élément essentiel de la preuve de Galois sur la
non-résolubilité des équations algébriques de degrés au moins 5.

[6] Soit uy = (10, 1), uy = (1,10) et :

f: R? — R?
(z,y) > §(10z — 55y, 46z — 10y)

Démontrer que la famille %8 = (uj,uy) est une base de R? et donner la matrice de f
dans cette base. L’application f est-elle un isomorphisme ?

Le déterminant de la famille %98 est :

10 1

det%:‘ 110

’:99

11 est non-nul donc la famille % est une base de R2.

10 —55
46 —10

;(zllg jg)<110>:£1)<44550>:5<110> donc - f(u) = Suz
91) (zllg :?8) <110> B §)<_—55440> B _6<11O> done  f{uz) = ~6u
La matrice de f dans la base % est donc :
5=(575)
0 —6

5 0

Il n’est pas nul donc f est un isomorphisme.

La matrice de f dans la base canonique est é ( ) On calcule :

Le déterminant de f est :

detf:' ‘:30
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Calculer les déterminants suivants.

8 9 20 35 i 1
d1_78‘ d2_’642‘ =11
1 — 5—vV11 V14 5 |863 43
YT V14 5+ /11 5 T 1921 1
d_7723 o |1 8 d_5—>\—)\
67123 77 T 781 6401 8 71 A A+6
go— |17 21 p 4+ m—1 g |e—2a a+a-T
Y71 43 —54 W= 1721 742 U™ 16243 a2+3a+2

Gréce aux opérations (L; <— Ly — L) puis (Cy < Cy — () :
g8 9 11 1 0
7 8 7 8 7 1

d1: = =

-

On factorise les lignes et les colonnes :

20 35 7 1
dy = 6 49 =HxX6x 1 7‘:5><6><7>< 1 1‘:3><5><6><7
A Y R S
ds = 1 il = 1=0
Effectivement les colonnes sont colinéaires dans C? : z(;) = (_1) = —( _1)
5 =v11 V14 | - B
dy = JII 54 JiT = (5-VIDG+ V1) - (V14)? =25 -11-14=0

La encore les colonnes sont colinéaires, mais c’est difficile a voir.
Grace aux opérations (C} < C7 — Cs), puis factorisation de la premiere colonne :

Corrigé du TD B13 : Déterminants

863 43 820 43 41 43
G=19 17|20 1 —20’1 N
On additionne les deux lignes puis on soustrait les colonnes :
77T 23 100 100 1 1 1 0
d6=193 77| |23 77 |7 1093 77| = 100]93 54| =540
» Soustraction de lignes, puis factorisation et soustraction de lignes :
1 81 1 81 1 81 0 2
dr = 81 6401‘_ 80 6400 — 80 _801 80—1’_80 1 79 = 160

Plutét que de développer on tente des opérations pour obtenir une forme factorisée

plutdt que développée. Ici on commence par (Lg < Lo + L) puis (Cy < C; — Cy) -

ds =

- Po

S5—A =X 5—XA =)\ 5 —A
A A+6] | 5 6'_ N
On peut vérifier certaines valeurs. Par exemple :
5 0
ur A=0: dg= 0 6':30:30—/\
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~Pour A=1": dgz“ll _H=28+1:29=30—A
0 -5
- Pour A\=5: d8:‘5 6’:25:30—)\
—25 —30 5 6
-Pour A\=30: dg= 30 36 =-—-5xX6xX 5 6'—0—30—)\

De plus on sait que ce déterminant est nul uniquement pour la valeur A\ = 30.
e Opérations (Cy < Cy + C4), puis (C + C + 4C5) :
—17 21‘_ —17 4_’—1 4

do=1 43 54 43 —11 ~1 —11

‘:11—(—4):15

e Opération (L; < L; — L), factorisation de la premiére colonne, puis soustraction de
colonnes (Cy <+ Cy — C1) :

™24+r -1 T+ 1 -3 1 -3
dio = | 7T+2'_ -1 742 =(m+1) T—1 m+2
1 —4

:<7T+1)'ﬂ__1 3':(7T+1)(47T—1)

4 Opél‘&tiOHS (L2<—L2—L1>, (02<—CQ—01>I
a>—2a a’?+a-—-"7 - a>—2a a’+a-—-"7
a?+3 a’?+3a+2| | 2a+3 2a+9
= 6(a* — 2a) — (2a 4+ 3)(3a — 7) = 6a® — 12a — 6a”® + 5a + 21
=21-Ta=73—a)

dll =

a?—2a 3a—7
20+ 3 6

On vérifie certaines valeurs :

0 -7
-Poura=0: dig= 3 2‘:21
3 5 3 5
- Pour a =3 dlo—‘u 20‘—4‘3 5‘—0

La formule semble convenir.
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Calculer les déterminants suivants.

0 1 X 2 -1 2 01 3
d =[x 0 1 dy =|-1 a 0 ds={1 3 9
1 A0 2 0 2 3 9 28
24 —21 13 6 3 7 27 28 29
dy =|-11 16 -9 ds =8 1 9 dg=128 30 32
23 —19 12 4 5 5 29 32 36
A A2-3 2 1 cosf cos26 1 a 0O
d; =|3 4\ A dg =] cosf cos20 cos30 dg=1b 1 a
2 22+1 1 cos 20 cos360 cos4l 0 b 1
3 —4 5 a b ¢ a—2b 2a— b a— b
do=| 5 3 —4 di = a c b dig=| a—2b 3a—4b 2a— 3b
-4 5 3 2b64+2c a a 20— b a—2b 2a—2b
o Par la regle de Sarrus :
0 1 X
di=\A 0 1]|=1+X\
1 A0
e De méme :
2 -1 2
dy=1-1 a O0|=4a—4a—2=-2
2 0 2
Ou par l'opération (C; < C; — C3) puis développement par rapport a la premiere
colonne :
0 -1 2
dy=1{-1 a 0 ::—(—1)‘_5 ;)::—2
0o 0 2
e Opération (C3 + C3 — 3Cy) puis développement par rapport a la troisiéme colonne :
01 3 010 01
d3:139:130213:—1
3 9 28 391
)

rapport a la premiere ligne :

24 =21 13
dy=|-11 16 —-9|=
23 —19 12

—11

Opération (L; < Ly — L3) puis pivot de Gauss sur les colonnes, développement par

1 -2 1 0 0 1
16 —9|=]|-2 -2 -9
23 —19 12 11 5 12
-2 -2 11
IR 5' _2'11 5‘ 12

page 15/30



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD B13 : Déterminants

e On pourrait remarquer que 10C; + Cy = 9C}3, donc d5; = 0, mais sinon grace aux
opération (C3 <— C5 — () puis pivot de Gauss usuel sur les lignes :

6 3 7 6 3 1 6 3 1 6 3 1
ds=18 1 9|=8 1 1|=] 2 =2 0|=|2 =2 0|=0
4 5 5 4 5 1 -2 2 0 0O 0 0

Opérations (L < L3 — Lg), (Ly < Lo — Ly), puis (L3 <= L3 — L), (Cy < Cy — C1),
et développement par rapport a la troisieme ligne :
27 28 29 27 28 29 27 28 29 27 1 29
d¢ =128 30 32|=|1 2 3|=|1 2 3|=]1 1 3|= ‘
29 32 36 1 2 4 0 0 1 0 0 1

27 1

S

e On commence par 'opération (Cy < Cy— AC}), puis (Cy < Cy—C3) et développement
par rapport a la seconde colonne.

A A2—3 2] A =3 2| |A -5 2 .
d;=13 4x A|l=[3 A Al=[3 0 A :—(—5)‘2 1‘:5(3—%)
2 20 +1 1| |2 1 1] |2 o0 1

On peut vérifier que d; est nul pour A = %, par exemple car les lignes Ly et L3 sont
colinéaires.
A titre préliminaire on peut calculer certaines valeurs de dy :

111
-Pour6=0: dg=1]1 1 1|=0
111
1 -1 1
-Pour@=m: dg=1|-1 1 —-1|1=0 car Cs3=04
1 -1
1 0 —1
-Pour0=75: dg=| 0 -1 0(=0 car (C53=-C}
-1 0 1
15 =3 4] 2 1 -1
-Powrf=%: dg=| 3 —5 -1 =g L -1 =2)=0 ar G=0-C
-5 -1 -1 -1 -2 -1
1 2 0 1 1 0 1 1 0
_r. g |2 Vi| _ (2)? B D P
~Powf=1: ds=|2 0 -2/ =(L)|1 0 -1|= 1 —-1/=0
V2 0 -1 -1 2lo -1 -1
—¥2

[\

Il semble que dg soit généralement nul. Pour démontrer ceci on applique ’algorithme
du pivot de Gauss. Les opérations (Lg < Lo —cos0Ly), (L < Ly —cos20L;) donnent :

1 cosf cos20 1 cos 6 cos 260
dg = | cosf cos20 cos3f| =10 cos 20 — cos? 0 cos 30 — cos 6 cos 26
cos20 cos30 cos46 0 cos36 — cosfcos20 cos 40 — cos? 26

On utilise les formules d’addition :

Y(a,b) € R? Comme cos(a +b) = cosacosb —sinasinb

alors cos(a + b) — cosacosb = —sinasinb
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Elle montrent que :
1 cos f cos 20
ds =10 —sin? 6 — sin @ sin 20
0 —sinfsin20  —sin®20

On factorise la ligne Ly par —sin @ et la ligne L3 par —sin 26 :

1 cosf cos26
dg = sinfsin20 |0 sinf sin20| =0
0 sinf sin260

En effet, les lignes Ly et L3 sont égales donc dg = 0.

1 a O
e La regle de Sarrus donne : dg = |b 1 a|=1—2ab
0 b 1

e On applique le pivot de Gauss classique sur les lignes, en commencant par (L; <
L1 + Lg) pUiS (Ll — _Ll) :

3 —4 5 1 -1 -8 1 -1 -8 1 -1 =8
do=| 5 3 —4|=| 5 3 —4|=|0 8 36|=4/0 2 9
-4 5 3 -4 5 3 0 1 -29 0 1 -29
L’opération (C3 < C5 — Cy) donne :
1 -1 -8 9 -
do=4{0 2 T|=4|] _|=—-4x067
0 1 =30
e On commence par (C5 <— C3 — Cy) puis (Ly < Ly + Lo) :
a b ¢ a b c—b 2 b+c 0
diyy = a c b|= a c b—c|= a c b-—c
2b+2c a a 2b+2c a O 2b+2c a 0

On développe par rapport a la troisieme colonne, on factorise la premiere colonne par
2, et on développe :

2a b+c
2b+2c a |

dy = —(b—c) a b+c

=2(c—b)(a—b—c)(a+b+c)
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* On applique le pivot de Gauss classique sur les lignes :
a—2b 2a— b a— b
dis=| a—2b 3a—4b 2a— 3b
20— b a—2b 2a—2b

(L2 — Ly — Ll)
(L3 <— L3 — 2L1)

a—2b 2a— b a— b a—2b 2a— b a— b
= 0 a—3b a—2b|=-3 b —a 0 (Ll — Ll + 2L2)
3b —3a 0 0 a—3b a—2b
a —b a—2b
=-3|b —a 0 (L1 — L — LQ)
0 a—3b a—2b
a—b a—b a-—0>b 1 1 1
=—-3| b —a 0 |=-3—-0b)b —a 0
0 a—3b a—2b 0 a—3b a—2b
On continue avec les opérations (Cy < Cy — C3) puis (C3 «— C3 — C4) =
1 0 1 1 0 0 b
dip=—3(=b)|b —a 0 |=-3(a=b)|b —a —b :3(a—b)’_z a_%‘
0 —b a—2b 0 —b a—2b
On termine par les opérations (Lg <— Lo + Ly) puis (Cy < Cy — Cy) :
dip = 3(a — b) afb afb = 3(a—b) “O b aﬁb' = 3(a — b)?

On peut en conclure que di5 est nul si a = b, ce qui se vérifie car dans ce cas :

—a a 0
do=|—a —a —al|=0 car les lignes Lq et Lz sont liées.
a —a 0

Mais on sait aussi que c’est le seul cas ou dio est nul.
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@ Calculer les déterminants suivants.

1 2 0 0 1 2 3 4 1 7 —1 —1

01 30 2 3 4 1 ) 1 1
h=1001 4 =\3 41 9 =1 1 1

5 0 0 1 4 1 2 3 1 7 7 1

or 1! 2! 3l 11 1 1 A1 0O

1 20 31 4! 1 a a a 2 A1 0
=19 3 4 5 B=11 ¢ @ @ =101 )1

3! 4! 5 6! 1 a a® o 00 2 X\

a a+b a+b a+bd T 0 0 d a b ¢ b
& — a—>b a a+b a-+b de — -1 95 0 c d b a b ¢
" la—=b a-b a a+b 8 0 -1 =z b 71 ¢ b oa b

a—b a—b a—> a 0 0 -1 z+4+a b ¢ b a

e On utilise 'algorithme classique du pivot de Gauss sur les lignes, c’est-a-dire qu’on
applique les opérations élémentaires (Ly < Ly — 5L1), (L4 < L4+ 10L3) puis (Ly <

L4 - 30L3) .
1 200 1 2 00 12 0 O 120 0
0130 0 1 30 01 3 0 013 O
00114 0 0 1 4 00 1 4 001 4
5001 0-10 0 1 00 30 1 0 0 0-119
e On applique les opérations (L4 <— Ly — L3), (Lg <= L3 — L) puis (Lo < Ly — L) :
1 2 3 4 1 2 3 4
S_l23an|_|1 o1 1 -3
713412 |1 1 -3 1
4 1 2 3 1 -3 1 1
On utilise le pivot de la ligne Lo :
o 1 2 7 o 1 2 7
|1 1 L =31 _, 2|1 1 1 -3
=g o 4 4|70 0 1
0o -4 0 4 o 1 0 -1
On permute deux fois deux lignes (L1 <> Lo) puis (Lg <> Ly) :
1 1 1 -3
w0 10—
=167 g
0 1 2 7
On continue l'algorithme : (Ly <= Ly — Lo) puis (Ly < Ly — 2L3)
1 1 1 -3 1 1 1 -3
0o 1 0 -1 0o 1 0 -1
dy =16 0 0 1 -1 =16 0 0 1 -1 = 160
o o0 2 8 0O 0 0 10
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* On applique 'algorithme du pivot de Gauss sur les lignes :

1 i =1 —i 1 i -1 "
P T T A 2 2 0
5701 =1 1 =1 [0 —=1—4 2 —1+i
1 i i 1 0 0 1+i 1+
1 7 —1 —1 1 7 —1 —1
1o 1 i 0 N i 0
=20+ 0 1y 9 g [ THAED g ooy 1y
0 0 1 1 0o 0 1 1
1 i -1 i 1 i -1 "
o1 i 0 o1 i 0
=20+9) g g 144 144 | = 2AFD g o 1
00 1 1 00 14+4 —1+34
1 i -1 —i 1 i —1 —i
o1 0 o1 i o0 .
=—2(1+1) 00 1 1 =—2(1+1) 00 1 1 =4(1+1)
00 i —2+i 00 0 —2
e On applique les opérations (Ly < Ly — 3L3), (L3 <= L3 — 2Ls) puis (Lg < Ly — Lq) :
o 1! 2! 3! o 11 20 3
g 120 3 4| [0 10 22 33
Y702 34 51T 0 2 2.3 3.4
31 41 5! 6! 0 3! 24! 35!

On développe par rapport a la premiere colonne, on factorise les colonnes Cs et C'3 puis
on recommence :

11 2.2 3.3! 1 2! 3l 2t 3l
dy =120 23! 34| =2x3x |2l 3! 4|=6|0 2! 23!
3! 24! 3.5 3! 4! 5! 0 3! 2.4l
Cof2r 23] ot 3 (2 3,
= ‘3! 2.4!‘_ ’3! 4!’—12‘0 3!'_12_144
e On applique les opérations (Ly < Ly — L3), (L3 <= L3 — Lo) puis (Lg < Ly — Ly) :
11 1 1 1 1 1 1
(laa a|_0a-1 a=-1 a—-1|_ 3 .3
G=114a |70 0 a—a a—a =ala—1)
1 a a® a 0 0 0 a—a

Ce déterminant est donc nul pour a = 0 et @ = 1, ce qui se voit tout de suite, mais
seulement dans ces cas-la.

* On développe par rapport a la premiere ligne :
A1 00

A1o| 210
A e I N B PO W SV CI SN ) A
01 A 1 A Il EOEA 2 A
00 2 A
SN BN 1202 2) = A B2 A= (A2 — 1)(A2 — 4)
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On aurait pu faire apparaitre ce déterminant sous forme factorisée, par exemple en
commengant par les opérations (Cy <— C7 — Cy), (C] < C1 — C3), (Cy < C + 2CYy).

» Par opérations élémentaires sur les lignes puis sur les colonnes :

a a+b a+b a+d a a+b a+b a+b
& — a—b a a+b a+b| | b D 0 0
"“la-b a-b a a+b| | -b 20 —b 0
a—b a—b a—b a —-b -2b —-20 b
a b b b a b b b 0 b a+b a+d
_ —-b 0 b D _ 1 0 -1 -1 _ 1 0 -1 —1
-b —b 0 D 1 1 0 -1 0 1 1 0
-b —b —=b O 11 1 0 0 O 1 1
b a+b a+b b 0 a+b b0
=p(1 1 0 |=*|1 1 0 |=0 1 1‘2(94
0 1 1 00 1
On peut vérifier par exemple que si a = b ou a = —b alors ce déterminant est égal a

b*, car il est triangulaire.
* En développant par rapport a la derniere colonne on obtient :

z 0 O d
=t T 0wt e td
g = 0 -1 = b =" +ax x° + cx
0 0 -1 z+a
e On commence par les opérations (L; < L; — L3) puis (Lg < Lo — Ly) :
a b c b a—c 0 c—a 0 1 0 —1 0
|babc|_| 0 a-c 0 c—a|_, Hl01 0 -1
do = c b a b| c b a b =(a—0) cb a b
b ¢ b a b c b a b ¢ b
On continue avec (C3 < C5 + C4) et (Cy < Cy + Cy), puis on développe :
01 0 1o
_ EPAY — _2\2
dy = (a—c¢) ¢ b oate 2 (a—c) lc) a;;)c GQfC
b ¢ 206 a-+c
. yla+tec 26 | Y _
= (a—c) % atecl™ (a —c)*(a+c—2b)(a+c+2b)
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Les familles suivantes sont-elles des bases de E? On discutera éventuellement

suivant les valeurs des parameétres.
a. E=R* uy=MA+3,3\+1) uy=(2\+ 3,5\ +4)

b.E=R> w=@A-\25 w=(12-\-4) u=(12—-4-)

c. E=Ri[X] Pi=32X+47 P, =23X +34

d.E=Ry[X] PL=4X>+3X -1 P,=2X?—2X+3 P=3X>+2X 4

e E=BolX] Pi=(X—a)X-8) P=(X-0)(X—7) P=(X-BX)
| A+3 20+3]

a. det(ul,uQ)—'3)\+1 B\ + 4 =—A+1H)(A—-9)

La famille (u;,us) est une base de R? si et seulement si son déterminant est non-nul,
donc si et seulement si A est différent de —1 et de 9.

Effectivement si A = —1 alors u; = (2,—-2) et up = (1,—1), et si A = 9 alors u; =
(12,28) et up = (21,49), dans le deux cas u; et uy sont colinéaires.

4—-X 1 1
b. det (ug,ug,uz) =] 2 2—X 2 =—-AA=5)(A+3)
5 -4 —4-)

La famille (uy, ug, u3) est une base de R? si et seulement si son déterminant est non-nul,
donc si et seulement si A est différent de 0, 5 et —3.

c. Le déterminant de la famille (P, P») dans la base canonique de Ry[X] est :

det(Pl,Pg):‘47 34'

32 23

On le calcule grace aux opérations (Cy <— C1 —Cs), (Ly < Ly — La), (Cy < Cy—2CY) :

13 34 4 11 4 11
9 23 9 23 1 1

Le déterminant de la famille (P;, P,) n’est pas nul donc cette famille est une base de
Ro[X].
d. Le déterminant de la famille (P, P, P3) dans la base canonique de R3[X] est :

det(Pl,Pz)I = —

E

—1 3 —4
det(Pl,Pz,Pg): 3 =2 2
4 2 3

On le calcule par opérations élémentaires sur les lignes, en suivant 1’algorithme du pivot
de Gauss :

1 3 —4| |-1 3 -4
det (P, Py, P)=| 0 7 —10(=| 0 7 —10|=—49
0 14 —13 0o 0 7

Comme son déterminant n’est pas nul la famille (Py, Py, P3) est une base de R3[X].
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e. On développe les polyndémes Py, P, P5 :

P =X>—(a+B)X +ap
Py=X?—(a+7)X + ay
Py=X*—(B+7)X + By

Le déterminant de la famille (P;, P, P3) dans la base canonique de R3[X] est donc :

af ay el
det (P, Py, Ps) = | —a =3 —a—v —f—7
1 1 1

Les opérations élémentaires (Cy <— Cy — C) puis (C3 < C3 — Cy) donnent :

af  aly—=pB) Bly—a) of3 a p
det (P, Py, P3) = |—a—f B—7 a—v |=(-B)r—a)|—a-3 -1 -1
1 0 0 1 0 0

Enfin Uopération (C5 < C3 — () donne :

af a [—a
det(P17P27P3):(7_6>(’7_a) —Oé—ﬂ —1 0
1 0 0

Finalement :
det (P, Py, P3) = (v — B)(y —a)(B — )

Ce déterminant est nul si et seulement si deux des trois réels «, 3, v sont égaux, donc la
famille (P, P, P3) est une base de R3[X] si et seulement si «, /3, 7y sont tous distincts.

a b b
M={(b a b
b b a

a. Justifier que la matrice M n’est pas inversible si a = b.

Soit a et b deux réels, et :

b. Existe-t-il d’autres cas ou la matrice M n’est pas inversible ?

a. Si a = b alors les trois colonnes de M sont égales, donc M est de rang 1 (ou 0 si a = 0)
et elle n’est donc pas inversible.

b. On calcule le déterminant de M en commengant par les opérations (Lg < Loy — Ly) et
(L3 < L3 — L), puis en factorisant les lignes 2 et 3 :

a b b a b b a b b
detM=1|b a bl=|b—a a=b 0 |=(b-a)’ll -1 0
b b a b—a 0 a—2b 1 0 —1
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On termine avec le regle de Sarrus :

det M = (b — a)?(a + 2b)

Ceci montre que le déterminant de M est nul si a = b ou a = —2b.
Il existe donc un autre cas ou la matrice n’est pas inversible, c’est le cas ou b = —2a.
En effet dans ce cas :
—a a a -2 1 1
M= a —2a a|=d| 1 -2 1
a a —2a 1 1 -2

Cette matrice n’est pas inversible, par exemple car la somme des trois colonnes est
nulle, donc C5 = —(Cy + Cy).

Démontrer qu’une matrice antisymétrique de taille (n,n) avec n impair n’est

jamais inversible.

Une matrice est antisymétrique si et seulement si : ‘M = —M

Pour toute matrice M :  det *M = det M

Si M est de taille (n,n) alors par multilinéarité du déterminant : det(—M) = (—1)" det M
Donc si n est impair alors :  det(—M) = —det M

Et donc si M est antisymétrique est n est impair alors det M = —det M, ce qui donne
det M = 0, et donc M n’est pas inversible.

Pour tout n € IN* et § € R on définit le déterminant de taille (n,n) suivant.

2cosf 1 0
i = 1 '
2cosf 1
0 1 cos 6

Exprimer d, o en fonction de d, 1 et de d,,, et en déduire une formule générale pour
d,,.

Soit n € IN*. Le développement de d, o par rapport a la premiere colonne donne :

1 0 - - 0
2cosf 1 0 .
. . 12cosf 1 .
2 o8 . 2cosf 1 O 1 X
0 1 cos . o 2cosf 1
o --- 0 1 cosf

Ces deux déterminants sont de taille (n 4+ 1,n + 1), le premier est d,,, ;. Quant au second,
on peut le développer par rapport a la ligne L1, on obtient alors d,. On en déduit :

Vn € IN* dpio =2cos0d,1 —dy
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Il s’agit d’une relation de double-récurrence. Le polynome caractéristique est :

N —2cosON+1=0
Son discriminant est A = 4 cos? — 4 = —4sin? § = (2isin 0)?, donc ses racines sont :
i0

A\ = cosf+isinf = e et Ay =cosf —isinf = e~

On suppose que ces deux racines sont distinctes, c¢’est-a-dire que # n’est pas un multiple
de 7. Alors il existe deux constantes « et 3, éventuellement complexes, telles que :

Vn € IN* dp = X! 4 BNY = ae™ 4 Be= ™

Ceci s’écrit aussi :
d,, = (a+ ) cos(nbh) + (o — B)isin(nh)

En posant A = (a+ () et B=(a— ()i :
Vn € N d,, = Acos(nf) + Bsin(nf)
On calcule les premiers termes :

d; = det(cosf) =cos et  dy= ’2(3089 1

_ 29 _ 1 _
1 COSQ‘—QCOS 6 —1=cos26
On en déduit A =1 et B =0, ce qui montre que :
Vn € IN* d,, = cos(nd)

Si maintenant # est un multiple de 7, alors @ = k7 ou k est un entier. L’équation carac-
téristique admet ¢ = (—1)* pour unique solution, donc le terme général de d,, est :

YneN*  d, = (an+ B)(—1)"

On calcule :
dy = cos(km) = (—1)F et dy = cos(2km) =1

On en déduit (o + 8)(—1)F = (=1)F et 20+ 3 =1, dott @ = 0 et 8 = 1 et finalement :
YnelN*  d,= (-1

Or cos(nkm) = (—1)™ donc la formule obtenue dans le premier cas est toujours valable.

Finalement, dans tous les cas :

Vn € IN* d,, = cos(nb)
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Soit n € IN*, et a, b deux réels. On note d,, le déterminant de taille (2n,2n) suivant.

a 0 b
d.=|0 0
b"O.'a

a. Exprimer d,, en fonction de d,,_;.
b. En déduire la valeur de d,,.

a. En développant par rapport a la premiere ligne puis par rapport a la derniere ligne on
obtient :
Vn e IN*\ {1} d, = (a* — b*)d,_,

b. On calcule d; = a? — b%, et on en déduit :

Vne N d, = (a* - b*)"

Soit n € N et (ax)rew une suite de scalaires. On note V,,(ay, . . ., a,) le déterminant

de la matrice :

@ ...
ag ... ap

On convient que a? = 1 méme si a; est nul.

a. Soit P(X) = V,(ag,...,a,-1,X). Démontrer que P est un polynéme de degré au
plus n en X, et que ag...a,_1 en sont racines.

b. En déduire que :

n—1

P(X) =Vn_i(ao, ..., an—1) [[ (X — ax)

k=0
On isolera le cas ou les a, ne sont pas tous distincts.
c. Démontrer que pour tout n € IN :

Valag, ... an) = H (a; — a;)

0<i<j<n
a. On peut écrire :

1 1 1

P(X) = ag an._l X

ay CLZ‘_1 X"

Le développement par rapport a la derniere colonne montre que P est un polynéme de
degré au plus n.
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De plus, si X prend la valeur de I'un des a; alors la derniére colonne est égale a la
colonne de ay, donc le déterminant est nul.

Ceci montre que ay, ..., a,_1 sont racines de P.
b. Supposons que les a; sont distincts.

Alors le polynéme P est de degré au plus n et il a n racines distinctes, donc il s’écrit :
n—1
P(X) = )\H(X — ag)
k=0

ou A est son coefficient dominant.

Le développement du déterminant P(X) dans la question précédente montre que le
coefficient en X™ est V,,_1(ag, ..., a,_1), donc A = V,,_1(aq, ..., a,_1) et on obtient bien
le résultat attendu.

Si maintenant deux des a; sont égaux, alors deux colonnes sont égales dans les déter-
minants V,(ag, ...,a,-1,X) et V,_1(ag,...,an_1), donc ils sont nuls et ainsi 1’égalité
demandée est vraie aussi.

c. La question précédente donne, en spécialisant en a,, :

n—1
Vn<a07 s 7an) - anl(a(h s 7an71) H(an - ak)
On démontre par récurrence que :

Vn € IN* Vilag, ... a,) = ﬁ(z_ (a; — Clk))

Ceci donne bien :

0<i<j<n
Soit n un entier strictement positif, et
1 1 0 0
0
A, = 0
0 1
0o --- 0 1

a. Déterminer le rang de A,, en fonction de n.

b. Calculer le déterminant de A,,.

c. Soit B, = A,, — I,,. En considérant I'application linéaire canoniquement associée a
B,,, déterminer B).

d. Dans le cas ou A, est inversible, démontrer que son inverse est une combinaison
linéaire des BF.
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a. Le noyau de A,, est 'ensemble des vecteurs (z1,...,x,) de R tels que :
T =—x9g=a3 == (=1)""ta, = (—1)"n,
Ceci donne :
{OR~} si n est impair
ker A,, = . .
Vect ((1,—1,1,...,—1)) sin est pair

Ce noyau est de dimension nulle si n est impair, 1 si n est pair. D’apres le théoréme
du rang :

n si n est impair
rgAn_{n—l si n est pair
b. On développe par rapport a la premiere colonne :
1 1 0 --- 0 1 0 -« «-- 0
0 ot el 1 :
det A, =|: "~ . o 0|+(=D"o0o .o s =1 (=1)"
: 1 Lo )
0 -+ --- 0 1 0O --- 0 1 1

Ceci confirme que A,, est inversible si n est impair, car dans ce cas det A,, = 2, mais
pas si n est pair, car dans ce cas det A,, = 0.
c. L’application canoniquement associée a B,, est :

f: R® — R"
(X1, xp) — (T2, X3, ..., Ty, T1)

On constate que la composée n fois de f est 'identité, donc B! = I,,.
d. On suppose que n est impair. Alors A, est inversible.

n—1

On résout I'équation A,Y M\BF = I, en remplagant A, par B, + I, et en faisant
k=0
apparaitre un télescopage. On obtient qu’il existe bien une solution :
1
M=—-M=Xl==)\_1=_
2
n—1
Ainsi l'inverse de A, est A1 = 1> (—=1)*BF, ce qui s’écrit :
k=0
1 -1 1 e 1
1
1
Al ==
n 9| —1 1
: .. .. o —1
1 -1 11

Au-dessus de la diagonale, une diagonale sur deux contient des %, I’autre contient des

—%. En dessous c’est également le cas mais la seconde diagonale contient des %, puis

on alterne.
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Soit. A une matrice carrée
a. Démontrer que si A est inversible alors :
Com(*A) = ‘Com(A)
VAe K Com(MA) = A""!Com(A)
Com (A~1) = (Com(A)) ™"

b. Démontrer que les deux premiers résultats restent vrais si A n’est pas inversible.

a. Tout se démontre grace a la relation A'Com(A) = ‘Com(A)A = (det A)I,.
b. Il faut utiliser la définition de la comatrice.
Les cofacteurs ¢;; sont (—1)"™7 det A;;, et on remarque que Aj;; = (*A4);;.
Ensuite det(AA);; = A"~ !det 4;;.

Soit A une matrice inversible. Déterminer toutes les matrices M telles que :
Com(M)=A

Si M est solution alors M 'A = det(M)I,.
Le cas ou det M = 0 est exclus.
On aboutit & M = ('A~! ou ¢ est une racine (n — 1)*¢ de det A.

On vérifie, sachant que pour toute matrice B inversible : Com(B) = det(B)*B~!, on
obtient Com(M) = A.

Soit A une matrice de taille (n,n).

a. Quel est le rang de Com(A) si A est de rang n?
b. Démontrer que si A est de rang inférieur ou égal a n — 2 alors Com(A) est nulle.

c. On suppose que A est de rang n — 1. Démontrer que im ‘Com(A) C ker A et en
déduire le rang de Com(A).

d. Démontrer que Com(Com(A)) = AA, ou A est un scalaire a déterminer.

a. Si A est de rang n alors A est inversible, donc Com(A) est inversible, donc Com(A) est
de rang n.

b. Sirg A < n— 2 alors aucune sous-matrice de A de taille (n — 1,7 — 1) n’est inversible,
donc tous les cofacteurs de A sont nuls.

c. SirgA =n —1 alors ker A est une droite vectorielle. Comme A*Com(A) = 0, alors
im(*Com(A)) C ker A, donc Com(A) est de rang 1.

d. On obtient A = (det A)" 2.
On le démontre si A est inversible, avec au passage det Com(A) = (det A)" .

Pour n = 2 on a toujours Com(Com(A)) = A.

Sinon c’est en fonction du rang. Par exemple pour le rang n — 1, Com(A) est de rang
1 avec 1 < n — 2 donc Com(Com(A)) = 0,.
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Soit n € IN*.

a. Justifier que M, (Z) est un anneau.
b. Démontrer que si A € M,,(Z) alors det A € Z.
c. Justifier que si A € M, (Z) alors Com(A) € M, (Z).
d. Soit A € M,,(Z).
Démontrer qu’il existe B € M, (Z) tel que AB = I,, si et seulement si det(A) = +1.

En déduire que les éléments inversibles de ,,(Z) sont les matrices de déterminants
+1.

a. (M, (7Z),+) est un groupe, le produit de deux matrices entiéres est une matrice entiere,
la matrice identité est entiere, et la distributivité est vérifiée.

b. On utilise la formule :
det A = Z E(J)&lg(l) -+« Opo(n)

oES,
c. Les coefficients de la comatrice sont, au signe prét, des déterminants de matrices ex-
traites de A, donc d’apres la question précédente ce sont des entiers.

d. On utilise la formule det(AB) = det(A)det(B) pour le sens direct, et la relation
A'Com(A) = det(A)I, pour le sens indirect.

Si AB = 1I,, alors BA = I,, car les matrices entieres sont réelles.

page 30/30



