Lycée Bellevue — Toulouse Année 2024-2025
MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. A12
Séries

1
n(n+1)

a. Calculer les 4 premieres sommes partielles de la série de terme général u,,.

@ Pour tout n € IN* on pose :  u,, =

b. Etablir une conjecture pour exprimer la valeur des sommes partielles en fonction de
n, et démontrer cette conjecture.

c. Démontrer que la série de terme général u,, est convergente et donner sa somme.

d. Calculer les restes R,, de cette série.

a. On calcule :

1 1 1 1
M=y 75 W7 MTYy
Les sommes partielles associées sont donc :
1 3 4
51:U1:§ 52:u1+U2:§ 53:U1+UQ+U3:Z S4ZU1+U2+U3+U425
n

b. On note %, la propriété : S, = ——
n+1

Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN*.
Initialisation. Comme S; = % alors la propriété 9, est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un certain entier n > 2 la propriété 2, | est vraie :
Sn—l = L_l-

n

On calcule alors S, :

n n—1 1
Sn: Uy, = U+ Uy = Op—1 + —F——=
k; kgl n(n+1)
On utilise I’hypothese de récurrence S, 1 = "T’l :
n—1 1 n—1(n+1 1 n? n
6 _n-1, USRS B )
n n(n+ 1) n(n+1) nn+1) nnh+1) n+1

La propriété 2, est donc vraie. L’hérédité est prouvée.
Conclusion. Par récurrence la propriété 9,, est vraie pour tout n € IN*.

c. Par équivalence :
n n

pum— ~n —

n4+1+on
On en déduit que la suite (S,),en+ converge vers 1, et donc la série de terme général
u, converge, de somme 1. Ceci s’écrit :

n

+o00o 1
R
nz::ln(rH—l)
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d. Par définition : N N
Vn € IN* Ry= Y u,=7) u,— 5,
k=n+1 k=1
On en déduit :
n 1
Vn € N* R,=1- =
n+1 n+1

(2) Démontrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leur somme.
8 5" 3n — ontl
—n
n=3 n>1 n>1 n=0

On sait que si g est un complexe tel que |g| < 1 alors la série de terme général ¢ converge,
quel que soit le rang m auquel elle débute. De plus sa somme est :

+o0

e On écrit :
8

-43(3)

n—1
n=3 3 n>=3

Comme ’é‘ < 1 alors cette série converge, et sa somme est :

—+o00 1
Z n871 =24 2 1~ %
—3 1—3 3
e On écrit :
s (7Y
n=1 " n>1 6

o0 En 5
3 9" _ 55:5
6" 1_6
e On écrit : N
s ()
n>1 n>1 €

S T

€ = =

— 11— é e—1

e On écrit : - . o
)
n=0 4 n=0 4 n>0 2
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n n
Comme E’ <let ‘%‘ < 1 alors les séries de termes généraux (5) et (%) convergent.

4
Par linéarité la série ci-dessus converge et sa somme est :

gn _ gn+1 S Yt 1
PR —Z() _gnz%<2) — g -2 =4-2x2=0

n=0

@ Soit ¢ un réel. Le but de cet exercice est de démontrer que la série de terme général
ng™ converge si et seulement si |g| < 1, et de calculer sa somme dans ce cas.

a. Justifier que la série Y, ng™ diverge si |¢| > 1

Soit Sy ( Zx pour tout n € N et x € |—1,1][.
k=0

b. Exprimer S, (z) sans signe somme.

c. Démontrer que pour tout n € IN la fonction .S, est dérivable et donner deux expres-
sions de sa dérivée, avec et sans signe somme.

d. En déduire, pour tout z tel que |z| < 1, la limite de xS/ (x) lorsque n tend vers +o0.

e. Conclure.

a. Si |g| > 1 alors [ng"| > n, donc la suite (ng"),en ne converge pas vers 0, et donc la
série de terme général ng" diverge grossicrement.
b. Comme x # 1 alors la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique

donne :

1_l.n+1
1—=x

Sn(x) =

c. La fonction z — S, (z) est polynomiale donc dérivable. En dérivant la premiere expres-
sions de S,,(x) on obtient :

Vr e R S (x Zlmk !

En dérivant la seconde expression on obtient :

veeR\{L)  Six) = 7 1):6”((11__3;)); L) st ?111:6;)? e

d. On déduit de la question précédente :
nxn+1 + (n _ 1)xn+2

(1—x)

Si & = 0 alors tous les termes ci-dessus sont nuls, donc 1_131 xS! (x) = 0.
n

Veel|-1,1] xS, (x Zk:x =

Supposons que x # 0. Comme |z| < 1 alors ‘ ’ > 1, donc n est négligeable devant ( )n
par croissances comparées. Ceci montre que :

lim nz" =0
n—-4oo

page 3/25



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD A12 : Séries

Or on peut écrire :

n 2

x —nx"x + nx"x? — "z

(1 —x)?

Vee|-1,1[ xS (x) =

On en déduit : .

lim z5)(z) =

n—-+00 (1 — J;)Q
On remarque que ceci est valable aussi pour z = 0.
e. Nous venons de démontrer que :

Vo e]-1,1] lim ka

nHJroo (1 — I)Q

Ceci signifie exactement que si |g| < 1 alors la série de terme général ng™ converge, et

sa somme est : q
> ng"

n>0 ( —q)?

@ Les séries suivantes sont-elles convergentes ?
a. Z —2 b. Z In <cos ) Z
s ( In"n n>1 n>1 \/

a. Les termes de cette série sont positifs, et on peut en donner un équivalent :

vn+1 vn _ 31 (1)

_vETE
(n—12In*n +~ n2ln*n  piln’n

A partir d’un certain rang Inn > 1, a partir du rang 3 pour étre précis. Donc :

1 1
L B ] @)

La série 3" -L est une série de Riemann avec s = % Comme s > 1 alors elle converge.
n

D’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs (TCSTP) I'encadrement
(2) implique que la série Y- converge.

n2 ln n
D’apres le théoreme d’équivalence des séries a termes positifs (TESTP) ’équivalence
(1) implique que la série 3,59 T % converge.

b. On utilise un développement limité :

(eos ) 5w (=g o(z) 5 g +o(n)
nCOSn @n 2n? On 0 2n2 On2
On en déduit :

(s ) % g
— 1n — ~N  —
COSn +o0 2n2
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Ceci justifie que les termes — In (cos %) sont positifs, au moins a partir d’'un certain
rang.

De plus la série > # est une série de Riemann avec s = 2. Comme s > 1 alors elle est
convergente.

Par théoreme d’équivalence des séries a termes positifs la série > (—ln (cos %)) est
convergente.

Par linéarité la série > In (cos %) est convergente.
n=1

c. On utilise un développement limité. Pour ceci on pose h = % Alors n = %, puis :

1 1 1\ "1 1 3\i . 3 \i

[ (N N —hill1—-(14+2

i il (h) (h+2> h4< <+2h)>
On en déduit :

Ainsi la série 3 (é}ﬁ — 41+3> est a termes positifs au moins a partir d'un certain
't 2
2

rang.
De plus la série > L est une série de Riemann avec s = g. Comme s > 1 alors elle

n4
converge.

1 1

Par théoreme d’équivalence des séries a termes positifs la série 3,5, (% Y
I
2

converge.

@ Donner un équivalent de (27?) lorsque n tend vers +oo.

Grace a la formule de Stirling on obtient :

Ny
§‘
3
/N

‘ [
W
3

<2n> ~ (2n)! N o B
n)  (n)? (+oo) o (2)™" -V

@ Démontrer que les séries suivantes sont convergentes.

a3 b, 3 etinbn

2
n>1 n n=0

a. On sait que :
Vn e N |sinn| <1

sinn 1
n? =0 <n2)

On en déduit :
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On sait aussi que la série Y % est convergente, car c’est une série de Riemann avec
s=2>1
Par théoreme de domination, comme > # est une série a termes positifs convergente

alors la série 3° =" est absolument convergente, donc convergente.

b. On calcule le module :

in?—n

’e(i”_l)n’ =le ‘ =le

1 1

n
La série ) (%) est une série géométrique de raison ¢ = . Comme ’g < 1 alors elle

est convergente.
La série 3 e(™~ D" est donc absolument convergente, donc convergente.

Pour tout entier n > 0 on pose :

1

Uy = ————
n? +2n

a. Déterminer deux constantes réelles a et 3 telles que :

o s
Yn>21l u,=—

b. En déduire que la série )" u,, converge et donner sa somme.

a. On calcule :

o 6] 1 2a+ n(a+ )
’U/n:— <:> =
n n+2 n? +2n n? +2n

Cette derniere égalité a lieu pour tout n € IN* si et seulement si 2a =1 et a+ 3 =0,
ce qui donne :
1 ; 3 1
a=— e = ——
2 2

b. Les sommes partielles de la série Y u,, sont :
n
Vn € IN* S, = Zuk
k=1

D’apres la question précédente on peut écrire :

n /1 1
Vn € IN* S, = <2 — 2 >
=1 k
On a alors un télescopage :

Vn € IN* S, =
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La suite (S, )nen+ converge vers %(1 + %) = %, donc la série > u,, converge et sa somme
est :

= 1 3

nZ::an +2n 4

Remarque. On pouvait des le début remarquer que u,, ~ 7712 La série > 7712 est une
série de Riemann avec s = 2, comme s > 1 alors elle converge, et donc par théoreme
d’équivalence des séries a termes positifs la série Y u,, converge.

Mais ceci ne nous donne aucun indication sur sa somme.

Reproduire I'exercice précédent avec la série de terme général :

1
Vn e N Uy =
(n+2)(n+5)
De la méme fagon que dans l'exercice précédent on obtient o = % et f = —%, donc :
1 1 1
O B N
" mT3\nr2 n+s

Ensuite les sommes partielles sont :

13 | 1 1
Vn e N Sn:(l— - - )
ne 36\ i3 nid nis

On en déduit que la série converge et que sa somme est :

I 13
2= g
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Démontrer que les séries suivantes sont convergentes et donner leurs valeurs.

54 (=1)" 2" + 1 1 2n +1
a. _ b. C. — d. —
F o, 2 ;@ e
n n?+3n+2
£ h. In ——
nz};)(n—l—l)! 7;)2” & n>1n—1) nz}:ln n? 4+ 3n
. cos % ) /nﬂ dt 1
i ) — k. -—
n%% 3n . 7; n (2t 4 3)? %% B+ (=1)m)»

a. On remarque que 5+( 1) = 5(%)71 + (—i)n.

1

Comme i
convergent, donc par

S =B B et -

1
n=2 4

n n
[—4’ < 1 alors les séries de termes généraux (i) et (—i)
inéarité la série converge et sa somme est :

15

b. Comme ‘%’ <1let ’%‘ < 1 alors par linéarité cette série converge et sa somme est :

S5 L6 E6) s

n>0 n=0

¢. On commence par simplifier 'expression du terme général :

1 2

@_n(n—l)

On peut prouver par équivalence des séries a termes positifs et résultats sur les séries
de Riemann que cette série converge, mais on ne pourra en déduire sa somme.

Il faut utiliser la réduction en éléments simples puis un télescopage.

La réduction en éléments simple est :

2 _ofn—M-1\ 2 2
vn > 2 n(n—l)—2< n(n —1) >—n—1 n

Les sommes partielles sont donc :

L | noo2 no2
V2 S=Y =3 2 _y°
k=2 k) k—2k_ 1 k—Qk
—2 (5 _ _
On calcule : X
=2 n.2 2
Vn > 2 S, = ——2—22——
=k =k n
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La suite (Sy,)n>2 converge vers 2 donc la série de terme général ﬁ converge, et sa
2

somme est :
400 1
D 7y =2
n=2 (2)

d. On fait apparaitre un télescopage grace a 1’égalité :

2 1 1)2 — n? 1 1
(n?+n)? n?(n+ 1)? n?  (n+1)?

On en déduit les sommes partielles :

n 1 n+11 1

T T Y e 3 T

La suite (S, n converge vers 1 donc la série de terme général 22EL converge et sa
n)ne n2+4n

somme est :

e. On utilise la méthode suivante qui fait apparaitre un télescopage :
n n+l1-1 1 1
(n+1! (m+1)!  n (n+1)

On peut calculer les sommes partielles :

n k "1 n 1
Vn e N S, = =Ny = _
L AR )
n+1

1 1
z::l? "~ (n+1)!

e
Il

I
NgE
?vw

La suite (S,)nen converge vers 1 donc la série de terme general 1), converge et sa

somme est :
“+o0

NS

n=0

T
3

c»\:‘\

f. Comme = % alors < 1 donc la série converge et sa somme est :
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n2"  __ (m+1)2mtl
n—1)!

g. Le changement d’indice m = n — 1 donne (

m!

Si m > 0 alors (m+1r)”2m+1 = 4(3::11)1 +2%.

./ 7 Ve . . 7’ . n . / . 7
Par propriété de la série exponentielle la série - i—, converge vers e2. Par linéarité
la série proposée converge et :

—+00

n2n +00 2m—1 400 om
> A

Lo Ay TRy e e e

h. On utilise un télescopage. On définit les sommes partielles :

"o k2+3k+2
N* n In—
Vn € S, kZ::ln Ep

Puis on remarque que :

B 4+3k+2=(k+1)(k+2)

et  K*+3k=k(k+3)
On en déduit :

Vn € IN*

Sp=> I(k+1)+ > In(k+2) = In(k) — > In(k+3)
k=1 k=1 k=1 k=1
n+1 n+2 n n+3

= Zlnk—i— Zlnk - Zlnk — Zlnk
k=2 k=3 k=1 k=4

1
zln(n+1)+ln3—1n1—ln(n+3):ln3+1nn+

n
Comme (n+1) fox (n+3) alors 2L

LS converge vers 1, puis la suite (5),),>1 converge vers

n+3
In 3. En conséquence la série converge et sa somme est :

—+00 2 3 2
Zlnn —L_ n =1In3
= n* 4 3n

1.

nw i n
On remarque que pour tout n € N : 223 = Re [(e > }

w3

2
€

3

Comme

dE\"
s. sz 3
= é < 1 alors la série de terme général (e 3 > converge et sa somme est :

§°<ei§>” 1 3(5+iv3)

3 ) T & 14
n=0 1—3

wly

, ;. ;o cos &
En conséquence la série de terme général —z2
de la précédente, donc :

converge, sa somme est la partie réelle
+00

Zcos%” B E
— 3 14
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j. Les sommes partielles associées a la série sont :

n k+1 dt

k=0

Grace a la relation de Chasles :

n+1 dt
VneN 8, = / @
ne o (2t +3)?

On peut donc calculer :

n+1 1 1

n+1
N nz/ 32(2t —th:{—%t —1] =~ s
Vn € S 2 (2t +3) 5(2t +3) . 6 321

n+1 dt
La suite (S, )new converge vers % donc la série de terme général /

m converge

et sa somme est :

Xl dt 1
/n (2t+3)2 6

n=0

k. Justifions d’abord que la série >, ( converge. Pour ceci on remarque que :

I
3+(,1)n)n

1 I\"
VYn € N 00— K ()
" B+ (—)m)r S \2

s . n ’ N . ’ . N
La série Z% converge, donc par théoreme de comparaison pour les séries a termes
il 7 . 1
pOSltlfS la série Zn}O m converge.
Soit (Sy,) les sommes partielles de cette série. Alors la suite extraite (Ss,-1) converge
vers la somme de la série. On sépare les termes pairs et impairs :

n 2n—1 = T, & - — = — =) —
= (3 + (_1)n)n k=042k = 22k+1 = 16k 2k:04k

Comme ‘%’ <let ‘i’ < 1 alors les séries géométriques (%)n et Y (%)n convergent.
La somme de la série est donc :

+ZO° 1 _+ool+1+ool_ 1 . 1 _26
e O D S R A (I
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1 us
Pour tout n € IN* on pose :  u,, = on tan onit

1 2

tanx  tan2zx
b. Démontrer que la série de terme général u,, converge et calculer sa somme.

a. Simplifier 'expression :

a. La formule pour tan 2z donne :

1 2 1 2 1 1 —tan®z ;
— — — = — = tanx
tanz tan2zr tanz 2L tana tan
Donc finalement : ) 5
— =tanz

tanx  tan2z
. On peut prouver que la série converge par équivalence. En effet, I’équivalence tan u (?)J) U

1 T T I\N"
Uy ~ — X —— = — X | —
" 400 2n T ntl 9 4
n
La série géométrique de terme général (1) converge car |1| < 1, les termes sont positifs
4 4 9
car 0 < 557 < 7, donc par théoréme d’équivalence des séries a termes positifs la série

donne :

de terme général u,, converge.
Mais ceci ne permet pas de calculer la somme.

On définit alors les sommes partielles :

"1 T

Vn € IN* Snzl;wczsztanﬁ

La formule obtenue dans la question précédente donne :

T 1 2

n — —
1 s s
2k+ tan SEFT tan ok

Vke N\ {1} ta

Mais elle n’est pas valable pour k = 1, car § n’admet pas de tangente.
On écrit donc : .
Vn € IN* Sn:u1+Zuk

k=2
On calcule u; = %tan% = %, puis on applique la formule de la question précédente :
1 &1 1 2
Vn € IN* Sp == + ( T T >
"2 ,;22’“ tan 55y tan gp
Ceci fait apparaitre un télescopage :
1 " 1 " 1
Vn € IN* Sp==4+y —m—— — Y —————
"2 ];2’“ tan 57 é?k—l tan
1 & 1 k| 1 1 1
:7+Zkiﬁ_zk7ﬂ:7+n7ﬁ_i
2 S2tangry T 2ftanggy 20 20tangry 2
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On a donc démontré :

1
Vn € IN* S, =
2n tan 2n+1
L’équivalence tanu (r;) u montre que :
1 2
n  ~ = _
(+OO) Qnm T

Ainsi la série de terme général u,, converge et sa somme est :

i" 2
Up = —
n=1 " ™

Pour tout n > 2 on pose :

T
U, = —In (cos )
2n

On note 5, la somme partielle associée a u,, puis :
.
T,=S5,—1n (sm 2n>

a. Démontrer que la suite (7},) est arithmétique.
b. En déduire le terme général de S,,.
c. Démontrer que la série de terme général u,, est convergente et calculer sa somme.

a. Par définition des sommes partielles :

Ceci donne : .
Vn > 2 Zln( >—1n<sin;)

On calcule alors, pour tout entier n > 2 :

n+1 T T
Thi1—T,= —Zln (cos ) + Zln (cos) —111( ' 2n+1> + In (sin2n>

— il 1 T In ( sin —
= — n<cos2 +1> — n(51n2 +1>+ n(sm2n)

sin 27

=In

T : T
COS onFT S1n onFT

Si on pose a = 5747 alors 2a = o, et donc
sin o sin 2a
In —2* — —1In — = 1In?2
COS onFT Sin onFT cosasima
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On a donc obtenu :
Vn>2 Ty —T,=In2

Ceci montre que la suite (7},),>2 est arithmétique de raison In 2.
b. Le terme général de la suite (T,,) est donc :

Vn>=2 T,=Ty+(n—2)n2

Or on calcule que :

2 1
:SQ—ln(sin;D :—ln<cosZ) —ln(sinz> :—2ln\é_:—ln2zln2

En conséquence :
Vn > 2 T,=(n—-1)In2

On en déduit :

Vn > 2 Sn:Tn+ln<sin;>:(n—1)1n2+1n(sin;>

c. On remarque que :

Vn =2 S, =In (2”_1 sin 27;)

L’équivalence sin u (N) u montre que :
0

9 lgin L~ on 1T _ T
W () L m 9

Ceci montre que (2"‘1 sin 2%) converge vers 7, et donc (S,) converge vers In <g>

La série de terme général u,, est donc convergente, sa somme est :

Jri:o(— In (cos ;)) = lng

n=2

(6] Les séries suivantes sont-elles Convergentes ?
e. @033712 £ ;1“” g ;)COS!” h. len
: ;
i zoa;‘;tf‘ff i 21”61“” k Z;;m LT
w3 (sn (1)~ tan (1)) n2(5) e z(_l)lﬁ_l
b Ysn(@nT) o S(WET-0m) o X (i )
n> n> n>
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a.

=

o

d.

- 1 : Lo .1 1
La série 3 . est divergente, et par équivalence : =5 ~ -

La série ) %H est a termes positifs, donc par théoreme d’équivalence pour les séries a
termes positifs elle est divergente.

. La série 3" 4 peut s’écrire 3" -4
Vn 3
n

C’est une Série de Riemann }° - L avec s = 1. Comme s < 1 alors elle est divergente.

. La série Z " est alternée. La suite ( n) >2 est décroissante et converge vers (0, donc
nz

. R , L. , - 1
d’apres le critere spécial des séries alternées la série 3° % u converge.

Par croissances comparées n? = 0(3"). On en déduit que la suite ( ) tend vers +oo0,

3n 2
et donc la série Y 25 7 diverge grossierement.

3n 1

. On démontre que la suite (—) est négligeable devant la suite (—) On aurait aussi

3" on

pu démontrer qu’elle est négligeable devant la suite (#) par exemple.

Pour ceci on écrit :
3n? 2

3 _
T =3

Par croissances comparées, pour tout réel a strictement supérieur a 1 on a n? = o(a").
3
2

n
vers 400, et ainsi 33% = 0((%) )

onan?®= 0((§)n>, donc Z22 tend vers 0 lorsque n tend

En particulier pour a = : o

n
La série géométrique > (1) est convergente car H < 1.
Par théoreme de comparaison des séries a termes positifs la série Z > est convergente.

La suite (17%‘) est négligeable devant la suite (#) En effet :

Ceci car Inn = o(n) par croissances comparées. Par théoréeme de comparaison pour les
séries a termes positifs, la série Y ln—" est convergente.

La série Z est convergente car 11 s’agit de la série exponentielle 3° =7 2 avec x = 1.

De plus ses termes sont positifs. Comme la suite (cosn) est bornée alors :

cosn O( )
n! n!

Par théoreme de domination la série 3~ 5" est absolument convergente donc conver-
gente.

Remarque. Comme cosn = Re (e™) alors on peut démontrer que la somme de cette

série est ! cos(sin 1).

n
. Pour tout n € N on pose S,, = Z%

On note ensuite, toujours pour tout n € N: U, = Z (_2?1@ et V,= Z g;i)f

page 15/25



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD A12 : Séries

On a alors :
n 2k+1 2n+1 k:
Y IN U, +1V, = = So,
n e +1 Z sz 1 ];) 2n+1

Les suites ( ) sont décroissantes et convergent vers 0, donc d’apres

est ( )
keIN* 2k+1 ) keN

N = , o —1)k —1)k
le critere spécial des séries alternées les séries > ( Zk) et (% +)1 convergent.

7’ . V4 7 e
Par somme la série de terme général *- converge.

Plus préciséments les suites (U,) et (V},) convergent, donc la suite (Sa,41) converge.

Comme Sy, = So,41 — 22711 alors la suite (Ss,) converge vers la limite de (So,41).

Par théoreme comme les suites (S2,) et (Sz,11) convergent vers la méme l1m1te alors

la suite (.S,,) converge vers cette limite, et donc la série de terme general converge.

Remarque. On peut prouver que la somme est égale a —ln—2 +17.

i. La fonction arc-tangente tend vers 7 en +o0, donc :

arctann 1

s
- ~ — X
n2+1 (+0) 2 n2
arctann
2+1
La série Z est une série de Riemann, elle est convergente car 2 > 1, donc par théo-

reme d’ equ1valence pour les séries a termes positifs la série % est convergente.

j. On démontre que la suite (”261%) est négligeable devant la suite (#) Tout d’abord :

De plus pour tout n positif le terme est positif.

n?lnn
en
L - en
n2

n*lnn

Par croissances comparées Inn = o(n), donc :

5 . .
Par croissances comparées n° = o(e"), donc la suite (Z—n) converge vers (, puis la suite

(" hm) converge vers 0 et ainsi la suite (%) est négligeable devant la suite (%)

e’!L

La série Z est une série de Riemann, elle est convergente car 2 > 1, donc par théo-
reme de comparalson pour les séries a termes positifs la série > m est convergente.

k. La série Z — est a termes positifs, lesquels vérifient I equlvalence suivante :

n AL n 2\ "
_9 ~ 27 2()
chn en +e " (+o0) en e

n
Comme ‘%’ < 1 alors la série géométrique 2 (%) converge.

V4 \ ’ . ’ . \ . . 7z . n
Par théoreme d’équivalence des séries a termes positifs la série > Cfl—n converge.

page 16/25



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD A12 : Séries

1. Démontrons que le terme général e~V" est négligeable devant nl—Q Pour ceci on pose
x = +/n. Alors :

eV 2 A
# evn ex
x? eV
Par croissances comparées lim — = 0, donc par composition lim —5— = 0 et ainsi
z—+o0 eT n—foo =
n
T = o)
n

(0)

La série > # est une série de Riemann, elle est convergente car 2 > 1, donc par théo-

réme de comparaison pour les séries & termes positifs la série 3" e~ V™ est convergente.
m. Pour la série ) (sin% — tan %) on utilise un développement limité :

sin%—tan% = (%—%Jro(%)) — (%+3%+0(%)) :—ﬁJro(%)

Ceci montre :

n (—‘rOO) 27’13
On en déduit :
tan % — sin% ~ #
(+00)

En conséquence la suite (tan% — sin 1) est positive au moins a partir d'un certain

n
rang. De plus la série > 7713 est une série de Riemann, elle converge car 3 > 1, donc
par théoreme d’équivalences pour les séries a termes positif la série (tan% — sin %)
. . ’ o, 7 . . s . . l o l
converge, puis par linéarité (en multipliant par —1) la série > (sm -~ — tan n) converge.

n. Comme (%) converge vers 0 alors a partir d’un certain rang = < % Donc a partir d’un

certain rang :
e\" 1\"
0<(3) <(3)
n 2
La série géométrique > (%)n est convergente car ‘%’ < 1.

n
Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs la série > ( ) est conver-

e
n
gente.

o. Pour tout n € IN* notons u,, = %

Alors (—1)"u, = m, ce qui montre que (—1)"u, > 0 et donc la série est alternée.

- - 11 1 1
Par contre les premiers termes de la suite (u,) sont (—5, N bl Sty o TOR .),

ce qui montre que la suite ((—1)"u,) n’est pas décroissante. On ne peut donc pas
appliquer le critere spécial des séries alternées.

Par quantité conjuguée :

2w, = Vel (1)

Vn >
" n—1

On peut ajouter que u; = 0.

Posons v,, = n—\/fl
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On démontre que la suite (vy)n>2 est décroissante : on peut calculer v, — vy, en
utilisant deux fois des quantités conjuguées, ou alors on peut étudier la fonction x —

N

z—1"
De plus v, — 0.
n——+00
La suite (vy,),>2 décroit vers 0, donc d’apres le critere spécial des séries alternées la
série 3,55 (—1)"v, converge.
Par contre la série > ﬁ diverge, par comparaison avec la série harmonique.
Donc la somme des deux diverge, et ainsi la série )5, (—U”ﬁ diverge.

Ceci montre que I’hypothese de décroissance du critere spécial des séries alternées est
indispensable.

p. On remarque :  sin ((n2 + 1)%) = sin (mr + %) = (=1)"sinZ
La série ) sin ((n2 + 1)%) est alternée. Comme la fonction sinus est croissante sur

I'intervalle [0, g] alors la suite (sin %) est décroissante.

D’apres le critere spécial des séries alternées la série ) sin ((n2 + 1)%) converge.

q. On cherche un équivalent en +o0o de ({L/ n+1-— {L/ﬁ) Pour ceci on pose h = L, ce qui

n
donne n = % puis :

W—v—:(nﬂ)i—ni:<1+2)h—<2)h:};((1+h)h—1)

: . o1
Tout d’abord hih = e~ "Inh par croissances comparées lim hlnh = 0, donc lim — = 1.
h—0 h—0 QP

Ensuite grace aux équivalences e — 1 o et In(1 + u) o
(14+h)"—1=¢e"0 _1 ~ hln(1+h) ~ K2
(0) (0)

On en déduit : ]
_— h — ~ 2
Ih ((1 + h) 1) & h

Et donc :
1

\"/n—l— _C/ﬁ(_’i\“)ﬁ

n

Les termes sont positifs. La série Y # est une série de Riemann, elle est convergente
car 2 > 1, donc par théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs la série

> (\/” n+1-— {‘/ﬁ) est convergente.

r. On cherche un équivalent en +oo de ({/n — "#/n) en posant h = L. Alors n = & puis :

h
h _h_
R Y B S nil:<1) _<1>1+h
Un n=mn n Y "

h
— efhlnh o e—mlnh —

h2
_ e—hlnh(l _ eH_hlnh)

1—e T

efhlnh< h lnh+hlnh>
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Par croissances comparées en zéro : hlnh — 0. On en déduit : e *"* — 1.

Ensuite grace a ’équivalence e* — 1 ~ u :
(0)
0

2
e—hlnh<1—effhlnh> SO Ny Sy AL M1
© 1+h " 2 n T

On a démontré :
Inn

Vn— "Wn o

+00) n?
Ceci justifie déja qu’a partir d’un certain rang la suite ({/n — "®/n) est positive.

Ensuite on compare la suite (12—2”) a la suite (13> :

n2

3

n
n

= _lnn

"_\‘

1
nz

3
Nl

Par croissances comparées en +oo on sait que Inn = o(n®) pour tout « strictement
oL .. 1 .
positif, donc ici Inn = o(n?) puis :

Inn B (1>
n2 4o “\,2
3

La série 3 - est une série de Riemann, elle est convergente car 5 > 1, donc par
n2
théoreme de comparaison la série ) 12—2" est convergente.

Par théoreme d’équivalence pour les séries a termes positifs la série > (\”/n +1-— \"/ﬁ)
est convergente.

Les séries suivantes sont-elles convergentes ?

Inn 1
a.'- Z I b- Z m C. Z

2
n=1 n n=2 n=2

1 d. ZL

2
nlnn n22nln n

On pourra en comparer certaines avec une intégrale.

a. La suite (12—2) est négligeable devant la suite <13> :
n2

3

n
n

: Inn

‘H‘

1
nz

3
Nl

Par croissances comparées en +oo on sait que Inn = o(n®) pour tout « strictement

positif, donc ici Inn = o(n?) puis :
Inn ( 1 >
n? i O\
3

La série 3 - est une série de Riemann, elle est convergente car 5 > 1, donc par
n2

théoreme de comparaison la série ) 12—2" est convergente.
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b. De méme on obtient : % = o(m) donc la série Y m diverge.
¢. On compare la série ) ﬁ a une intégrale.
On pose f(t) = . La fonction f est définie, continue, décroissante que |1, +ool.

tint"®
On en déduit :
n+1 n n
w2 [T @< SoI0) < 2)+ | far

Ceci donne :

o dt L1
>2 [T <
vn , Tt S X TmE

k=2
n+l dt
/ — = [ln\lnt!
2 tint

On calcule :
ntl In(n +1)
=ln——=
9 2

1
nlnn

In(n+1)
2

Comme In = +o00 alors par théoreme de comparaison la série ) diverge.
(o.¢)

1

d. De méme en posant f(t) = 5

Vi > 2 /;Hf(t) dt < S F(k) < f(2) + /;f(t) dt

k=2

Ceci donne :

WV

nooq 1 nodt
¥n > 2 < o ey
" ,émn?k om?2 )y tin’t

/" dt { 1 r 1 1

o tIn?t Intlo, In2 Inn

On en déduit que la suite (Z nlngﬂ) est majorée par
k=2

Or elle est croissante, donc elle converge. Ainsi la série > nhiign est convergente.

On calcule :

1 1
2In? 2 + In2"

Plus généralement, on peut démontrer que la série ) converge si et seulement si

a>loua=1et [ >1.
Il s’agit des séries de Bertrand, de Joseph Bertrand, 1822 — 1900.

1
n®Inf n
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, - nn .. P
Démontrer que la série Z —— diverge et en donner un équivalent en +oo.
n=1

Soitf::vr—>1“7z

Cette fonction est définie et dérivable sur |0, 4+o00[, de dérivée f': z — 1”.

Elle est donc décroissante sur [e, +00l.
Elle admet pour primitive la fonction F': z — 1“7’”

Par comparaison avec une intégrale on obtient :

In*(n+1) —In*4 _ Ink _In*n—1In*3

2 \Zk 2

Vn >4

n
On pose, pour tout n € IN* : ZHT

Il existe des constantes a et (3 telles que :
(

In*(n + 1 In®
wmew  TUED L cq Mg
e s In?n
On en déduit I'équivalence : S, ~ —

n(1+1)) 2
Pour la limite de lni(;”:l) il faut écrire h‘hg”j;l) = (1 . (1+n)) ‘

@ Donner un équivalent en +oo du reste de la série : Z —
n
n>1

Comme 2 > 1 alors la série de Riemann # converge, et donc ses restes sont bien définis.
On note :

400 1
VneNT  R.= Y
k=n-+1

La fonction f : ¢ — t% est décroissante sur l'intervalle |0, +00[. On en déduit que pour

tout couple d’entiers (n,m) avec 1 <n < m :

m—+1 m m
[ rma< S f < [ pwar
n+1 k=n-+1 n
Ceci donne : moq . .
S il
n+1 m+1 k:n+1k2 m

Les limites de ces termes pour m tendant vers +oo existent, et par théoréme de compa-
raison :

1
On en déduit : R, ~ —.
n
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. Séries

Soit (uy,)nen une suite a termes positifs.
a. On suppose que la série Y u, converge. Démontrer que les séries

> Yy S

1+ u, 1—wu,

convergent.

b. Les réciproques sont-elles vraies ?

a. Comme la série > u,, converge alors la suite (u,) tend vers 0, donc 0 < u,, < 1 & partir

d’un certain rang, puis 0 < u2 < u,,.
Par TCSTP la série 3" u? converge.

Par TESTP, 2 ~ u,, et lf—zn ~ u, donc les séries Y 42— et > 1"_‘—’;” convergent.

' 1+tun 14+un
Jo EEN . _ l
b. La réciproque de la premiere est fausse : u,, = ;- par exemple.

Si les séries > 7~ convergent alors les suites (112 ) convergent vers 0, donc les suites
n n
<11 ﬂ) également. On en déduit
Uun

1 1
—*1— 400 — — =+ u,—0

Unp, Unp,
Ceci donne I'équivalente 24 ~ u,, donc par TESTP les réciproques des deux dernicres
n

implications sont vraies.

Soit (uy,)nen une suite a termes positifs.
On suppose que ({/u,,) converge vers a € [0, 1].

a. Soit ¢ un réel appartenant a ]a, 1[. Démontrer qu’a partir d’un certain rang : u,
b. En déduire que la série de terme général u,, est convergente.

<

~X

n

q-.

a. On pose € = ¢ — a. Comme q € |a, 1] alors a < ¢ < 1 et donc € > 0.

La suite (:L/un) converge vers a donc :
ANeN VneN n>N = |Vu,—a|l<¢e

On a les implications :

| /un —al < e — S, —a < e

= YJu, <a+e=gq = Up < q"

On a bien démontré qu’a partir d'un certain rang : w,, < ¢"

b. La série géométrique Y- ¢" est convergente car |q| < 1.

La suite (u,,) est positive et majorée par la suite (¢") a partir d’un certain rang donc par
théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs la série > u,, est convergente.
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Pour tout n € IN* on pose :

"1
Uy = Z% —Inn
k=1
a. Ecrire u,, comme somme partielle d’une série.

b. En déduire que la suite (u,) converge.

Sa limite est la constante d’Fuler .

n
a. Pour n > 2 on calcule u,, — u,_1 = % + In (1 — %), donc u,, = ka avec v; = 1 et :
k=1

Vk>2  u=f+ml(1-14)

b. Comme vy, ~ k% alors la suite (vy) est positive a partir d'un certain rang, et par TESTP
la série Y- vy converge, donc la suite (u,) converge.

On ne sait pas si 7, sa limite, est rationnelle. Approximativement ~ ~ 0,5572156649.

Soit (uy,)nen la suite définie par :

—Un

ug =1 et Vn e N Upt1 = Up€

a. Démontrer que la suite (u,) est positive, puis qu’elle converge et déterminer sa limite.

b. Soit S, la somme partielle de la série de terme général wu,. Simplifier e et en
déduire la nature de la série de terme général u,,.

a. La relation de récurrence u, ;1 = u,e” " montre que la suite (u, ) est de signe constant.
Or ug = 1 donc la suite (u,) est positive.

Ceci implique que :
VneN O<e ™1

Puis comme u,, est positif :
VnelN 0 < Upy1 S uy

La suite (u,) est donc décroissante.
Elle est décroissante positive donc par théoreme elle converge.

Notons ¢ sa limite. Alors (u,11) converge vers ¢ par décalage, et u,e " converge vers
le~* par composition et produit de limites.

La relation u,11 = u,e ™" donne par unicité de la limite :
(=te™*

Ceci impose que £ =0 ou e~* = 1, et donc £ = 0.

Finalement la suite (u,,) converge vers 0.
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b. Par définition les sommes partielles de la série Y u,, sont :
n
VneN S, =>
k=0

On peut alors écrire :

La relation de récurrence u, 1 = u,e”** donne :

VEeN  eu o=

ug,
On fait apparaitre un télescopage :

n n+1

" s kl_[ Ukt1 kH U

— =0 =1 mn
Vn e N eS":H == == = = Upt+1

k=0 Uk IT ug IT to

k=0 k=0

On en déduit :
VYnelN Sp=—Inu,

Comme la suite (u,) converge vers 0 alors la suite (S,,) tend vers +o00 et donc la série
> u, diverge.

Soit (un)nen une suite de réels. On note :
n
Vn € N P, = T u
k=0
On dit que le produit infini [T u, converge si la suite (P,)nen converge.
Les produits infinis suivants convergent-ils 7

a.HC/i bH{;ﬁ C.H<1+§2> d.H(l—i) e.Hnsh;

n>1 n>1 n>1 n=3 n>1

f.H(H—nla)n

n>1

Pour tout produit infini on se ramene a une série en posant .S,, = In P,.
n

En effet ceci donne S,, = Zln u, donc le produit infini []u, converge si et seulement si
k=0
la série Y In u,, converge ou tend vers —oo.

On démontre ainsi que les produits b, ¢, d, e convergent et le produit a diverge.

Le produit f converge si et seulement si o > 2.
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Soit (uy)new une suite réelle positive, et :

u
Vn € N Uy = -

(T+uo)(T+wuy)--- (14 up)
a. Démontrer que la série ), -, v, converge et que sa somme est inférieure ou égale a 1.

b. Démontrer que sa somme est égale a 1 si et seulement si la série Y u,, diverge.

n
a. On démontre que pour tout n > 0 : ka =1- m
k=0

Les sommes partielles sont donc majorées par 1. De plus les v, sont positifs donc la
suite des sommes partielles est croissante.

Ainsi la série > v,, est convergente.

b. La somme de la série Y- v, est égale & 1 si et seulement si [J(1 + u,) — 400, ce qui
équivaut a - In(1 + wu,) — +oo, puis & > In(1 + w,) diverge.
Si u, — 0 alors In(1 + u,) ~ u,, par TCSTP ¥ In(1 + u,,) diverge ssi 3 u,, diverge.

Si u, ne converge pas vers 0 alors > In(1 + u,) et > u, divergent grossieérement.
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