Lycée Bellevue — Toulouse Année 2024-2025
MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. A10
Développements limités

@ Soit f la fonction définie par :
1+3x—|—z3sinw—12 siz#0
flz) = R
1 siz=0
a. Démontrer que la fonction f possede un développement limité en 0 a 'ordre 2.
b. Justifier que la fonction f est dérivable en 0.
c. La fonction f est-elle deux fois dérivable en 07

1
a. La fonction z — sin % est bornée donc :  lim zsin — = 0.
z z—0 2

On en déduit que f admet en 0 le développement limité a 1'ordre 2 suivant :

f(x) 5 1+ 3z + 2°0(x)

b. Comme f admet un développement limité a 1’ordre 2 en 0 alors par troncature f admet
un développement limité a 'ordre 1 en 0, et donc f est dérivable en 0.

On peut ajouter que f'(0) = 3, car il s’agit du coefficient de degré 1.
Ceci peut étre vérifié directement :
— f(0
7]((%) /(0) =3+2%sind — 3
x—0 7 =0

Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 3.

c. Pour tout z € R* : ) |
f'(x) =3+ 32° sin? — 2005;

La fonction x — cos %2 n’admet pas de limite en 0 donc f’ n’est pas continue en 0.

A fortiori f n’est pas deux fois dérivable en 0.

Pour démontrer que la fonction g : x + cos %2 n’admet pas de limite en 0 on raisonne

par 'absurde et considérant les deux suites (u,) = ( \/217”) et (v,) = (\/ﬁ)

Ces deux suites convergent vers 0. Si g admettait une limite £ en 0, alors par composition
les deux suites (g(u,)) et (g(v,)) tendraient vers £, mais c’est impossible car elles sont
constantes, égale a 1 et a —1.

Cet exemple montre qu'une fonction peut admettre un développement limité a 'ordre 2
en un point sans étre deux fois dérivable.

La fonction f n’est en fait méme pas de classe 6'. Donc cet exemple montre aussi qu’une
fonction peut admettre un développement limité & lordre 1 sans étre de classe 6.
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1

1+ x

On connait le développement limité suivant, valable au voisinage de 0, pour tout o € R :

@ Donner un développement limité a 1’ordre 3 en 0 de la fonction x —

—1 -1 —2) .
(1+2)* = 1+aw+a(a )xz—l—a(a (o )x3—|—
(0) 2! 3!
ala—1)---(a—n+1
+ ( ) '( )x"+0(x")
n!
On écrit donc : — =(1 +x)_§
On obtient : ) . 5 ”
= 1— -2+ -2 — —2° + o(z?)

@ Calculer par produit le développement limité de e®(1+¢2%) en 0 & l'ordre 4 et vérifier
ainsi I'un des développements limités calculés précédemment.

On obtient :

(0)

=2 + 2z + 22 + 2% +
(0)

+ 2x + 227 + 223 +
+ 2+ 2+

+ 323 + 3ot
_l’_

e“(1+e*) = (14+o+ 22”4+ L+ Lot +o(2®)) (2 + 20 + 227 + 223 + 22% 4 o(2?)
2 6 24 3 3
o

=2+4x+5x2+%x3
(0)

_|._
,_.‘,J;
[N
8

e
_|._
2
8
e
~

On retrouve le développement limité déja calculé :

e’ + e = 2+ 4x + 52 + Wa? + ot 4 o(2?)
(0) 3 12

@ Donner les développements limités de H% et de ﬁ a 'ordre 5. Calculer la somme,

puis le produit de ces développements limités et vérifier ainsi deux fois I'un des déve-
loppements limités calculés précédemment.

On connait les développements limités :

= 1—a+2°>—2°+2'—2° + o(a”)

—_
+
8

= 1+a+2°+2° +2* +2° + o(zP)

—_
|
8
—~
=
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Par addition on obtient :

1 1
+ = 2+ 222 + 22" + o(2”)
1+ 1-—x (0

Or on calcule que :

R S 2 1
l+2z 1-2 (Q1+z)(1-2) “1—22

1
11—z

Effectivement le développement limité de —— a l'ordre 2 est :

1

m:1+$2+l’4+0(l’5)

D’autre part par produit :

< L >< L >: (1—x+x2—x3+x4—m5+0(x5)>

1+z/\1—-x/ (0
x(1+x+x2+x3+x4+x5+o($5))
= l+ao+2°+2°+2'+2° —x—2? -2 -2 -2°

4

bt 2® -2t -t - 2% dat2® — 2+ o(aP)

= 14 2° + 2" + o(z°)

Effectivement :
1 1 1

X =
142 1—2 1—22

On a bien obtenu le développement limité de ﬁ

@ Donner un développement limité de cos(2x) en 0 a l'ordre 6 en utilisant le dévelop-
pement limité de cosu, puis la formule cos(2z) = 1 — 2sin® z.

On connait le développement limité du cosinus :

w? ut ol 6
cos u 5 1—§+E—a+o(u)

On en déduit : 5 A
2 - 1-92 2 4 =6 6
cos2r = x +3£L‘ T + o(x”)

D’autre part on connait aussi le développement limité du sinus :
x> b

T T 6
sinz = 3!+5!—|—0<1‘)

Le développement du carré d’une somme contient les carrés des éléments de la somme
ainsi que tous les doubles produits : si aq, ..., a, sont des scalaires alors

(a1+...+an)2:a%+~~—|—ai+2a1a2+2a1a3+-~+2an+1an
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Ceci s’écrit aussi :

On développe donc :

2z 2% 226
c2 o2 4T T AT 6
Slnl’(o—)l’ i —I—(3!)2+ = + o(x®)
1 2 _ 1 1 _ 16 _ 2 -
On calcule @B T 51 = 6x6 T 6x10 — 6x6x10 — 15 PUWS:
4 6
N R S - 6
smx(o—)x 3+45+0(:17)
Enfin : ) "
ot 4z
27) = 1—2 =1-2 - - 6
cos(2z) 5 sin? 2+ 3 T + o(x®)

On retrouve bien le méme développement limité que ci-dessus.

@ Calculer les développements limités de :
a. et en 0 a l'ordre 3. b. v4+ x en 0 a 'ordre 2.

24z

a. On écrit €7@ = e2e® et on utilise le développement limité de e®

6

2 2

= ¢ +ex+2x —|—Ex + o(z?)

\/4+3:—,/ — —2 1+

On connalt le développement limité de (1 + u)® avec a réel quelconque. A Dordre 2
pour @ = 5 il donne :

2 3
e*te 5 e2<1+x+g+x+0(l’3)>

—~
=

b. On écrit :

On en déduit :

1 1
441 = 2(1—1—313— » 1:2—1—0(:(;2))
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@ Donner les développements limités des fonctions suivantes en 0 a l'ordre 3 :
1

a. In(e”™® +1) b. ——
cosx — sinw

a. On écrit d’abord le développement limité de e™* :

2 3 ,
e _ 1 o x
S T+ S 6+0(a:)

On ajoute 1 et on compose avec le logarithme :

2 6

T l‘z 1‘3
In{2(1—-=+——= 3
n(( 5T 12+o(x)>>

T ZEQ ZEg
m2+In(1+-2+=> = 3
T +n(+< 5 T 12+0(:c)>>

On utilise ensuite le développement limité usuel :

z2 23
ln(e_"’”—irl) = 1n<2—:1:+—+0(a:3)>

—
=

—~
=]
=

I

2wl
In(1 = u—- —+ — 3
n(l+ u) U 2+3+0(u)
On obtient :
T 372 ;1:3 1 T 5132 5173 2
1 P +1) = In2 _t — - — EATN [ 3
n (e +)()n+< 5+t 12+o(:c)> 2( 5t 12+0(x)>

L
2
N 1(2? 23 1/ 23
P A N R B 3
n+< 271 12) 2(4 4>+3< 8)“’(37)

Xz T
= In2 -+ — 3
)n 2—|—8+0(x)

—~
=

—~

On remarque que le terme en 22 est nul.
b. On utilise les développements limités des fonctions cosinus et sinus :

1 1 1

cosx —sinx (0) (1—%+0(x3))—(x—%+0(x3)) (0) 1—(:17—}—%—%3—1—0@3))
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Le développement limité ﬁ =1+u+u*+u®+--- donne ensuite :
1 e x> 2 ?

S — s 3 <o 3

cosx —sinzx (0) —|—<x—|—2 6+0(m)>—|—<x+2 6+0(x)

2 3 3
+ (:L‘ + % — % + 0(:103)) + o(z?)

2 6

—~
(=]
=

1+<x+x2—x$> + (22 +2%) + (2%) + o(a)

3 11
= 1—|—:v+§:1c2+€x3—|—0(x3)

—
=

Donner un développement limité en 4 a 'ordre 2 de f : x — /x + 5.

On pose h = x — 4. Alors x =4+ h et donc :

NI

Vr+5=v9+h= 9<1+g> =3<1+Z>

Gréace au développement limité de (1 4 u)® on obtient :

1
h\? h h?
I+—-] =1 — h?
<+9> 5T axs axe o)

Ceci donne : )

h
9+h(§)3+—— + o(h?)

6 8x27
Finalement :
(x — 4)2 +o((z — 4)2)

1 1
— T —4) -
v +5 5 3+ 6(95 ) 516

Il ne faut pas développer cette expression, puisqu’elle n’a de valeur que si x est proche de
4, donc si x — 4 est petit.

@A I’aide de la formule de Taylor-Young, donner le développement limité de la fonction

sin en @ = —% a Pordre 3.

Les dérivées successives de la fonction sinus sont :
sin Ccos —sin — CoS

Leurs valeurs en —% sont :

V2
2

[
[
[
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La formule de Taylor-Young a l'ordre 3 en a est :

, " a " a
f0) = F@ + P = o)+ 0 — o+ T - 0t of(a - )
On en déduit : /5
i _ Ve[ 1,2 1,3 3)
sin x S 2 < 1+h+2h 6h + o(h?)
(10) Calculer :
- ﬂl”lg‘l) e’ +e " —2 b- alflg% In(xz) —In(2 — z)

a. On utilise les développements limités suvants a l'ordre 2 :

T =14 +x2+(2) =1 +x2+(2)
e’ = T+ —+o(x e’ =1l—-x+—+o
(0) 2 (0) 2
Ils donnent :
z(e® —e ™) r(l1+z+o(x) —1+x+o0(x))

er+e*—2 (0) 1+x+%+0(w2)+1—x+%2+0(x2)—2

2% + o(x?) 2+ 0(1)

) 22 +o0(z?) 0 1+0(1)

—

On en déduit :  lim u =2
z—0 e 4 =% — 2

b. Posons h =x — 1. Alors x = 1 4+ h donc :

VT—V2Z—x  (1+h)E—(1—h)?

In(z) —In(2 —2) In(l1+h) —1In(1 —h)

On utilise les développements limités suivant a l'ordre 1 :

(14 h)? = 1+ Lth+o(h)  In(1+h) o htolh)

=

Ils donnent :

(14+h)z —(1—h)2 1+ 1h+o(h) — 1+ th+o(h)
In(14+h) —In(1 —h) (© h+o(h) — (=h) + o(h)
h+o(h)  14o0(1)

© 2h+o(h) © 2+o0(1)

V2 -1 1

x
In(2—-2z) 2

D

On en déduit : lim
z—1 ln(x)
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On considere :  f(x) = ’

(x+1)2
a. Donner un développement limité de g(h) = ﬁ a 'ordre 3 en 0.
b. Donner un développement limite de f en 0 et en 1 a 'ordre 2.

c. Donner un développement limite de f en 2 a 'ordre 3.

Dans ces trois cas, donner la tangente a la courbe de f et la position de la courbe par
rapport a cette tangente.

a. Il suffit d’écrire = (1+ h)~2 et d’appliquer le développement limité de (1 + u)®

avec @ = —2

1
(14h)?
g(h)=(1+h)? = 1 — 2h + 3h* — 4h* + o(h?)

b. Pour le développement limité de f en 0 on remarque que f(x) = zg(x), donc a l'ordre
2 on obtient :

f(z) 5 22% + o(x?)

Pour le développement limité en 1 on pose h = z — 1. Alors :

1+h  1+h
C+R? " 41 )

flx) = f(1+h) =

Ceci donne f(14h) = $(1+ h)g(%) On en déduit :
FA+h) = 21 +n)(1—h+3h2+o(h?))
= 1(1- 1 +o(h?)) = L L2 4 o(h?)

Donec :

1
f(z) 5 1—1*6(95—1)2+0(($—1)2)
c. On pose h = x — 2. Alors :
B _2+h  24h 1 1 A

On calcule donc :

R 5 Y (L= I - o)

5 (2= th+ £h° +o(h*))
On en déduit :
2 1 1 , ,
f@) 5 5= e =2+ o =2 +ol(0 - 2))
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On peut maintenant décrire la courbe de f au voisinage des points xt =0, x = 1 et x = 2.
En x = 0 le développement limité est :  f(x) o 222 + o(x?)

Il montre que la droite d’équation y = x est tangente a la courbe de f et z = 0.

Comme —2z? est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente au voisinage de
x=0.

En z = 1 le développement limité est :  f(x) 5 T~ @ —1)2+o((x—1)?)

Il montre que la droite d’équation y = i est tangente a la courbe de f en z = 1.

Comme —1—16(3: — 1)% alors la courbe de f est en-dessous de cette tangente au voisinage de
x=1.

Ceci implique que la courbe de f présente un maximum local en = = 1.

En x = 2 le développement limité est :  f(z) 5 2 L —2)+5(z -2+ o((z —2)?)

Il montre que la droite d’équation y = % - &
x = 2. On peut écrire cette équation y = &2,

27
_ 3 . . . V4 . . . . .
Le terme suivant % est positif si x > 2 et négatif si z < 2. Ceci montre qu’au voisinage

de z = 2 la courbe de f est au-dessus de sa tangente si x > 2 et en-dessous si = < 2.

Il s’agit donc d’un point d’inflexion.

On obtient le schéma ci-dessous :

En repere non orthonormé :

I,
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Donner un développement limité en 2 a 'ordre 1 de :

Démontrer que f est prolongeable par continuité en 2 et que ce prolongement par
continuité est dérivable.

On pose h=x — 2. Alorsx =2+ h et :

On obtient :

2
f(2+h) _ g 8 8x42 _

Finalement :

On déduit de ce développement limité que : lin% f(z) = %
T—r

On peut donc prolonger f par continuité en 2 en posant : f(2) = %

Ce prolongement par continuité admet le méme développement limité que f en x = 2.

Il admet donc un développement limité a l'ordre 1, ce qui justifie qu’il est dérivable en 2,
de dérivée 1 f'(2) = — &
On peut démontrer ceci :

f@) - f@) _ (- -2 oz —2) -3
r=2 O T —2 @ 96

On a bien : iﬂw:—%
5

Ainsi la prolongement de f est dérivable en 2, de dérivée :  f'(2) = —g;
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Décrire le comportement asymptotique en +oo de la fonction :

frx= V14 o+ 22

On pose h = % Alors x = % et h tend vers 0 lorsque x tend vers +o0o. On calcule :

1 1 R4h+1 1 1 1
—Jl+ -4 == —————— = V1+h+h2==(1+h+h?>
f@) =145+ . mYIThs (1t n?)

Pour la derniére égalité on a restreint au cas ou h est positif, ce qui est possible car on
souhaite la limite lorsque = tend vers +o00, et donc on peut supposer x positif.

On utilise le DL suivant a Uordre 2 :

1 1 1
1 3 = 1 T o2 2
(1+u)? 5 +ju— gu + o(u?)
On obtient :
1 1 1 1 2
) = 214z 2) _ * 2 2)
f(h> o h( +2(h+h) 8(h+h) + o(h?)
1 1 1 1
— (14 bt ah2— 2R h2>
(0) h( Jr2 Jr2 8 +o(h%)
1 1 3
(—)E+§+§h+0(h)
On obtient :

flz) = x—|—1+3+0<1>

+00 2 8z x
Ce développement asymptotique montre que la droite d’équation y = x + % est asymptote
a la courbe de f en 4+o0o. Comme 2 est positif si x est positif alors la courbe de f est

8x
au-dessus de cette asymptote au voisinage de +o0.

Ajoutons que si x est négatif alors |h| = —h, donc on obtient :
1 3 1
r) = —xr—=-——+o|—
/(@) +o0 2 8z <m)
La droite d’équation x = —x — % est asymptote en —oo. Comme —% est positif si z est

négatif alors la courbe est la aussi au dessus de son asymptote.
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n

, . ) n+Inn\"
Décrire le comportement asymptotique de u,, = ( ) )

On pose h = % Alors :
—(1-hln h)% — prIn(1-hlnh)
Par croissances comparées, pour tout o > 0 et § quelconque :  h®In” h h—0> 0
—
On écrit donc :

1 (1—hlnh) o pmn = ey - e (h*m® )
hIl n h n 9 n 3 n (0] n

—~
=]
=

— _1nh_hanh—hQIn?’h—i—o(hzlngh)
(0) 2 3
Puis :
w, = 167g1n h—h2 1n3h+o(h21n3h)
%
1 1_71 2h_—1 3h+h—ln h+o(h21n h)
0 h 3 8
- 1 ln h 4 h 3 3
0T +gnth— S n h—l—o(hln h)
Finalement :
1 In‘n  In®n In®*n 1
n = n—-In’ = n—-In’ 1
(+Oo)n 2nn+8n+3n—i—0<n>(+m)n 2nn+0()

Donner un équivalent en +o0o de (2”).

n

On utilise la formule de Stirling :

Elle donne :
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Calculer, dans chacun des cas suivants, le développement limité a 'ordre n de f;(z)
en 0.
n=>5 fi(r)=sin(z —2?) n=4 fy(z)=-e2sh2
n==6 f3(x)=(1~-cosx)? n=6 fi(xr)=arccosz

x? arcsin 2z
" fs(@) r—1In(1+2) " fo(@) x
n=3 fr(zx)=In (1+x\/1+6x) n=>5 fs(x)=thz
n=06 fo(r)=cos’x n=6 folr)= / e~ P2 dt

0

n=>5 fi(zr) =arctan2z + In 1;1;

+ Développement limité de f(x) = sin (z — x?) a ordre 5 :
On utilise le développement limité du sinus :

w ol

L wu 5
smu(g)u 3!+5!+0(u)

Il donne :
sin(z — 2°) = (z— %) — §(z — 2*)* + 435 (z — 2°)° + o(2”)

120

(2 — 32" + 32%) + 2:2° + o(a”)

—~
=
=

« Développement limité de fo(x) = e2 sh2x & 'ordre 4 :

On pourrait multiplier les développements limités de eZ et de sh 2z, éventuellement en
redémontrant ce dernier.

Mais il est plus simple de développer au préalable :

2¢ _ 2z
2l 26% L :legm_e—%x
2 2

On en déduit, a l'aide du développement limité de I'exponentielle :

4
fa(x) © 3 [ (1 + 32+ B2 + iR + gt + 0(x4))

_(1 —jr gt - e + 24?;:116x4 + O(w4)>}

Pour le calcul final on peut remarquer que 5* — 3% = (5% — 32)(5% + 3%) = 16 x 34.

On obtient :
fa() 5 2z 4 2% 4+ B’ 4+ Lot 4 o(z?)
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+ Développement limité de f3(z) = (1 — cosz)? & l'ordre 6 :
On utilise le développement limité du cosinus a 1’ordre 4 :
f3(x) 5 (1 - (1 —La?+ Lat 4 O(ZL‘4)>>

En effet ceci donne :

f3(x) 5 (%932 — Lt 4 0(:B)4)2 = %(1 — 12?4 0(932))

Et on peut donc conclure :

fa() 5 %(1 — s’ + 0(x2)) = L — 2 4 0(z%)

» Développement limité de fy(z) = arccosz a 'ordre 6 :
La fonction arccos est dérivable en 0 de dérivée :
1 _1
/ - _ 2 2
fa(z) = T2 (1 33)
On calcule un développement limité de f; a 'ordre 5, en utilisant la formule pour le
développement limité de (1 + u)® :

[NIE

(I4+u)"2 = 1—ju+ 2u? - Zu’+ o(u?)

—~
=

On remarque que le terme de degré 3 n’est pas utilisé :

(1—2?)2 = 1+ 12 4+ 32% + o(2”)
On en déduit :
fi(z) o —1— 127 = 22* + o(2)

Par primitivation et comme arccos(0 = 7 :

fa(z) 5 -z — 2’ — 33" + o(z°)

Pour rappel, la courbe de I'arc-cosinus est :

arccos
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Le développement limité confirme que la droite d’équation y = 5 — x est la tangente
a la courbe de 'arc-cosinus en z = 0. Le terme suivant est —%. I est positif si x est
négatif et négatif si x est positif. Effectivement, la courbe est au dessus de la tangente
si x < 0 et en-dessous si z > 0.

1,2

e Développement limité de f5(x) = pram g a l'ordre 2 :

Ici on doit utiliser un développement limité de In(1+x) a ordre 4. En effet, la division
par 22 donnera alors de I'ordre 2 :

T
J5(z) =
(z) ) x—(x—%QvL%S—LJrO(x“))
(0) & — 2 4204 o(z)
Division par z? :
1
f5(37) — > 22
(0) 5 — 2+ 4 0(2?)

© 1—1—(—%—1—%4—0(1:2))

2
_ 2(1—(—2;+f;)+(—2;+f;) +0(x2))
= 2+ 3z —2” + 32% + o(2?)

Finalement :
fs(z) = 2+ 3z — 12 + o(a?)

arcsin 2z

e Développement limité de fg(x) = a lordre 5 :

Pour calculer ce développement limité a 1'ordre 5 on doit obtenir un développement
limité de la fonction arc-sinus a 1’ordre 6.

Pour ceci on calcule un développement limité de sa dérivée a l'ordre 5 et on l'integre.

La fonction arcsin est dérivable en 0 de dérivée :

arcsin’(z) = L (1 — xQ)_%

Vi—a2?2

On utilise la formule pour le développement limité de (1 + w)®. On obtient :

(1-— :cz)’% = 1+ 2% 4+ 32" + o(2”)

—~
=

Par primitivation et comme arcsin(0 =0 :

arcsineg = z+ t2° + 21° + o(a°)
(0)
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On en déduit :
arcsin(2) 20 + 32% 4+ 22° + o(2f)

X (0) X

Donc finalement :

fe(zx) 5 24 127 + 22 4 o(2)

e Développement limité de f7(z) = In (1 +xv1+ 6:6) a 'ordre 3 : On écrit d’abord :
V1+6x = (14 62)

M=

= 1+ 3(62) — £(62)* + o(z?)

—~
=

= 1+ 3z — 22 + o(z?)

—
=

On en déduit :
In (1 +2v1+ 6:(:) 5 In (1 +x+ 32" — 27 + o(q:3))

Le développement limité de In(1 + «) donne :

In (1+x\/1+6x) = (x+3x2 — %x ) — %(m+3x2 — %x?’)z—i-%(x—i-?)xz — %x?’)B

—
=

= z+32° — 22° — %(ZﬂQ + 6x3) + %(:}63> + o(z%)

—
=

Finalement :

fr(x) =t 227 — 22’ + o(a?)

 Développement limité de fg(z) = thz a l'ordre 5 :

On commence par écrire :

et — g%
the = —
et +e "
Le développement limité de I’exponentielle donne :
e’ 0 1+a+12° + 32® + ot + 22”4 o(2)
e’ = 1—a+ia®—1a®+ Lot — L2’ 4 o(a”)

—
=

On en déduit :
2¢ 4 32% 4+ a® + o(a”)

thx =
’ 2+ 1?2 + 55t + o(a?)

—
=

1
1+ 122 + Lat + o(z5)

(
— (ac + 12® + L2’ + 0(x5)) (1 - (%xZ + 2—141:4) + (%x2 + 2—14x4>2 + 0(955))
(

T+ 20+ 57’ + 0(955))

—~
(=]
=

T+ 10 + 5 7” + 0(x5)> (1 — 1?4+ oty 0(x5))

_ 1,3 1,3, 1.5 1.5, 5.5 5
= 74 50° — 507 + 52 — 1527 + 527 +o(2”)
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On aboutit a :
fs(x) =T 12° + 22 + o(2)
Développement limité de fo(z) = cos® x & l'ordre 6 :

Le développement limité du cosinus donne :
5
fo(z) = (1 -5 + % — & + o(a"))
Il est ici tres commode d’utiliser le développement limité de (1 + u)* avec aw =5 :
(1+u)® = 1+ 5u + 254® + 2X230° 4+ o(u?) = 1+ 5u + 10u® + 10u® + o(u®)

Le fait que 'on obtienne le début de la formule du bindéme n’est pas di au hasard !
On en déduit :

4

fol@) = 1+5(—§+§—z—f)+10(—%2+§—4)2+10(—%2)3+o(x6)

_1_52,5 4 1 6,54 5.6 56 6
5 1 — o™ + 550" — ot + 527 — 0 — 27 +o(2”)
Apres calcul :
_ 5,2 | 65 4 _ 241, 6 6
fg(ﬂ?) = 1- 5L + 2l — T ‘|‘0(£L’ )

(0)

Développement limité de fio(z) = / e~/ dt & Vordre 6 :
0

La fonction ¢ : x +— e~*"/2 est définie et continue sur 'intervalle R. D’apres le théoréme
fondamental de I'analyse la fonction fio est la primitive de ¢ qui s’annule en 0.

Grace au développement limité de I’exponentielle on obtient :

M

pla) =7 = 1—32° + 52"+ ofa”)

Par primitivation, comme f10(0) = 0 alors :

fio(x) (?) x — %133 + ﬁf + o(xﬁ)

Développement limité de fi;(z) = arctan 2z + In };—i a lordre 5 :

On utilise les développements limités de 'arc-tangente et de In(1 + u) :
fi1(z) = arctan(2x) 4+ In(1 — ) — In(1 + x)

= (295 -3+ 255+ O(:L‘5)> + (—:c —sz? — 3z’ —

_ ( z—1

5 (=30 ) (1303 k)

—~
=

—~
=

Finalement :

fii(zx) (: —%%3 + 62° + 0(:55)

=

page 17/39



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD A10 : Développements limités

Développement limité de la tangente en 0.

a. Donner le développement limité de la fonction tangente en 0 a l'ordre 0.

b. Sachant que tan’ z = 1+tan? z, calculer par intégrations successives le développement
limité de tanx en 0 a 'ordre 1, puis 3, puis 5.

a. Comme la fonction tangente est continue en 0 de valeur 0 alors son développement
limité a 'ordre 0 en 0 est :  tanx 5 o(1).

b. On en déduit : 1+ tan®z 5 1+ o(1). Donc tan' 5 1+o0(1).
Par primitivation, comme tan0 =0 : tanz 5 x + o(x).
On en déduit : 1+ tan®x 5 1+ 2% + o(2?). Donc tan' x 5 1+ 22 + o(z?).
Par primitivation, comme tan0 =0: tanz = z+ 32° + o(2?).

0

)
On en déduit : 1+ tan®z 5 1+ 22+ 22* + o(z*). Donc tan’ z 5 1+ 22+ 22t + o(z?).

Par primitivation, comme tan0 =0: tanz (?) xr+ %x?’ + —i—%f’ + o(29).

Variante du précédent.

a. Justifier que la fonction tangente admet un développement limité en 0 de la forme :

tan 5 o + azx® + asx® + o(2).

b. Sachant que tan’ x = 1 + tan® z, déterminer les valeurs de a1, as, as.

a. La fonction tangente est de classe 6° donc elle admet un développement limité a Pordre
5 en tout point de son ensemble de définition.

De plus elle est impaire, donc son développement limité en 0 est impair, c’est-a-dire
que ses termes de degré pairs sont nuls.

La fonction tangente admet donc un développement limité en 0 de la forme

tan 5 ax + azz® + asx® + o(z®).

b. On calcule alors : 1 + tan®z 5 1+ atx? + 2a a3z + o(x?).

Par primitivation, comme tan(0 = 0 :

2 2@1@3 5

ar s 5
t — -1 .
an z (0):B+3:1:+ E x” + o(x”)
Par unicité du développement limité :
ap =1 a—a—%—1 a_2a1a3_3
' T3 73 T 5 15

On retrouve le développement limité de I'exercice précédent.
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Soit f la fonction définie sur R* par :
fz) =

e —1

a. Démontrer que f est prolongeable par continuité sur R et que ce prolongement est

deux fois dérivable.

x

b. En utilisant la fonction g(z) = x — 1+ ™", étudier les variations de f.

c. Décrire le comportement de f au voisinage de 0. Tracer I'allure de sa courbe.

Réponses :
On prolonge f par continuité en posant : f(0) =1

On obtient ensuite :  f/(0) =1 et f'(z)= (zflx)#
Pour la dérivée seconde on calcule un développement limité de f’ en 0 a I'ordre 1.

On obtient :  f”(0) = 3.

La fonction f est strictement croissante.
Son développement limité en 0 :  f(z) 5 1+ 2+ 4 o(a?).

Calculer, dans chacun des cas suivants, le développement limité a 'ordre n de f;(z)
en a.

Décrire la courbe de f; au voisinage du point a.

n=3 a="7% fi(x) = cos2x n=3 a=-3 fola)=1
n=3 a=+oo f3(r)= 3 n=2 a=1In3 fy(zr)=shzx
n=4 a=1 fs(z) = oz n=2 a=7% fe(z) = tanx
n=4 a=1 fz(z) = arctanz n=4 a=1 fs(x) = arcsinx
n= a=2 folz) =27 n=2 a=2 fio(x) = 8312;3__;2
n=2 a=-1 fu(e)="HEE= n=3 a=-00 fulr)= s
n= a=+o00 fi3(z) =vVa2+3—+Va2+2

e fi(z) = cos2x en a = %’T a l'ordre 3 :

On utilise la formule de Taylor-Young. Les dérivées successives de f; sont :

fi(x) =cos2z  fi(z) = —2sin2x V(z) = —4cos2x "(z) = 8sin 2z

Ces dérivées valent en a = %” :

A=Y pen— VD ) —2v3 () — 42

|4
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La formule de Taylor-Young donne :
X s 2 s 3
f@) 2 VH3- @)+ -+ - F)) ol =

On peut en conclure que la tangente a la courbe de f; au point a a pour équation
31) > 0 alors la courbe est au-dessus de cette

g ||

y = _g_\/ﬁ@—%”). Comme (m— g

tangente.
0
V2N
2
o folz)=1 ena=—3 a lordre 3 :
On pose h = x + 3. Alors x = h — 3 donc :

1 1 1
b =53 =311

Si x tend vers —3 alors h tend vers 0, ce qui permet d’utiliser le développement limité

de = :
Falh=3) = —5(1+ 5+ 5+ 5 o(h?)
Finalement :
fo() e — - Mo +3)— H(@+3)° — H(@+3)° +o((x +3)%)
La tangente a la courbe de f; en —3 admet pour équation : y = —% — é($+3) - _J:gi(i

Commme —%(17 + 3)? est négatif alors la courbe est en-dessous de sa tangente au

voisinage du point z = —3.

Wl

a l'ordre 3 :

en a = +oo
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On pose h = % Alors x = % donc :

1 h

B =15 =15

1
h

On en déduit :

1y _ _ 2 2) 1 912 3 3
£5(3) s h(1 = 2h+ 4% + o(h?)) o h= 202+ 4 4 o)
Le développement asymptotique de f3 en +00 est donc :

file) = 5= F+H+o()

Ceci montre que la fonction f3 : = — %H est équivalente a la fonction x +— i au
voisinage de +00.

On peut ajouter que la courbe de f3 est en-dessous de ’hyperbole d’équation y = %

car —I% est négatif, et la différence entre les deux fonctions est de 'ordre de %

o fu(z) =sinh ena=1In3 a l'ordre 2 :

On applique la formule de Taylor-Young. La fonction f; est de classe 62, ses dérivées
successives sont sh, ch, sh... Leurs valeurs en In 3 sont %, 2 %. On obtient :

37 39
fa(x) =

S5(p _ 20 2 _ 3
(In3) +3(z —In3) + 5(z —In3)” + o((z — In3)°)

Ll

La tangente a la courbe de f; en a = In3 admet pour équation : y = % + g(x —In3)

Comme %(x — In 3)? est positif alors la courbe de f; est au-dessus de sa tangente au

voisinage de In 3.

* f5(55):1n71 ena=1 a 'ordre 4 :
Onpose h=x—1. Alorsx =1+ h et :

Par produit de développements limités :
Fs(14h) = (h=3h*+ 30 = 1h* - o(h")) (1 = h+ h? + B* + o(h?))

= h—3n*+ 2n° — Bht 4+ o(n?)
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On en déduit :

fs(z) = (x=1) = §e = 1)+ e —1)" = Fle - 1)" +o((z — 1))

—~
N

La droite d’équation y = x — 1 est tangente a la courbe de f5 en 1.

Comme —%(x — 1) est négatif, alors la courbe de f5 est en-dessous de sa tangente au
voisinage du point d’abscisse 1.

™

e fo(x) =tanz ena=7j a lordre 2 :

On pose h =x — 7. Alors x = 7 + h et :

. 1+tanh
fﬁ(ﬂi) = tan (Z + h) = m

Le développement limité de la tangente en 0 a l'ordre 2 est tan h = h + o(h?), donc :

1+ h+o(h?)
1 —h+o(h?)

(14 h+o(h?) (14 h + b + o(h?))

= 1+ 2h + 2h* + o(h?)

tan (% + h)

—~
(=]
=

—
=
=

—
=

On en déduit :

tane = 142(z— ) +2(e— 7" +ol@— 7))

4

La courbe de la tangente admet donc pour tan- i
gente au point d’abscisse 1 la droite d’équation : i

y=1+2(z—-17)

s Yy =tanx

Comme 2(z — T)? est positif alors la courbe est
au-dessus de cette tangente au voisinage de x = 1.

e fr(x) = arctanz ena=1 a lordre 4 :

Le changement de variable h = x — 1 ne permet pas de calculer ce développement
limité, car il n’existe pas de formule pour simplifier arctan(1 + h).
On procede alors par primitivation.
La dérivée de f7 est :  fi(z) = 5 JrlmQ
Soit h=x—1. Alorsx =1+ het:

1 1
1+ (1+hr2) 2+2h+h2

1

, 1
fi(z) = T A (o 1)
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On calcule un développement limité a I'ordre 3 :
2 3
fr1+h) = ;(1 — (h+3h?) + (h+307) = (h+3h?) + 0(h3))
= (1= h—1n+ (K + 1) = h* + o(h*))
5 L—1h+1n%+o(h?)
Par primitivation :

fr(L+h) = fr(1) + $h — 1h* + 5h* + o(h?)

)
Comme arctanl = % alors :

arctan x n T4ir-1)—-t@-12+L@@-1°+o((z-1)"

La courbe de f7; admet donc pour tangente en 1 la droite d’équation : y = %4—%(9&— 1)

Comme —(z — 1)? est négatif alors la courbe est en-dessous de sa tangente.

On pourra remarquer une similitude avec les résultats de la fonction précédente.

e fs(x) = arcsinz ena=1 a lordre 4 :

La fonction arcsin n’est pas dérivable en 1, donc elle n’admet pas de développement
limité en 1 a lordre 1. A fortiori elle n’admet pas de développement limité en 1 a
I’ordre 4.

e folr)=2* ena=2  alordre?2:

On pose h = x — 2. Alors x = 2 + h donc fo(r) = 4 x 2" = 4ehn2 | puis

H2+h) = 4(1+hn2+ §(hIn2)* + o(h?))

En conséquence :
fo(x) 5 4+4(In2)(x — 2) + 2(In 2)(z — 2)* + o((z — 2)?)
La tangente a la courbe de fy au point d’abscisse 2 admet pour équation :
y=4+4(In2)(x —2)

Comme 2(In*2)(x — 2)? est positif alors la courbe est au-dessus de sa tangente au
voisinage de ce point.
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* fio(z) = 8312;__;22 en a = 2 a l'ordre 2 :
On obtient :
fuo(x) = —6(z —2) — 19(x — 2)° + o(z — 2)?)

N

(2)

o fi(x)=¥2Hed®l epy g = _1  Alordre 2 :

z+1
On obtient :
fu(x) =) T+ U@ +1) - @+ 1) +o((x +1)?)
o fio(z) = FE2 en a = —oo a lordre 3 :
z?—3z+1
Soit h = <. Alors & = 3 puis :
fale) = ot (o)
r) = = = —
. L3l 1 1-3h 02 1— (3h — h2)

Le développement limité de % sera multiplié par (h + 2h?), donc lordre 2 suffit
pour aboutir a un développement limité a l'ordre 3 :

fo(i) = (h+20%) (1 +(3h—1?) + (3 — )" + o(h2))

(h+212) (1 4+ 3h — h* + 91* + o(h?))

—
=

—
=
=

h + 3h* + 8h® 4+ 2h* + 6h° + o(h?)

—~
2l

h + 5h* + 14h% + o(h?)

—~
=]
=

Finalement :

La fonction fi est équivalente a la fonction x — % en —oo (et en 400 également).

Comme z% est positif alors la courbe de fi5 est au-dessus de I'hyperbole d’équation

Yy = % au voisinage de +oo.
o fis(x) =va2+3—Va2+2 en a = 400 a lordre 4 :

On pose h = % Alors z = % puis :

i) = 3=\ = (e 98) - (10 2))

Si on suppose que x est au voisinage de +o0o alors = est positif, donc h est positif et
ainsi |h| = h.
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On utilise le développement limité (1 +u)z = 1+ su— gu® + o(u?) :

—~
=

o) 5 B0 3= 30 = (102 ) 00
5 =3 oln

Ceci donne :
fua(e) = g — o +o(3)
On peut en déduire que la fonction fi3 est équivalente en 400 a la fonction x — i

Comme —8% est négatif au voisinage de +oo alors la courbe de fi3 est en-dessous de

celle de z — %
T

@ Soit f la fonction définie sur R par :
e siz>0
flx) = { :
0 sinon.

a. Justifier que pour tout n € N :  f(z) 0 o(z™)

b. Démontrer que f admet un développement limité en 0 a tout ordre mais que ce
développement limité est nul.

a. On demande de démontrer que pour tout n € IN la fonction f est négligeable en 0
devant la fonction z — 2", donc que :

f(z)

lim —~ =0

rz—0 "
: — oo @)
Si x est négatif alors f(x) est nul donc : 1111(1)
x> xm

=0

Si = est positif, alors on pose h = % On en déduit x = % donc :

f(I) — hne—h — hT
xn e

Par croissances comparées on sait que A" = o(e™), ceci pour tout n € IN. Donc :
oo

lim f(z) = lim h =0

33;>0 xn h—400 eh

Finalement la fonction % admet 0 pour limite en 0, ce qui démontre bien que f est

négligeable devant x — 2™ en 0 pour tout n € IN.
b. Soit n € IN. Si on pose ¢y = ¢; = -+ = ¢, = 0 alors d’apres la question précédente :

f(x) (o:) co+ x4+ -+ ey, + o(z")

Il s’agit bien d’'un DL de f a l'ordre n. Ainsi f admet le développement limité nul a
tout ordre en 0 :  f(x) = o(a™)

—~
=
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L’intérét théorique de cet exercice est le suivant : 'unicité du développement limité montre
qu’une fonction ne peut avoir qu'un seul développement limité en un point a un certain
ordre.

Par contre, deux fonctions peuvent avoir le méme développement limité sans étre égales.
Dans cet exercice la fonction f et la fonction nulle ont le méme développement limité en
0 & tout ordre, et pourtant elles sont différentes.

Le fait que le développement limité de la fonction f est nul signifie juste que la fonction
tend tres vite vers 0 en 0.

A
v

Soit n € IN. Déterminer le développement limité de f(z) en 0 & 'ordre n + 1 ou :

2 n
f(z) =In ldot+ o p. 42
2 n!

On écrit : ,
xn

T n+1
4+ -+ =e"—
2 n!

xz

n+1y.
(n+1)!+00(‘” )
Ce qui donne :

n+1
f(z)=1In (e“” — (nx—l—l)' + 09 (:E”H))
=x+1In (1 — (fi:t)!e_’: + 0y (x”“))

n+1

Et donc finalement :  f(z) =2 — — + 0 (m”“).
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Soit f(x) = ze®".

a. Démontrer que f réalise une bijection de classe 6 de R dans RR.

b. Justifier que f~! admet un développement limité & tout ordre en 0 et donner ce
développement limité a 'ordre 5.

a. La fonction f est dérivable et : VYo € R f'(z) = (22 + 1)e*’.

Cette dérivée est strictement positive donc la fonction f est strictement croissante. De
plus elle est continue, et ses limites en +0o0 sont +00, donc d’apres le théoreme de la
bijection f réalise une bijection de R dans R.

b. Comme f est de classe 6 et sa dérivée ne s’annule pas sur R alors par théoréme sa
fonction réciproque ! est de classe 6.

Elle admet donc un développement limité en 0 a tout ordre.
On calcule :  f(z) = x4 2% + L2° + 0y(a?).

On pose f~Hx) = ap+ a1z + - + azz® + o(2?).

Comme f(0) = 0 alors f~'(0) = 0, donc ag = 0.

On calcule le développement limité de fo f~' en 0 & l'ordre 5 :

fof Hz)=ax+ ar® + (a3 + a3)z® + (as + 3ajay)x*

5
+ <a5 + 3aya3 + 3ayas + 6;1>$5 + 0o ().

Or on sait que fo f~!(z) = z. Par unicité du développement limité on obtient :

5

ap =1 ar, =10 a3+a‘;’:0 a4+3a3a2:() a5+3a1a§+3a1a3+%:0.
Ceci donne :
)
ap =1 ar, =10 as = —1 as =10 a5:§

Soit finalement :

5)
o) =2 -2+ §x5 + 0g(2).
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@ Calculer les limites suivantes.

. 3tanx — tan (3x)
a. lim
=0 x(1 — cos (3x))

. 1 1
c. lim —
2=0 \sinx  In(1+ x)

1 1, \*
e. lim (—l—cosx—cos I)
2 2

x—0
I v
g, lim ——
—0 cos2r — e~ 227
N VA
i. limY—-—F—
z—1 Inax
cosST + sinzx
k. im -
z——Z cos 2x + sin 4z
. 2k — 2
m. lim ———

=2 Jr—1-—1

o. lim Va3 +7—+vVa2+5

r—r—+00

z(chz — cosz) — 3(shz — sinx)

b. lim
z—0 x7

er e~

d. 1l —
xlil%)(shx sinx)

. 1 2
g (-2 )
z—0\22 1 —-cos2x

tanx — arcsin

h. lim

z—0 sin x — arctan «

i . 2sinz — 1
joo lim ————
=2 1 — 2cos (22)

Ll V28
a:—>64\?/_—4

T — 3arccos x

n. lim 3
z—1 4x — X

2
y Va0 4 g5+ 1 — 22
. im
P i Vat+1+x

a. Un développement limité a l'ordre 3 suffit :

3tanz — tan (3x) 3(35 +3

3+ 0(333)) — (3:10 + 3(3z)3 + 0(:63)>

z(1 — cos (3z))

—~
=

(1= (1= 5(32)2 + 0(2?)))

—8z3 + o(x?)

—~
(=]
=

—~
(=]
Nl

Ceci donne :
3tanx

x(%xz + 0(m2)>
—8+0(1)
3 +ol1)

— tan (3x) 16

lim
z—0 [L’(l —

cos(3zr)) 9

b. Ici il faut aller jusqu’a l'ordre 7. On rappelle les développements limités suivants (ceux
des fonctions hyperboliques demanderaient démonstration) :

1.2 1.4 1.6 6 ~ 13, 1.5 1.7 7
cosr = 1— a7+ 527 — 52° + o(z”) sinry = x— 52° + 52° — 52" 4+ o(z")

2!

—~
=

chz = 1+ La® + fz* + 2% + o(2°)

—~
=

—~
=

she = 2+ $2° + La° + L27 + o(2")

—~
=
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On calcule :
r(chz —cosz) — 3(shz —sinz) 915(372 + &at + 0(376)) 3(3;95 + 22"+ oz 7))
x’ (0) 7
_ (2 _6
(H) (6‘ - ﬁ) + 0(1)
. . 146 _ 1 _ 1
La limite est donc : = RT3 = Txoxi0
Finalement :
v z(chz — cosz) — 3(shz — sinx) 1
im -
0 7 630

c. On simplifie d’abord I’expression :

( 1 1 )_ln(1+x)—sinx

sinz  In(1+x) (sinz)In(1 + 2)

Il suffit ensuite de développements limités a 'ordre 2 :

( 1 1 ) (z = 322 + 0(2?)) — (¢ + o(?))

B © (x4 o(x?)) (IB—*$2+0 ))
)
)

sinz  In(l+x)
) _ —atoll)

(0) 1+o(1)

—32? + o(x
0) :172+0(2

On obtient donc :
1

lim

20 (smm a 1+x)> 2

d. Réponse : lim <

250 \shz sinz
, (1 1 T
e. Réponse : lim ( + cosT — —cos 1:) =e'8
z—0 \ 2 2
f. On factorise 'expression :
1 2 1 —cos2x —22°
2 1—cos2z  22(1 — cos2x)

Le développement limité du cosinus donne :

1—0082x—2x2_ 1—(1—@4‘ +
+

22(1 —cos2x) (0) x2(1—<1—( z)?

(296)

o(x? )) — 222
o(z2)))

B —%ZB4+O(IE4) - —%—I—o(l)
0 22222 4 o(22)) © 2+ o(1)

—

On en déduit :

: 1 2 1
Jim < _ ) _ -
z—=0\z2 1 —cos2x 3
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ZEQ

. Réponse : lim —— = —x0
& P =0 cos2x — e 227

h. On utilise les développements limités suivant a l'ordre 3 :

3 z3 3
tanz = z+ =+ o(z?) sin x 5 r— — +o(z?) arctan x 5 z— =+ o(z?)

3 6 3
On calcule celui de I'arc-sinus. La fonction arcsin est dérivable sur |—1, 1[, de dérivée :

1
arcsin’ z = ——— = (1 — %)

V1—a22

On connait le développement limité : (1 + u)® 5 1+ au+ o(u)

D=

On en déduit le développement limité suivant a ’ordre 2 :
2

x
inz = 1+ = 2
arcsin’ .z = +5 + o(z?)

Par primitivation, comme arcsin(0 = 0 :
. z? 5
arcsin o + — +o(z”)

0

6

On peut donc calculer :

tan x — arcsin x (I + %3 + 0($3)) - (x + %3 + o(x3))
sinxz — arctanx (0) (x _ %3 + 0@3)) _ (x _ % + 0(333))

En conséquence :
. tanx — arcsinx
lim — =
z—0 sln x — arctan x

i. Soit h=x—1. Alors x =1+ h puis :

V=T (L+h)s —(1+h)s
Inx In(1+ h)

Il suffit de développements limités a 'ordre 1 :

(1+m)E—A+hs  (I+3h+oh) = (1+ih+0(h)  14o()

In(1+h) (0) h + o(h) © 1+o(1)

On en déduit : \
i VE— Va1
z—1 Inz 6
2sinx — 1 1

j. Ré ; lim ————— = —
). heponse x;rn% 1—2cos(2z) 2
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k. On pose h = x + 7. Alors x = h — 7 puis :

cosz +sinw COS(h—g)‘f‘SiH(h—%) B V2sinh
cos2r +sindzr  cos (Qh — g) + sin (4h — 7) ~ sin(2h) — sin(4h)

Les développements limités a l'ordre 1 suffisent alors :

V2sinh V2(h + o(h)) V2 +o(1)

sin(2h) — sin(4h) () 2h + o(h) —4h + o(h) ©) —2+ o(1)
On obtient donc :

im - =
z——7% cos 2z + sindx

cosx +sinx \/5
2

1. Soit h = x — 64. Alors x = h + 64 puis :

On remarque que 64 = 8% = 43 donc :

V-8 8 (1+§)
Yr—4 47 (14 )1

On utilise le développement limité a l'ordre 1 : (1 4+ u)® 5 1+ au+ o(u)

I1 donne : .
1
VI8 2(1+m+o(h))_1 Lz o)
Yz —4 0 (1+§6£4+o(h))—1 0 "5 +o(l)
On obtient :
z—64 \3/_—4

m. Il est possible de calculer cette limite sans développement limité.

Mais on pose tout de méme h = x — 2. Alorsx =2+ h et :
VIs-2 _ Vitoh-2  (1+3)° -1

Vr—1-1 <1+h—-1 (1+h)%—1

On utilise le développement limité a ordre 1 suivant : (1 + u)® 5 1+ au + o(u)

NI

Il donne : )
2(1+§)2—1 _ 2(1+§+o(h))—1 il
(L+h)7—1 © (1+240(h)—1 © 5 +o(l)

On en déduit :

. V2z — 2 n
lim —— = —

2 Yz —1—1 2
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n. La encore il est possible de calculer la limite demandée sans recourir aux développe-
ments limités. Il faudrait pour ceci utiliser la limite du taux d’accroissement.

Mais pour utiliser les développements limités on pose h = x — % Alors x = % +het:

T — 3arccosx T — 3arccosx

43 —x 222 —1)(2z+1)

T 3 arccos (% + h) T — 3arccos (% + h)

(3+h)2n2+20)  20(L+20)(1+ )

On souhaite calculer un développement limité de h — arccos (% + h) en h = 0 a l'ordre
au moins 1.

On pose g(h) = arccos (% + h). Comme la fonction arccos est dérivable sur I'intervalle
]—1, 1] alors la fonction g est dérivable sur un voisinage de 0, de dérivée :

g'(h) = - ! =

1
ey

On souhaite un développement limité a 'ordre 0 de cette fonction, ce qui revient a un
équivalent :

J(1) =~z +oll)

Par primitivation :

o) 5 9(0) = i+ ofh)

Or ¢(0) = arccos 3 = %, donc :

arccos (% + h) = z— %h + o(h)

—
=

On peut maintenant calculer :

T — 3arccos (%—i—h) 7'['—3(% - %h—l—o(h))
2h(1 + 2h)(1 + h)

2h(1 + 2h)(1 + h)
2v/3h + o(h) V34 o(1)

2h(1+2h)(1+h) 0 (142h)(1+h)

—~
2l

—~
(=]
=

On peut conclure :

. m—3arccosxT V3 +o(1)
lim ———— =1 =3
il dad— g oo (1+ 2h)(1+ h) V3

0. On pose h = % puis on calcule :

3 e :—(1+7h3)%—i(1+5h2)%

\?’/x3+7—\/x2+5—<1+7h3>3—<1+5h2>2 ! 7]
h h

page 32/39



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD A10 : Développements limités

Si x est au voisinage de 400 alors on peut supposer qu’il est positif, et donc h est
positif, puis :

1

1 1
Vﬁ+7_«me+5:;(1+7m:%_@+5my>
z h

@+7ﬁ+om% 1-3p?

o(h?))

—~
(=]
=

= —2h+ o(h)

—
=

On en déduit :

lim (Va® +7 a2 +5) =lim (~3h+o(h)) = 0

T——+00

, o Va0 4541 —2? 4
p- Réponse : lim =

T——00 m+ T _5

Déterminer les éventuelles asymptotes des courbes représentatives des fonctions
suivantes en +o0o, ainsi que la position de ces courbes par rapport a ces asymptotes.

flr) = A2 fle) = V=1

fo(@) = /(x = 1)(x = 3) +2 falz) = - _;Efjl?f -4
fo(x) = {=2(1 — 8x) fo(z) = V813 + 22 — V22 +
fola) = fjllei ful) = 2wt

o) =+ D Inl1 ) ) e

Dans tous les exemples ci-dessous on pose h = %, ce qui revient a x =

=

On calcule ensuite un développement limité au voisinage de h = 0 de la fonction de A
obtenue.

Puis en remplacant h par % on obtient un développement asymptotique de f en 4oo.

Usuellement un développement limité a l'ordre 2 suffit, car on obtient alors trois termes :

= ar+b+<+o(2
fla) = ar b+ % +o(2)

Cette écriture donne 'asymptote (d’équation y = ax + b) ainsi que la position relative de
la courbe (selon le signe de ¢).

o fi(z) = P

On calcule :

4 2
— 443 1 _4h+3h® 1
h() L1 h(1+ h) h( +3)1+h

page 33/39



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD A10 : Développements limités

Cette derniere forme permet de calculer le développement limité de f; (%) par produit :

h()

L(1 = 4h+30%) (1= h+ h* + o(h?))

—
=
=

L(1 = h+h? = 4h + 4h? + 3 + o(h?))

—
(=]
=

+ —5+8h+o(h)

—
(=]
=

On obtient :
= -5+ 8 1
filz) (do0) +w+0(m)
Ceci montre que la droite d’équation y = z — 5 est asymptote a la courbe de f; en fo0.

Comme % est du signe de x alors la courbe de f; est au-dessus de son asymptote au
voisinage de 400 et en-dessous au voisinage de —oo.

) = ¥
On rappelle que la fonction x — /z est définie sur R tout entier, et qu’elle est du
signe de x.
On calcule : ) )
()= (5 -1) =i(=n")
Ceci donne le développement limité :

1) A0 o) i o)

Puis le développement asymptotique :

fa() (o) 5.7+ O<?12>

Ainsi la droite d’équation y = x est asymptote a la courbe de f5 en —oo et en +o0.

Comme —ﬁ est négatif pour tout = € R alors la courbe est en-dessous de son asymp-
tote aux voisinages de —oo et de +oo.

Une étude plus poussée de cette fonction permet de tracer I'allure de sa courbe repré-
sentative :
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¢ folo) = (@~ D(x—3) +2= Ve —dz +5

Ici on sera amené a séparer le cas ou h est positif de celui ot h est négatif.

fo() = o — 2 5= (1 4+ 502

On suppose maintenant que h est positif, si bien que |h| = h puis :

f:(3)

On calcule :

H(U (b 502) = 3(=ah+ 502) 4 o(h) )

—~
(=]
=

= 1(1—2h+3h? = 21 + o(h?))

—~
=

3+ —2+1h+o(h)

—~
(=]
N

On obtient donc le développement asymptotique :

_ _ 1 1
folw) = =2+ 55 + o)
Il montre que la droite d’équation y = x—2 est asymptote a la courbe de f; au voisinage
de 4-o0.

Comme i est positif pour x positif alors la courbe est au-dessus de cette asymptote
au voisinage de +o0.

Au voisinage de —oo on écrit plutot |h| = —h, ce qui donne :
- _ _ 1 1
f3(x) (o0) T+2— 5+ O(m)
Ainsi la droite d’équation y = —z + 2 est asymptote a la courbe de f3 au voisinage de
—00.

Comme —i est positif pour x négatif alors la courbe est au-dessus de cette asymptote
au voisinage de —oo.

On obtient le schéma suivant :
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3 42 -
o falzr) = 55— ﬁﬁ_ﬁg .

On calcule :

) - L(1 — 4h + 8h2 — 4h?)

£i(x — L (1 —4h+8h% —4h*)(1 — h)
(h %(1_}1)2 2h< )

On utilise un développement limité a 'ordre 2 en h =0 :
f1(3) = 2 (1= 4h+ 81 — 4h®) (1 + 2h 4 31 + o(h?))
= (1= 20+ 317 + o(h?))

= o= —1+3h+o(h)

Ceci donne le développement asymptotique suivant :

fa() et 1+ 2 +o(1)

La droite d’équation y = 5 — 1 est donc asymptote a la courbe de f; aux voisinages de
+o00 et de —o0.

Au voisinage de 400, comme % est positif alors la courbe est au-dessus de I'asymptote.
Au voisinage de —oo, comme % est négatif alors la courbe est en-dessous de 'asymp-
tote.

: . _ 1 1 1
» Réponse : f5(z) = =22+ 55 + 5333 T 0(;)

o fo(z) = V8x3 + a2 — V922 +
On calcule :
_ h\s h\? _ B3 R\ 2
W) = ()" - ()" = 2+ )P - i)'
Les développements limités en h = 0 a 'ordre 2 donnent :

o) 5 R0+ g e o(0) = gy (14 55 = el +o(4))

Si x est au voisinage de +o00 alors h est positif donc :

Fo) = L(24 hh— Z0A -3 ht BSR4 o(1?))
= — — 13 T smgeh +o(h)

On en déduit :
_ 1 1 1
fo(@) (1o0) T = 13 T Saxom T 0(5)
La droite d’équation y = —x — % est asymptote a la courbe de fg en +00, et comme

m est positif alors la courbe est au-dessus de cette asymptote.
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Si  est au voisinage de —oo alors h est négatif, donc |h| = —h puis :

fo(}) = L(2+ Hh— E%h? + 3+ th— E5h7 + o(h?))

= i s tolh)

—~
=

On en déduit :
fo(z) = 5x—|— 32X27x +0( )

(—o0)
La droite d’équation y = bx + i est asymptote a la courbe de fg en —oo, et comme

—ﬁ est positif alors la courbe est au-dessus de cette asymptote.

o frlw) = e

On calcule :

(1+h) 2\ 1 h
f7()_h(1—h) B+ 1)

On calcule un développement limité de cette fonction en h =0 :

F(2) = 21482 (14 bt B2+ o(h?)) (1+ h + §h? + o(h?))

—
=

L(1 4 2h+ Fh? + o(h?))

—~
(=]
=

42+ Ih+o(h)

—~
=]
=

On en déduit :
filz) = 42+ & +0(2)

(£o00
La droite d’équation y = x + 2 est donc asymptote a la courbe de f; aux voisinages de
+o00 et de —o0

Au voisinage de +00, comme % est positif alors la courbe est au-dessus de I'asymptote.

Au voisinage de —oo, comme % est négatif alors la courbe est en-dessous de 'asymp-
tote.

o Réponse:  fs(z) = x+1—%+o( )

(d00)
* Réponse : folz) = z+1+ % + 0(1) On ne peut se passer du Inz.
(:l:OO) nx T
» Réponse : fio(z ) = )913 —In2+ e 4 o(e™ ) Ce qui suffit pour décrire

le comportement asymptotique.
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Donner un développement asymptotique a l'ordre k& des suites suivantes.
—1
k=2 u":;zi—?) k=3 v, =arctann
1 1
k=3 wn:arctan(n+) k=2 xn:tan(ﬂ—)
n 2 n
k=2 yn:( n ) k=2 z,=+vVn?2+3n+1
n+1
Les réponses sont :
1 1 1 n ( 1 ) T 1 n N ( 1 )
Uy =~ — — — — + 0| — UVp=———+—+o0(—
2 4dn  2n? n? 2 n  3nd n3
T 1 + 4 N ( 1 ) 1 n ( 1 >
Wy = — — — —_— ol — LTy =N — — ol —
2 n  3nd n3 3n n?
L1 5 +<1) 1+2lnn+21n2n+3+(1>
n — — o o\ — Zn = — T Ol 5
Y e 2en  24en? n? n n? n? n?
Pour la suite (y,,) on pose h = L. Alors y,, = e~ 1 R b
h  h? 9 1 h  h? 9
Yn =, OXP (—1—}—2—3+0(h )) o 5 &P (2—3+0(h )

1 B2 1(R\? 1 h 5k
= |14 (= 2 = |14 =—-"= 2
o e( t5 3 —|—2<2) +o(h )) o e( t5 -5 +o(h ))

1—}-1><1 5><1+(1>
J— PR —_— — —_— JR— 07
e 2 n 24e n?

Ainsi :

Yn (1o0)

Pour la suite (z,) on pose h = +. Alors :
Zp = €xp (h(ln(l +3h+h*) —2In h))

_ 2 2
= exp (3h* = 2hlnh + o(h?))

1
= 1—2hlnh+3h° + 5(2hn h)? + o(h?)

h—

Finalement :

] In? 3 1
o = 14220 oM ”++o<).
(400) n n? n?

page 38/39



MPSI — Mathématiques

Corrigé du TD A10 : Développements limités

v/ Uy, -

On pourra considérer 3.
n

Pour tout n € IN* on pose :

A Taide de la formule de Stirling donner un équivalent simple de u, en +oo puis de

3n
Uy = H k.

k=2n

On remarque que :

(3n)!
(2n—1)! T (2n)

Uy =

A T'aide de la formule de Stirling on obtient :

2 n
4e

On démontre que si u,, ~ v, alors /u, ~ /v,.

1
En effet : si % — 1 alors (%)" — 1.

On en déduit :

Uy ~ —N.

4e
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