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MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. B9
Applications linéaires

@ Démontrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer leurs noyaux
et images.
f: R? — R? g: R> — R?
(z,y,2) — Bz —y,2+2y +2) (z,y) — (z—y,3z + 3y, + 2y)
e Linéarité de f.

Soit u = (z,y, z) est v = (2,9, 2') deux éléments de R3, X un scalaire. Alors :

fMU+w Mz, y,2) + (2,9, 2))
f(Az+ 2" y+y', Az +2))
_( Az +2)— My+y), Aa+2)+ 20y +y) + (A2 +2))
=ANBz—y)+32 =y, Ma+2y+2)+2'+ 2y +2)
=ABx —y,x+2y+2)+ B2 —y, 2" +2y +2)
=M (u) + f(v)
D’apres la caractérisation, f est une application linéaire.
» Noyau de f.

Soit u = (z,y, z) un élément de R3. Alors :
u € ker f = f(u) = Oge — Br—-y,x+2y+2z) =(0,0)
On obtient un systeme linéaire que 1’on résout par I’algorithme du pivot de Gauss :

_ — +1,=0
uekerf < {SI y 0 {x T

_ 3,
T2+ 2 =0 y+3z=0

On en déduit :

1
ker f = {(—7,2, —iz,z)

e Image de f.

z € ]R} = Vect ((—;, —i, 1)) = Vect ((1,3,-7))

Par définition :
imf={f(v) | ueR’}

On écrit donc :

im f = {(3:6 —y,x+2y+2) | (z,y,2) € R3} = Vect ((3,1),(—1,2),(0,1))
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On remarque que (1,0) = 3((3,1) — (0,1)), donc le vecteur (1,0) appartient & I'image
de f. Or le vecteur (0, 1) appartient aussi a cette image.

Ainsi im f contient la base canonique de R?. Or im f est un sous-espace vectoriel de
R2, donc il contient tout l’espace engendré par la base canonique, & savoir R2.

On en déduit :  im f = R?

+ Remarque. On a obtenu ker f = Vect ((1,3,—7)) et im f = R? avec f : R® — R?
linéaire.
Effectivement, ker f est un sous-espace vectoriel de R? et im f est un sous-espace vec-
toriel de R2.

o Linéarité de g.

Soit u = (z,y) est v = (2, y') deux éléments de R?, A un scalaire. Alors :

g Au+wv) =

= (

Az, y) + (z,y))

(Ax+ 2", My + 1))

Ae+a2')— (Ay+vy),3Ae+2")+ 30y + ), Ax +2') + 2(A\y + v'))
(x—y)+ 2" — 9, N3z + 3y) + 32" + 3y, AMx + 2y) + 2" + 2¢)

=Nz —vy,32+ 3y, +2y) + (2 — v/, 32" + 3y, 2" + 29/)

= Ag(u) + g(v)

D’apres la caractérisation, g est une application linéaire.

I
—~
—~ >/ D

* Noyau de g.

Soit u = (x,y) un élément de R2. Alors :
u € ker g = g(u) = Ogs <— (r—y,3z+3y,z+2y) =(0,0,0)

On résout le systeéme obtenu :

r— y=10 r— y=0
u€kerg <= x4+ 3y=0 <+ 6y=0 <= zxz=y=0
x4+ 2y =20 3y=20

On en déduit :
kerg = {(0,0)} = {0}

e Image de g.

On écrit :

img = {g(u) | ueR?}
—{(@—y32+3y,2+2) | (z,y) € R?)
= Vect ((1,3,1), (—1,3,2))

La suite est optionnelle : on peut écrire (1,3,1)+(—1,3,2) = (0,6,3) = 3(0,2,1), donc
im g = Vect ((1,3,1),(0,2,1)), puis finalement, comme (1,3,1) — (0,2,1) = (1,1,0) :

im g = Vect ((1,1,0), (0,2,1))

Ceci permet de montrer que im g est le plan de R?® d’équation x — y + 22 = 0.
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¢ Remarque. On a obtenu kerg = {Ogz2} et img = Vect ((1,3,1),(—1,3,2)) avec g :
R? — R? linéaire.
Conformément & la propriété ker g est un sous-espace vectoriel de R? et im g est un
sous-espace vectoriel de R3.

(2) Mémes questions avec  f : Ko[X] — K et  ¢g: Ko[X] — Ky[X]
P — P(2) P+— P

e Linéarité.

La spécialisation est linéaire car :
V(P,Q) e K[X] YAeK (P+Q)(2)=P2)+Q(2) et (AP)(2)=AP(2)
La dérivation est également linéaire :
V(P,Q) e K[X] VAeK (P+Q) =P +Q et (AP)=XP

La spécialisation est a valeurs dans IK, donc f est bien définie et linéaire.

La dérivation d’un polynome de degré au plus 2 donne un polynéme de degré au plus
1, donc a fortiori un polynome de degré au plus 2, et donc g est bien définie et linéaire.
e Noyau de f.
Par définition le noyau de f est I’ensemble des polyndémes P de Ky[X] tels que f(P) =
Ok, i.e., P(2)=0:
ker f = {P € Ko[X] | P(2) =0}

Cette description de ker f est satisfaisante, mais on peut aller plus loin : P(2) = 0
signifie que 2 est racine de P, donc que P est multiple de (X — 2) : Il existe un

polynéme @ tel que P = (X — 2)Q. Or P est de degré au plus 2, donc @ est de degré
au plus 1. On en déduit :

ker f = {(aX +b)(X —2) | (a,b) € K*}
={aX(X —2)+b(X —2) | (a,b) € K*}
= Vect (X(X —2),X —2)

Ceci confirme en particulier que ker f est un sous-espace vectoriel de Ky[X].
e Image de f.
Par définition : im f = {f(P) | P € Ky[X]|} ={P(2) | P € Ky[X]}
Or tout scalaire est image de 2 par un polynéme de degré au plus 2.
En effet, si a est un scalaire quelconque, alors P = X — 2 + « appartient a Ko[X], et
P(2) = .
Ceci montre que : im f =K
Il s’agit bien d’un espace vectoriel de K.

De toutes fagons, KK ne contient que deux sous-espace vectoriel : {0k} et K, et ici
I'image de f ne peut étre réduite au scalaire nul.
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¢ Noyau de g.
Un polynéme P de Ky[X] appartient au noyau de g si et seulement si g(P) = Og,[x],
donc si et seulement si P’ = 0, ce qui a lieu si et seulement si P est constant.

On en déduit :  ker g = Ky[X].
Il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel de Ko[X].
e Image de g.
Par définition :  img = {g(P)| P € Ko[X]} ={ P | P € Ko[X]}
Démontrons que : img = K;[X]
Méthode 1. Si P est un polynéme de degré au plus 2 alors P’ est un polyndéme de degré
au plus 1, donc im g C IK;[X].
Si P est un polynome de degré au plus 1 alors il est le dérivé d’un certain polynome

de degré au plus 2. Par exemple si P = aX + b alors en posant () = %X2 4+ bX on a
Q' = P, ce qui montre que P = ¢g(Q) et donc P € im g.

Ceci montre que K;[X] C im g, puis par double inclusion :  im g = K;[X].
Méthode 2. On sait que Ky[X] = {aX? +bX + ¢ | (a,b,c) € R3}. On en déduit :
img={(aX*>+bX +¢) | (a,b,c) € R’} ={2aX +b| (a,b) € R*} = Vect (2X,1)
Ceci donne : img = Vect (X, 1) = K, [X]

Finalement, on a démontré que im g = K;[X].

Il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel de Ky[X].

@ Parmi les applications linéaires proposées dans les deux exercices précédents, les-
quelles sont injectives ? Surjectives ?

On rappelle que si f: E — F est une application linéaire alors :
f injective <= ker f = {0g}
f surjective <= imf=F
Dans I’exercice 1 on a obtenu :
ker f = Vect ((1,3,—7)) # R? et im f = R?

Donc f n’est pas injective mais est surjective.

Ensuite :
ker g = {Og2} et  img = Vect ((1,3,1),(~1,3,2)) # R?

Donc g est injective mais n’est pas surjective. Le fait que im g est différent de R® n’est
pas prouvé rigoureusement ici. Nous verrons que R? ne peut pas étre engendré par moins
de 3 vecteurs puisqu’il est de dimension 3.

Dans l'exercice 2 on a obtenu :

ker f = {P € Ko[X] | P(2) =0} # {Ok,x] } et im f =K
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Donc f n’est pas injective mais f est surjective. Le fait que ker f n’est pas réduit au
polynéme nul peut étre justifié car par exemple le polynome (X — 2) est dans le noyau
de f alors qu’il n’est pas nul.
Ensuite :

ker g = Ko[X] # Ky[X] et im g = K;[X] # Ky [X]

Donc g n’est ni injective ni surjective.

(4) Soit p I'endomorphisme de E = R?® défini par :

\V/(J?,y,Z)GE p(xayw’«'):($+y—zaﬂ7+y—27$+y_z)

Démontrer que p est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.

On justifie d’abord que p est linéaire.

Les trois composantes de p sont les fonctions (x,y, z) — x + y — z, elles sont de la forme
(z,y,2) — ax + by + zc avec a, b, ¢ scalaires, donc elles sont linéaires.

Comme les trois composantes de p sont linéaires alors p est linéaire.

Pour démontrer que p est un projecteur on vérifie que p o p = p.

Soit (x,y, z) un vecteur de E. Alors :

plr+y—zx+y—z,o+y—2z)
(@+y—2)+@+ty—2)—(2+y—2),
(@+y—2)+@+y—2)—(z+y—2),
(r+y—2)+@+y—2)—(r+y—2)
=(r+y—zx+y—z,x+y—2)
= p(z,y, 2)

pop(z,y,2)

Ainsi p o p = p, donc p est un projecteur.

On sait que p est alors le projecteur sur F' parallelement a G, ou F' = imp et G = kerp.
On calcule donc :

G=imp={(z+y—za+y—za+y—2)]| (z,y,2) € R’}
= Vect ((1,1,1),(1,1,1),(=1,—-1,-1))
= Vect ((1,1,1))

Ensuite un vecteur (z,y, z) de E appartient au noyau de p si et seulement si p(z,y, z) =
(0,0,0), ce qui équivaut a z = x + y, donc :

kerp ={(z,y,x+y) | (z,y) € R} = Vect ((1,0,1),(0,1,1))

Nous avons donc démontré que p est le projecteur de E sur F' = Vect ((1,1,1)) parallele-
ment a G = Vect ((1,0,1),(0,1,1)).
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@ Soit s I’endomorphisme de E = R? défini par :

V(z,y) € E s(z,y) = (x, =2z — y)

Démontrer que s est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques.

Pour démontrer que s est une symétrie on vérifie que so s = Idg.
Soit (z,y) un vecteur de E. Alors :
50 S(l’,y) = 8(137 —2r — y) = (.T, —2r — (_2:6 - y)) = (f,y)
Ainsi s o s = Idg, donc s est une symétrie.
On sait qu’alors s est la symétrie par rapport a F' parallelement a G, ou

F={ueFE| s(u)=u} et G={ueFE| s(u)=—u}
Soit u = (z,y) un vecteur de E. Alors :
s(u)=u <= (r,—2z—y)=(r,y) <= 22r—-—y=y <= yYy=-—=
On en déduit :
F={(z.y) €F|y=—a}={(z,—2) | v €R} = Vect ((1,~1))

Ensuite :
s(u)=—-u <<= (r,—2r—y)=(—2,—y <= x=0
Donc :
G={(0y) € E]yeR}=Vect ((0,1))

Autre méthode. Pour déterminer F et G on utilise le projecteur associé p = (s + Idg).

En effet si p = %(s + Idg) alors p est le projecteur sur F' parallelement a G. On obtient :
On obtient ensuite
F =imp = Vect ((1,-1)) et G = kerp = Vect ((0,1))

Finalement on a démontré que s est la symétrie de E par rapport a F' = Vect ((1,—1))
parallelement & G = Vect ((0,1)).

(6) Soit a = (ay, . .., a,) un vecteur de R™ vérifiant : dap=1
k=1

a. Démontrer que I'application

pi(x1,...,T,) — (Zakxk>a
k=1

est un endomorphisme de £ = R".

b. Démontrer que p est un projecteur sur une droite vectorielle parallelement a un
hyperplan.
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a. L’application p est définie sur £ = R". Si # = (x1,...,2,) est un vecteur de E alors
S h_q arxy est un scalaire, donc (X F_; axzy)a est défini et appartient & E car c’est un
multiple de a. Ainsi p est définie sur F et a valeurs dans E.

Soit © = (x1,...,x,)et y = (y1,...,Yy,) deux vecteurs de £ = R™ et A un scalaire.
Alors Az +y = (Ax1 + y1,. - ., ATy, + Yy), Duis

p(Az +y) (Zak (Axy, + yk)>

k=1

Par linéarité de la somme puis distributivité de la multiplication par un scalaire :

p(Ax + y) ()\Z(lkl’k + Z%%) a= (iakxk)a + <iakyk>a = Ap(z) + p(y)

k=1 k=1
Ceci étant valable pour tous vecteurs x et y de R™ et tout scalaire A, ’application p
est linéaire.

Finalement p est une application linéaire de E dans E donc c¢’est un endomorphisme
de E.

b. Tout d’abord, comme Y"}_; a? = 1 alors p(a) = (3}_; ai)a = a.

Ensuite, pour tout vecteur x = (z1,...,x,) de E, par linéarité de p :

(o R

On a démontré que p o p(x) = p(z) pour tout = € E, donc pop = p et p est un
projecteur.
Démontrons que p est le projecteur sur D = Vect (a) parallelement & H, I'hyperplan
d’équation a1z + - - - + a,x, = 0.
Notons ¢ : R — R
n
x=(r1,...,0,) —> Zakzk.
k=1
Ainsi pour tout x € E : p(x) = ¢(z)a.

Alors ¢ est une forme linéaire de E. Comme ¢(a) = 1 alors ¢ est non-nul. Son noyau
H = ker ¢ est donc un hyperplan de F.

Comme a est non-nul (car ¢(a) # Ok) alors pour tout = € E :
x € kerp — o(r)a =0g = o(x) = Ok

On en déduit que H est aussi le noyaude p: kerp=kerp = H.

De plus I'image de pest : imp = {p(z) | z € E} ={p(x)a | x € E}

Ceci montre que imp C Vect (a).

Réciproquement, si x est un élément de Vect (a) alors il existe A € R tel que = = Aa,
donc p(z) = Ap(a) = Aa = x, puis z € imp.

On a démontré que imp = Vect (a). Il s’agit bien d’une droite vectorielle car a n’est
pas nul.

Finalement p est le projecteur de E sur D = Vect (a) parallelement & H = ker ¢.
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@ Soit £ = R3, A et B les plans d’équations respectives :
2r+y—5z=3 et T+2y+z2z=T.

a. Donner un point et la direction de A et de B.
b. Décrire de méme A N B.

On obtient : A =(0,3,0) + Vect ((1,-2,0),(0,5,1))
B =(0,0,7) 4+ Vect ((1,0,-1),(0,1, —2))
ANB = (7,—1,-2) + Vect (11, -7,3)).

Soit a et b deux scalaires, avec a # 1.
On note £ = KN, et A I'ensemble des suites u de E telles que :

Vn €N Upt1 = AUy, + b

Démontrer que A est un sous-espace affine de E, en donner un point et la direction.

On définit 'application f: F — E

(un) — (Upy1 — auy,).
L’application de décalage (u,) + (u,y1) est linéaire, et f est combinaision linéaire de
cette application et de l'application identité (u,) + (u,), donc f est linéaire.
La suite constante (b) est élément de E, et A est ’ensemble des solutions de I’équation
f(u) = a, donc A est un sous-espace affine de E.

Soit (c) la suite constante égale a % Cette suite appartient a A car ﬁ = aﬁ +b.
Le noyau de f est I'ensemble des suites géomatriques de raison a, donc I'ensemble des
suites A(a")new ou A € K. Il s’agit du sous-espace vectoriel de F engendré par la suite

(a").

Ainsi A est I'ensemble ¢ + ker f, c’est-a-dire 'ensemble des suites (u,) = (¢ + Aa™) ou

A e K. )
A:{(Aa”—l— )
l—a nelN

On pouvait obtenir ce résultat en utilisant la méthode habituelle pour déterminer le terme

général des suites arithmético-géométriques :

On pose v = 1—fa Alors la suite (u, — ) est géométrique de raison a, ce qui montre que :

rex)

Vn € N Up, =y +a"(ug — )
Ceci donne :

A={((uo=7a" +)en | w0 € K}
= { (Aa” + 7>n€1N } A€ ]K} = (Y)nen + Vect ((a")nen) -

Il s’agit bien d’un sous-espace affine.
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Démontrer que les applications suivantes sont linéaires. Calculer leurs noyaux et

leurs images. Déterminer ensuite les dimensions de ces noyaux et images.

fie BE— RS fo+ Ma(R) — R
(z,y) — (z —y,z +y, 7+ 2) (a b)r—>a+d
fo: R*— R? cd s
(z,y) — (2 —y,2z — y) fr o Ma(R) — M2(R) oﬁA:<2 6)
J: R — R M — AM
3 -
(z,y,2) — 3z +y — 5z fo  K3[X] — ]}(3[5q
fi:R— R P%X{ZP—?’P
r— (42,0, —z,x/2) fo: K3[X] — K
f 5 4 Pr— (P(1), P(2))
5 R> — R
(x1,...,25) — (0,0, 25,0) fio : RN — RN

u— (Up1) — (Un)
 Les composantes de f; sont les applications (z,y) — x — vy, (z,y) = x +y et (z,y) —
x + 2y. Elles sont de la forme (z,y) — ax + by donc ce sont des formes linéaires.
En conséquence f; est linéaire.

Son noyau est I'ensemble de vecteurs v = (z,y) € R? tels que fi(u) = Ogs, ce qui
s’écrit :

r— y=20
r+ y=0
x4+ 2y=0

L’unique solution de ce systéeme est (z,y) = (0,0), ce qui donne : ker f; = {Orz}
Ce noyau est de dimension nulle.

On peut ajouter que f; est injective, car son noyau est réduit au vecteur nul.

L’image de f est 'ensemble des fi(u) avec u appartenant & R? :

im f1 = { f(z,y) | (z,y) € R?}
Ceci s’écrit :
imfi ={(z—y,z+y,z+2y) | (z,y) € R*} = Vect ((1,1,1),(-1,1,2))
On pose u; = (1,1,1) et ug = (—1,1,2). La famille (uy,us) est donc génératrice de

im f;. Comme les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires alors la famille (uq,us) est
libre. Elle est donc une base de im f;.

Cette base contient deux vecteurs, donc im f; est de dimension 2.
On peut démontrer qu’il s’agit du plan vectoriel d’équation x — 3y + 2z = 0.

e Les composantes de f, sont de la forme (z,y) — az + by, elles sont linéaires donc f,
est linéaire.

Le noyau de f> est 'ensemble des vecteurs (z,y) vérifiant :
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Le vecteur nul de R? est I'unique solution de ce systéme, donc :  ker fo = {Og2}

Ce noyau est de dimension nulle.

L’image de f5 est :
im fo = {fQ(u) | ue ]RZ} = {(x —y,2x—vy) | (z,y) € ]RQ} = Vect ((1,2),(—1,—1))
On peut simplifier cet ensemble, car (1,2) + (—1,—1) = (0,1) :
im fy = Vect ((0,1), (=1, —1)) = Vect ((0, 1), (1,0))
On en déduit : im fo = R?

Cette image est de dimension 2.

Comme ker fo = {Og2} et im fo = R? alors f, est injective et surjective, donc fo est un
isomorphisme.

» L’application f3 est de la forme (x,y, z) — az 4+ by + cz : ¢’est une forme linéaire donc
elle est linéaire.

Son noyau est 1’ensemble des vecteurs (x, vy, z) de R? tels que 3z +y — 5z = 0, ce qui
s'écrit y = —3x + 5z et donc :

ker fy = {(z, =3z + 52,2) | (z,2) € R*} = Vect ((—3,1,0),(0,1,5))

Soit u; = (—3,1,0) et uy = (0,1,5). La famille (uy, uz) est génératrice de ker f3. Elle
est libre car u; et us ne sont pas colinéaires. C’est donc une base de ker f3.

Comme cette base contient deux vecteurs alors ker f5 est de dimension 2.

Pour I'image de f; on pourrait directement dire que im f3 est un sous-espace vectoriel
de R, lequel ne contient que deux sous-espaces vectoriels : {Or} et R. Or f3 est non-nul
donc im f3 = R.

Mais sinon il suffit d’écrire :

im f3 = {f(:r:,y,z) | (z,y,2) € ]R3} = {3x+y—5z | (z,y,2) € R3}
= Vect (3,1, —5) = Vect (1)
~R

Cette image est de dimension 1, engendrée par le vecteur 1 de R qui est non-nul.
On peut en déduire que f3 est surjective.

e Les composantes de f4 sont de la forme x — ax ou a est un réel, elles sont donc linéaires
et ainsi f; est linéaire.

On obtient ker f; = {Ogr}, de dimension nulle, et im f; = Vect ((4,0,—1,1/2)), de
dimension 1.

On peut en déduire que f; est injective.

o L’application f5 possede trois composantes nulles (donc linéaires) et la composante
(x1,...,25) — T2 qui est aussi linéaire, donc elle est linéaire.

Son noyau est :

ker f5 = {($1707$37$4,5€5) | (21, 23, 24, 75) € R4} = Vect (e1, €3, €4, €5)
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La famille (ey, e3, ey, €5) est libre car elle est extraite de la base canonique de R, qui
est libre. Or elle est aussi génératrice de ker f5, donc c’est une base de ker f;.

Elle contient quatre vecteurs, donc ker f5 est de dimension 4.

L’image de f5 est : im f5 = Vect ((0,0,1,0))
Comme le vecteur ez de R* est non-nul alors la famille (e3) est libre. Elle est génératrice
de im f5, c’en est donc une base, et finalement im f5 est de dimension 1.

 Pour l'application fg : M2(R) — R on utilise la caractérisation de applications linéaires.

!/ /
Soit M = <CCL 3) et M' = ((é, 2,) deux éléments de M2(R) et A un scalaire. Alors :

N Aa+ad N+
foAM +217) _f6<< Ae+d Ad+d/>)

=Ma+d)+M+d)=Na+d)+ (a" +d)
= Mo(M) + fo(M")

On a montré que :
V(M,M') € Ms(R)* YAER  fo(AM + M) = Mfs(M) + fos(M)

D’apres la caractérisation des applications linéaires, fg est linéaire.

Les éléments du noyau de fg sont les matrices ((Z 2) telles que a + d = 0, donc :

o= {(5 _g) [ e ert = (G 0). (5 o) (9 0))

1 0 01 00
On note : Ml—(o _1> ]\/[2_(0 0) M3_<1 O)

La famille (M, My, Mj3) est génératrice de ker fg. Démontrons qu’elle est libre.
Soit A1, Ao, A3 trois scalaires tels que \{ M7 + Ao My + A3 M3z = 0. Alors

o) =(00)
X3 =N/ \00O
et donc \; = Ay = A3 = 0. On a démontré que :

V()\l, )\2, )\3) < R3 )\1M1 + )\QMQ + )\3M3 =0g — /\1 = )\2 = )\3 = O]R

Ceci montre que la famille (M;, My, Ms) est libre.

La famille (M;, My, Mj3) est donc une base de ker fg, et ce noyau est de dimension 3.
On obtient ensuite :
imfs={a+d| (a,d) e R’} =R

Cette image est de dimension 1.

On peut ajouter que fg est surjective.
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e L’application f; est linéaire car :
Y(M,N) € Ms(R)*  fo(AM + N) = AAM + N) = MAM + AN = ) fz(M) + f+(N)
Ceci est conséquence de la distributivité de la multiplication matricielle.

On posant M = (CCL 3) on démontre que :

AM — 0 — (a+3b c+3d)(0 0)
— 0, -

2a + 6b 2¢ + 6d 00
<= a=—-3b et

C
—3b b 31 00
— M_<—3d d>_b< 0 0>+d<—3 1)

. -3 1 00
Ceci montre que kerﬁ—Vect(( 0 0),(_3 1>>

Les matrices <_g (1)> et ( _g (1)> sont linéairement indépendantes donc ker f7 est de

dimension 2.

Pour I'image on écrit :

: B a+ 3b c~|—3d) 4}
1mf7_{<2a+6b 2 + 6d ‘m’b’c’d)ER

=vee ((50) (6 0) (02) (0 6)) =¥t ((30)-(55)):

Les matrices <§ 8) et <8 ;) sont linéairement indépendantes donc im f; est de
dimension 2.
e On explicite fg :
V(a,b,c,d) € K*  fs(aX® +bX*+cX +d) = —bX? —2cX — 3d
On en déduit que  ker fg = Vect (X?) et im fz = Ky[X].

Le noyau de fg est de dimension 1, son image est de dimension 3.

e Le noyau de fy est 'ensemble des polynomes de degré au plus 3 dont 1 et 2 sont racines,
donc :

ker fo = (X — 1)(X — 2)K,;[X] = Vect (X (X — 1)(X —2), (X — 1)(X — 2))

La famille (X (X — 1)(X —2),(X —1)(X — 2)) est libre car ses polynémes sont de
degrés échelonnés, donc c’est une base de ker fy, et ainsi ce noyau est de dimension 2.

On démontre ensuite que im fo = K2, i.e., fy est surjective. Ceci est conséquence de
I'interpolation de Lagrange. On peut aussi expliciter un antécédent de tout élément
(o, B) de K%, par exemple :

P=p3X-1)-a(X -2)
On constate bien que fo(P) = (a, ).
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e L’application de décalage (u,) — (un41) est linéaire.

En effet, pour toutes suites (u,) et (v,) et tout scalaire A :
()\’U, + U)n+1 = )\un+1 + Un41-

L’application Idgw : (u,) — (u,) est aussi linéaire.
Comme fiy est combinaison linéaire de ces deux suites alors elle est linéaire.

Le noyau de fjy est I'ensemble des suites constantes, il est de dimension 1, engendré
par la suite constante égale a 1.

L’image de fio est RY, donc fiq est surjective.
n—1
En effet si (uy,)nen est une suite, alors on peut poser, pour tout n € IN: v, = Zuk
k=0

On obtient fio(v) = u. Ceci montre que fio est surjective.

Soit E/ I'espace vectoriel des suites arithmétiques a valeurs dans K.
Démontrer que 'application
f: E — K2
(Un)new — (uo, ur — uo)
est un isomorphisme.

Le fait que E est un espace vectoriel a été démontré dans la feuille de TD précédente.

e Démontrons que f est linéaire.

Méthode 1. Soit u = (up)new €t v = (vy)nen deux éléments de E, donc deux suites
arithmétiques, et A un scalaire. Alors :

fOu+v) = (A +v)o, Au+v); — (Au+v)g) = (Aug + vo, Aug + v1 — Aug — vg)
= Aug, us — o) + (vo, v1 — vo) = Af(u) + f(v).
D’apres la caractérisation de applications linéaires f est une application linéaire de F
dans K2

Méthode 2. La spécialisation des suites est une forme linéaire, donc les applications
u — ug et u — u; sont des formes linéaires.

Par combinaison linéaire ’application u +— u; — ug est une forme linéaire.

Les composantes de f sont des formes linéaires, donc f est une application linéaire de
E dans K2.

e f est injective.
On démontre que ker f = {0g}.
Soit u € E tel que f(u) = Ogz. Alors ug = 0 et u; — uy = 0. Or u est une suite

arithmétique, donc sa raison est r = u; — ug. Ainsi u est une suite arithmétique de
premier terme ug = 0 et de raison » = 0, donc u est la suite nulle.

Il est évident que la suite nulle est dans le noyau de f, donc ker f = {Og}, et f est
injective.
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» f est surjective.

Soit (a,b) € R?. Soit (u,) la suite arithmétique de premier terme ug = a et de raison
r =b. Alors f((u,)) = (a,b). Ceci montre que tout élément de IK* admet un antécédent,
donc f est surjective.

Finalement f est linéaire, injective et surjective, donc c¢’est un isomorphisme.

Nous verrons plus tard qu'un isomorphisme conserve la dimension. Comme IK? est de
dimension 2 nous retrouvons le fait que E est de dimension 2.

Soit f : R® — R3 lindaire telle que

f(1,0,0) = (1,-1,0)
f(0,1,0) = (1,1 0)
f(0,0,1) =(1,1,1)
a. Justifier que f est uniquement déterminée et donner f(x,y, z) pour tout (z,y, z) €
R3.
b. Calculer ker f et im f.

c. Démontrer que f est un isomorphisme et déterminer 1.

a. On note (ey,eq,e3) la base canonique de R3. D’aprés 1'énoncé, si f existe alors elle
vérifie :
f(61> = (17 _170) f(€2) = (17 170) f(€3> = (17 17 1)

Soit u = (z,y, z) un vecteur de R3. Alors u = we; + yes + zes, donc par linéarité :
f(u) = f(zer + yes + ze3) = xf(e1) +yflea) + 2f(e3)
Ceci donne :
flz,y,2) =2(1,-1,0) +y(1,1,0) + (1, L, 1) = (e +y + 2, —z + y + 2, 2)

Cette application est bien définie. Elle est linéaire car ses composantes sont de la forme
(z,y,2) — ax + by + cz avec (a,b,c) € R3.

Nous venons de démontrer que cette application est la seule application linéaire véri-
fiant les trois conditions, donc elle est uniquement déterminée. De plus son expression
générale est :

b. Un vecteur u = (z,y, z) de R? appartient au noyau de f si et seulement si f(u) = 0,
ce qui équivaut au systeme :

r+y+z2z=0
—r+y+z=0
z2=0

Son unique solution est (x,y, z) = (0,0,0) donc ker f = {Ogs}.

Pour I'image on écrit :

imf={fu)|uweR}={(z+y+z,—z+y+22)| (z,y,2) € R’}
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Ceci donne :
im f = Vect ((1, -1, O), (1, 1, O), (1, 1, 1))

Démontrons que im f est égal & R? tout entier. Pour ceci on note ui, us, us les trois
vecteurs définis ci-dessus. On remarque que :

1 1
e = §(u1+u2) €y = §(u2—u1) €3 = U3 — Uy
Ceci montre que ey, ey, e3 appartiennent au sous-espace vectoriel engendré par uq, us,
us, donc a im f.
L’image de f est un sous-espace vectoriel de R? contenant la base canonique, il contient
donc R? tout entier. Par double inclusion : im f = R?.
c. Comme ker f = {Ogs} et im f = R? alors par propriété f est injective et surjective.
Elle est donc bijective.
Comme f est linéaire bijective alors f est un isomorphisme.
Calculons sa réciproque.

Soit v = (x,y, z) un vecteur de R?. On veut calculer u = f~!(v). Ceci équivaut & f(u) =
v. En notant u = (a,b, ), on est amené a résoudre le systeme suivant, d’inconnues a,

b, c:

a+b+c=v
—a+b+c=y
c=2z

Ses solutions sont : . |
(@.b.0) = (e —). gl +u) 2.2

On en déduit que :

1
V(l’,y,Z)est f’l(x,y,z)zi(x—y,x+y—2,z,2z)

Pour tout y € 6*(R) on note

ely) =y" — 4y + 20y
a. Justifier que ¢ est une application linéaire de 6*(R) dans €°(R).
b. Déterminer le noyau de ¢ et sa dimension.

a. Siy est de classe 6% alors elle est deux fois dérivable de dérivée seconde continue. Ainsi
y' et y” sont définies et continues. Par combinaison linéaire 3" — 41/ + 20y est définie
et continue.

Ceci montre que ¢ est bien définie sur 6*(R) & valeurs dans 6" (R).

L’application de dérivation D : y +— ¢ est linéaire. Par composition I'application
Do D :ywry” est linéaire.

Or ¢op=DoD—4D+20Id donc ¢ est combinaison linéaire d’applications linéaires,
et par propriété ¢ est linéaire.
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b. Le noyau de ¢ est I’ensemble des fonctions y de classe 6 telles que :
y' — 4y +20y =0

Il s’agit donc des solutions de cette équation différentielle.

L’équation caractéristique associée est :
N —4X+20=0

Ses solutions sont 2+ 44 et 2 — 4. Par théoreme les solutions de I’équation différentielle
sont les fonctions y définies par :

Vt e R y(t) = e*(acos(4t) + Bsin(4t))
ou « et ( sont deux réels. Ceci s’écrit
Vt e R y(t) = ae* cos(4t) + fe? sin(4t) (o, B) € R?
De fagon équivalente, y = ay; + Bys ou y; et ys sont les fonctions définies par :
vVt e R y1(t) = e* cos(4t) et ya(t) = e* sin(4t)

Ainsi les solutions de ’équation différentielle sont les combinaisons linéaires de y; et y»
et donc :
ker o = Vect (y1, y2)

La famille (y1,y9) est génératrice de ker ¢. Démontrons qu’elle est libre.

Soit A1 et Ay deux réels tels que A\1y1 + Aayp = O<@2(]R). Ceci signifie :
Vie R Aie* cos(4t) + Ape* sin(4t) = Og
L’exponentielle étant strictement positive :
Vte R Ajcos(4t) + Agsin(4t) = Og

Ceci est vrai en particulier pour ¢ = 0 et pour t = T, et donc Ay = Ay = Og.
On peut donc en conclure que la famille (y;,ys2) est libre.
Cette famille est libre et génératrice de ker , donc c’est une base de ker ¢.

Elle contient deux éléments donc ker ¢ est de dimension 2.
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Soit E, F', G trois espaces vectoriels et
f:E—F g F—G
deux applications linéaires.
a. Démontrer que I'application g o f est nulle si et seulement si im f C ker g.
b. Démontrer que :
ker f Ckergof et imgof Cimg
c. En déduire que si g o f est un isomorphisme alors f est injective et g est surjective.

a. Supposons que g o f est nulle.
Soit v € im f. Alors il existe u € E tel que v = f(u).

Alors g(v) = g o f(u), et comme g o f est Papplication nulle alors g(v) = 0g. Ceci
montre que v € ker g.

On a démontré que im f C kerg.

Réciproquement, supposons que im f C ker g.
Soit w € E. Alors f(u) € im f. Donc f(u) € ker g. Ceci signifie que g(f(u)) = Og.
Pour tout u € F on a go f(u) = Og, donc g o f est 'application nulle de F dans G.

Par double implication on a démontré que g o f est 'application nulle si et seulement
siim f C ker g.

b. Soit u € ker f. Alors f(u) = 0p. Comme g est linéaire alors g(0p) = Og, donc g(f(u)) =
O¢, ce qui montre que u € kergo f.

On a démontré que ker f C kergo f.

Soit maintenant w € im(g o f). Alors il existe u € E tel que w = g(f(u)). On pose
v = f(u). Alors w = g(v). Ceci montre que w € im g.

On a démontré que im(go f) C img.

c. Si go f est un isomorphisme alors g o f est injective et surjective.
Comme g o f est injective alors ker(g o f) = {Og}. Comme g o f est surjective alors
im(go f) =G.
De plus ker f est un sous-espace vectoriel de F et im g est un sous-espace vectoriel de
G, donc d’apres la question précédente :

{0g} Cker f Cker(go f) ={0g} G=im(go f) Cimg C G

Par doubles inclusions on obtient ker f = {0}, ce qui montre que f est injective, et
im g = (G, ce qui montre que g est surjective.
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a.

@ Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel £. On note f? = fo f. Démontrer :

a. ker f =ker f> <= imfNkerf={0g}
b.imf=imf? <= imf+kerf=FE

« Supposons que : ker f = ker f?

Comme f est une application linéaire de E dans E alors im f et ker f sont des
sous-espaces vectoriels de FE.

En conséquence ils contiennent son vecteur nul, et ainsi : {0g} Cim f Nker f
Réciproquement, considérons un vecteur u de im f N ker f.

Comme u € im f alors il existe v € E tel que u = f(v).

Comme u € ker f alors f(u) = 0g.

Ceci donne f(f(v)) = Og, donc v € ker f2. Mais comme ker f2 = ker f alors v €
ker f. Ainsi f(v) = O, et donc u = 0.

On a démontré que :  im f Nker f C {0g}

Par double inclusion :  im f Nker f = {0}

Supposons que : im f Nker f = {0g}

Soit u € ker f.

Alors f(u) = 0g, puis f(f(u)) = f(0g) = 0 car f est linéaire, donc u € ker f2.
Ceci démontre que :  ker f C ker f?

Réciproquement, considérons un vecteur u de ker f2.

Alors f(f(u)) = Og, ce qui montre que f(u) € ker f. Mais de plus f(u) € im f
par définition de 'image. Ainsi f(u) € im f N ker f, ce qui donne f(u) = Og par
hypothése. En conséquence u € ker f, et nous avons donc démontré que :  ker f2 C
ker f

Par double inclusion :  ker f2 = ker f

Par double implication on a démontré : ker f =ker f2 <= im fNkerf={0g}

b. * Supposons que : im f = im f?

Comme im f et ker f sont des sous-espaces vectoriels de F alors: im f+ker f C F
Réciproquement, considérons un vecteur u de F.

Alors f(u) € im f, et comme im f = im f? alors f(u) € im f2.

Ceci signifie qu’il existe v € FE tel que f(u) = f(f(v)). Par soustraction f(u) —
f(f(v)) = 0g puis par linéarité f(u — f(v)) = 0p.

On en déduit que u— f(v) € ker f. Ainsi u = f(v)+ (u— f(v)), comme f(v) € im fet
u— f(v) € ker f alors u € im f + ker f.

On a démontré que : FE Cim f + ker f

Par double inclusion :  F =im f + ker f

Supposons que :  FE =im f + ker f

Soit v un vecteur de im f2. Alors il existe u € E tel que v = f(f(u)), i.e., v est
I'image par f de f(u), et donc v € im f.

On a démontré que : im f2 Cim f
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Réciproquement, considérons un vecteur v de im f. Alors il existe u € FE tel que
v=f(u).

Comme u € F et E = im f + ker f alors il existe u; € im f et uy € ker f tels que
U = Ui + Uo.

Comme u; € im f alors il existe w € F tel que u; = f(w). Comme uy € ker f alors
f(ug) = 0p. Par linéarité :

v=f(u) = f(ur+uz) = flu1) + fuz) = f(f(w)) +0p = f*(w)

Ainsi v € im f2. On a démontré que : im f C im f?
Par double inclusion :  im f = im f?

Par double implication on a démontré : im f =im f? <= imf+kerf=F

Soit E' un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Pour tout scalaire A

on note :
Eyx={ueE]| f(u) =u}
a. Démontrer que F) est un sous-espace vectoriel de FE.

b. Démontrer que si A # p alors Ey et E, sont en somme directe.

a. Soit u € E. On remarque que :
u € L) = flu) = u <= (f — Aid)(u) = 0g

Ceci montre que E) = ker(f — Aid).

L’application f — Aid est linéaire car elle est combinaison linéaire de deux applications
linéaires. Comme FE) est son noyau alors il est sous-espace vectoriel de E.

b. Un vecteur u appartient a E\ N E,, si et seulement si f(u) = A\u = pau.
Ceci donne (A — p)u = 0g, puis A — p = Ok ou u = 0.
Comme \ # p alors u = Og.

On en déduit que £y N E, = {0g}, donc E) et E, sont en somme directe.

Soit £/ un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E vérifiant :
fof=3f—2ldg
a. Démontrer que f est un isomorphisme et exprimer son inverse en fonction de f.
On utilise la définition de E) donnée dans I'exercice précédent.
b. Démontrer que :
im(f —Idg) C Ey et im(f—2Idg) C E4
c. Soit u un vecteur de E. Démontrer que u est combinaison linéaire de f(u) — u et
f(u) —2u.
d. Démontrer que : F1 ® Ey=F
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a. Deux méthodes sont proposées.
Méthode 1. On calcule le noyau et I'image de f.
Soit u € ker f. Alors f(u) =0g. Or fo f=3f—2ldg, donc f(f(u)) = 3f(u) — 2u.
On sait que f(u) = O0g, et comme f est linéaire alors f(0g) = Og, donc O = 0 — 2u
d’ou u = 0p.

Ceci montre que ker f C {0g}, 'inclusion réciproque est évidente car ker f est un sev
de F, donc on en déduit :  ker f = {0g}

Ceci montre que f est injective.

Pour le calcul de I'image, on sait que :

Vue B f(f(u)) =3f(u) —2u
Ceci donne 2u = 3f(u) — f(f(u)), puis comme f est linéaire 2u = f(3u) — f(f(u)) =
f(Bu— f(u)). On en déduit :

Vue B u=3f@Bu— f(u)=f(3u—3f(u)

Si on pose v = 2u — £ f(u) alors u = f(v). On a démontré que pour u € E il existe
v € E tel que u = f(v), ce qui signifie u € im f.

On en déduit que E C im f. L’inclusion réciproque est évidente car im f est un sous-
espace vectoriel de E, et donc : im f = F.

Ceci signifie que f est surjective.

Comme f est injective et surjective alors f est un isomorphisme.

On a vu que 'antécédent de u par f est v = fu — ff( ), donc :
Yu e E ) = Su—1f(w)

On peut aussi écrire :  f~! = 3ldg — 1 f

Méthode 2. On rappelle que si f : F — F est une application, et s’il existe g : F' — F
telle que fog=1dp et go f =Idg, alors f est bijective et g est sa réciproque.
Comme fof=3f-2ldg alors 2ldg=3f—fof puis 3f—1ifof=Idg.
On peut donc écrire :
Idg = (%IdE— %f) of=fo (%IdE— %f)
Ceci montre que f est un isomorphisme, de réciproque f~! = %IdE — % f.
b. Démontrons que im(f — Idg) C Fs.
Soit u € im(f — Idg). Alors il existe v € E tel que u = (f — Idg)(v) = f(v) — v.
On calcule alors :
flu) = f(f(v) —v) = fo flv) = fv)
Comme fo f=3f—2ldg alors f(u) = 2(f(v) —v) = 2u, ce qui montre que u € Fs.
On en déduit Uinclusion : im(f —Idg) C E,

On démontre de la méme fagon I'autre inclusion :  im(f — 2Idg) C E;
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c. On remarque que :
u=(f(u) —u) = (f(u) — 2u)
Ceci montre bien que u est combinaison linéaire de (f(u) —u) et (f(u) — 2u).
d. D’apres l'exercice précédent, comme 1 et 2 sont distincts alors :  FEy N Ey = {0g}.
On démontre que £ C E; + Es.
Soit u € E. Alors d’apres la question précédente u = (f(u) —u) — (f(u) — 2u).
Or (f(u) —u) = (f —Idg)(u) donc (f(u) —u) € im(f — Idg), et d’apres la question ¢ :
(f(u) —u) € Es.
On démontre de méme que (f(u) — 2u) € Ej.
On en déduit que v € Ey + E».
Ceci démontre que F C F; + F,. L’inclusion réciproque est évidente car E; et Fy sont
des sous-espaces vectoriels de F, donc on obtient : FE = E| + Ej
Comme E) N Ey = {0g} alors :
E=FE &FE,
Remarque. Ceci signifie que pour tout u € FE il existe u; et uy appartenant a E tels
que u = uy + ug et f(u) = uy + 2us.

On peut ajouter que u; = 2u — f(u) et us = f(u) — u.

[9] Soit f 'endomorphisme de E = R? défini par :

flz,y,2) =2z +y+z2+2y+2,z+y+22)

On utilise encore la définition de E) de l'exercice 7.

a. Donner une base de E; et de Ej.
b. Démontrer que E; et F,; sont supplémentaires dans F.
c. En déduire que : fo f=5f — 4ldgs

a. Par définition E; est le sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs u tels que
f(u) = u, et Ey est celui contenant les vecteurs u tels que f(u) = 4u.

En posant u = (z,y, z) ces équations sont équivalentes aux systemes :

r+y+2=0 —2r+ y+ z=0
Fr:srx+y+2=0 et Sy x—2y+ z2=0
r+y+z2=0 r+ y—22=0

On obtient :
B, = {(x,y, z) € R? ‘ T+y+z= O} = Vect ((1,0,—1),(0,1,—1))
BEi={(,y,2) eR®| =y =z} = Vect ((1,1,1))

On note u; = (1,0, —1), ug = (0,1, —1) et ug = (1,1, 1).
La famille (uq,uy) est génératrice de Ej, libre car ses vecteurs ne sont pas colinéaires,
donc elle est une base de E;.
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La famille (u3) est génératrice de Ey, libre car son vecteur n’est pas nul, donc elle est
une base de Fjy.

. D’apres 'exercice précédent, comme 1 # 4 alors E; et E4 sont en somme directe.
Comme FE; = Vect (uy,us) et Ey = Vect (u3) alors Ey + Eq = Vect (uq, ug, us).
On remarque que uz — u; — us = 3ez donc e € £y + Fjy.

Ensuite e; = uy + e3 et ex = uy + €3, donc ey € By + Ey et eg € Ey 4+ Ejy.

Ainsi E| + E4 contient les vecteurs de la base canonique de F, donc il contient E tout
entier, et £ = FE + Ey.

Finalement, comme F1 N Ey = {0g} et By + Ey = E alors E = FE; & Ej.

. Soit u un vecteur de E. D’apres la question précédente il existe un et un seul couple
de vecteurs (v, w) € E; X Ey4 tel que u = v + w.

Comme v € Ey et w € Ey alors f(v) = v et f(w) = 4w.

Comme f est linéaire alors :

flu) = flo+w) = f(v)+ f(w) =v+dw

Ensuite :
fo f(u) = F(v) +4f(w) = v+ 16w
De plus :

(5f —4id)(u) = 5f(u) — 4u = 5(v + 4w) — 4(v + w) = v + 16w

On constate que fo f(u) =5f(u) — 4u pour tout u € E, donc fo f =5f — 4id.

Pour tout (z,y,2) € R? on pose :

f(‘r7y72) = (—:E—I—Qz, —x+y+z,z)
9(z,y,2) = 3(z — 2,2y, —x + 2)
h(l’,y,Z) = %<—$+4Z,2I — Sy +4Z,2(L’ -+ Z)

Démontrer que ces endomorphismes sont des projecteurs ou des symétries, et détermi-
ner leurs éléments caractéristiques.

« On calcule fo f. Soit (z,y,2) € R®. Alors :

fof($7yvz) Zf(—x+2z,—x+y+z,z)
= (—(—x+22)+ 2z, —(—2+22)+ (—z+y+2) + 2, 2)
= (z,y,2)
Ainsi f o f = Idgs et donc f est une symétrie.

Plus précisément f est la symétrie de R? par rapport a F parallelement & G o :

F={ueR’| f(u) =u} et G={ueR’| flu)=—-u}

page 22/41



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD B9 : Applications linéaires

Soit u = (z,y, z). Alors :
fu) =u — (—r+2z,—r+y+2z2) = (x,9,2)

<~
et flu)=-u = (—2+2,-r+y+22)=—(1,9,2) {;igy

Ceci montre que :
F = {(z,y,z) | (y,2) € ]RQ} = Vect ((1,0,1),(0,1,0))
G={(2y,y,0) | y € R} = Vect ((2,1,0))

En conclusion f est la symétrie de R? par rapport a F' = Vect ((1,0, 1), (0,1,0)) paral-
lelement a G = Vect ((2,1,0)).
« On calcule g o g. Soit (x,y,2) € R3. Alors :
g(x — 2,2y, —x + 2)
((x—2) = (-2 +2),22y), —(z — 2) + (—z + 2))
= %(m —2,2y,—x+ z) = g(x,y, 2)

gog(z,y,z) =

= N

Ainsi g o g = q et donc g est un projecteur.
Plus précisément g est le projecteur de R? sur F' = im ¢ parallélement & G = ker g.
On calcule donc :

img={3(z—22y,-z+2) | (z,

%)
= Vect ((3,0,—12),(0,1,0), (— %0 )):Vect —1),(0,1,0))
kerg = {(z,y, 2 )61R3} s(x—2,2y,2— 1) =Opa }
={(z,y,2)eR’ |z =2 et y=0}
= {(x,0,2z) | x € R} = Vect ((1,0,1))

H/—/

e R
1
2

En conclusion g est le projecteur de R? sur F' = Vect ((1,0,—1), (0, 1,0)) parallélement
a G = Vect ((1,0,1)).
« On calcule ho h. Soit (z,y,2) € R3. Alors :
hoh(z,y,z) = sh(—x + 42,2z — 3y + 42,2z + 2)
= i(—(—2+42) + 42z + 2),2(—x + 42) — 3(2z — 3y + 42) + 4(2z + 2),
2(—x +42) + 2z + 2))
= (2,y,%)

Ainsi h o h = Idgs et donc h est une symétrie.

Plus précisément h est la symétrie de R? par rapport a F parallelement & G o :
F={ueR’| h(u) =u} et G={ueR’| h(u) =—u}
Soit u = (z,y, ). Alors :

h(u) = u <— (—z+4z,2x —3y+4z,2x + z) = 3(x,y, 2)
h(u) = —Uu <— (—l‘—|—42,2£€—3y+42,2x+2> = —3(37,31,2)

8 8
I
<
I
N

—
—
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Ceci montre que :

F={(z,z,z)| = € R} = Vect ((1,1,1))
G = {(—22,y,z) | (y,2) € ]RQ} = Vect ((—2,1,0), (0,1,0))

En conclusion h est la symétrie de R? par rapport & F' = Vect ((1,1,1)) parallélement
a G = Vect ((—2,1,0),(0,1,0)).

Donner I'expression de :

a. la symétrie de R? par rapport a Vect ((1,0)) parallelement a Vect ((1,1)).
b. la symétrie de R? par rapport a Vect ((3, —1)) parallelement a Vect ((—7, 3)).

a. On note F = R?, puis F' = Vect ((1,0)) et G = Vect ((1,1)).

On démontre que F' et GG sont supplémentaires, ce qui est sous-entendu par 1’énoncé,
sinon la symétrie par rapport a F' parallelement a G ne serait pas définie.

Soit u = (z,y) un vecteur de E. Alors u est somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur
de G si et seulement si il existe un couple de réels (a, §) tels que u = «(1,0) + (1, 1),
ce qui donne :

{oz +B8=x

B=y
Ce systéme admet pour unique solution le couple (o, 5) = (x — y, y).
Ainsi tout vecteur de E s’écrit de facon unique comme somme d’un vecteur de F' et
d’un vecteur de G. Donc F = F& G, c’est exactement la définition des supplémentaires.
Siu=v+4+wavecv € F et w e G alors s(u) =v — w.

Or le calcul précédent donne, pour tout u = (z,y) € E :
(x,y) = a(1,0) + B(1,1) avec a=x-—y et B=y
En d’autres termes :

(z,y) =(r—y,0) +(y,y) avec (r—y,0)€F et (y,y)€G
On en déduit :
s(z,y) = (x —y,0) — (y,y) = (z — 2y, —y)

L’expression générale de s est donc :

V(z,y) e R?  s(z,y) = (x — 2y, —y)

On peut vérifier que s(1,0) = (1,0) et s(1,1) = —(1,1).

b. On note E = R?, puis F' = Vect ((3, —1)) et G = Vect ((—7,3)).
Pour tout vecteur u de E on souhaite :
e Déterminer deux vecteurs v € F' et w € G tels que u = v + w.
e Calculer s(u) = v — w.
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Soit u = (x,y) un vecteur de E. Alors u est somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de
G si et seulement si il existe un couple de réels («, ) tels que u = (3, —1) + (-7, 3),
ce qui donne :

{30&—7ﬁzx
—a+38=y

Ce systéme admet pour unique solution le couple («, 5) = %(3x + Ty, + 3y).

La décomposition du vecteur u = (x,y) selon la somme directe £ = F' & G est donc :

v=a(3,-1) = 3(9z + 21y, =3z — Ty)

u=v-+w avec
{w = B(=7,3) = 3(=Tz — 21y, 3z + Jy)
On en déduit :

s(u)=v—w= %(933 + 21y, =3z — Ty) — %(—73: — 21y, 3x + 9y)
= (8= + 21y, —3x — 8x)

On a donc démontré que :
Y(z,y) € R? s(z,y) = (8 + 21y, —3x — 8x)
On peut d’ailleurs vérifier :

s(3,-1)=(3,—1) et  s(=7,3)=(7,-3) = —(~7,3)

Soit p un endomorphisme d’un espace vectoriel F, et ¢ = id — p.

a. Démontrer que p est un projecteur si et seulement si ¢ est un projecteur.

b. On suppose que p est un projecteur. Démontrer que im ¢ = ker p et ker ¢ = im p.
a. Si ¢ = id — p alors :
gog=(id—p)o(id—p)=id—2p+pop
En effet, la linéarité de p donne :
po(id—p)=poid—pop
On peut donc écrire les équivalences suivantes :
pop=p id—=2p+pop=id—p <  qog=gq

Ceci montre bien que p est un projecteur si et seulement si g est un projecteur.
b. On suppose que p est un projecteur.
D’apres la question précédente ¢ = id — p est un projecteur.
On doit démontrer que si p est le projecteur sur F' parallelement a G alors ¢ est le
projecteur sur G parallelement a F.

Ceci peut se voir sur la figure suivante :
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G G

En effet, on constate si u = v+ w avec v € F et w € G alors p(u) = v, puis u — p(u) =
u —v = w, donc g(u) = w. Ceci montre bien que ¢(u) est le projeté de u sur G
parallelement a F'.

Pour démontrer ceci on doit se rappeler que si p est un projecteur sur F' alors F' n’est
pas seulement I'image de p, c’est aussi I’ensemble des points fixes de p :

imp = {uecE| plu)=u)

En effet : si w € imp alors il existe v € F tel que u = p(v), et alors p(u) = po p(v) =
p(v) = w.

Réciproquement, si p(u) = w alors u € imp car u admet un antécédent (& savoir
lui-méme) dans E par p, donc u € im p.

On peut maintenant démontrer nos égalités, par équivalences :
Yue FE uw€imp <= pu)=u <= u—pu)=0g
<~ q(u) =0g <= wu€kerq
Yu e FE u€kerp <= pu)=0g <= u—pu)=u
— qu)=u < wu€imgq

On a bien démontré que imp = ker g est kerp = imgq.
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[13] Soit E = R? et H = ker f ot :
f: E — R
(z,y,2) — 3x +y — 22
On note aussi D = Vect (ug) avec ug = (1, —1,2).
a. Démontrer que £ = H ® D.
b. Soit u = (z,y, z) un vecteur de E. Pour quelle valeur du scalaire \ le vecteur u— Aug
appartient-il a H 7
c. Déduire de la question précédente 'expression du projecteur de F sur H parallele-
ment a D, et de celui sur D parallelement a H.

d. Déterminer I’expression de la symétrie de E par rapport a H parallelement a D.

a. Comme f(z,y,z) est de la forme (x,y, z) — ax + by + cz avec a, b, ¢ scalaires, f est
une forme linéaire de F.

Comme f(e;) = 3 alors f est non-nulle.
Par définition son noyau est un hyperplan, donc H est un hyperplan de E.
Comme f(ug) = —2 alors ug n’appartient par a H, donc par propriété D = Vect (ug)
est un supplémentaire de H dans FE.
b. Par linéarité de f :

flu—Aug) = f(u) — Af(ug) =3z +y — 22+ 2\

Ainsi f(u — Aug) est nul si et seulement si A = —3(3z +y — 22).

c. Soit p le projecteur de E sur H parallelement a D et ¢ le projecteur de E sur D
parallelement a F'.

Soit u = (z,y,2) € E. Si A prend la valeur obtenue dans la question précédente alors
u — \ug € H. De plus Aug € D. Ainsi :

u=u— \ug + Mg avec u—Aug € H et Auge D

On en déduit :
p(u) = u — Mg et q(u) = Aug

Pour u = (z,y, z) On obtient :

(5x +y — 2z, —3x + y + 22,62 + 2y — 22)
(=3x —y+22,3x +y — 2z, —6x — 2y + 42)

i~
—
8
=
N
S~—
Il
= N

On remarque que p + ¢ = id, ce qui est cohérent avec les notations de 1'exercice
précédent.

d. Soit s la symétrie de E par rapport a H parallelement a D.
Par propriété, comme p est le projecteur de E sur H parallelement a D alors s = 2p—id.

Connaissant 'expression de p on déduit, pour tout (z,y,z) € E :

s(x,y,z) = (de +y — 2z, =3z + 22,62 + 2y — 32)

page 27/41



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD B9 : Applications linéaires

Dans £ = R* on note :

F={(z,y,2,t) eE| z+y+2z+t=0}
G = Vect ((1,1,1,1))

a. Démontrer que F' et G sont supplémentaires dans F.
b. Donner I'expression de la symétrie de E par rapport a F parallelement a G.

a. Soit up = (1,1,1,1). Alors G = Vect (up).
Soit ¢ : E'— R la forme linéaire définie par ¢(x,y, 2,t) = x +y+ z +t. Alors F est le

noyau de ¢. Comme p(ug) = 4 # 0 alors ¢ n’est pas nulle, donc F' est un hyperplan
de E.

Comme ¢(ug) # 0 alors G n’est pas inclus dans H, donc par théoreme F et G sont
supplémentaires dans FE.

b. Soit u = (x,y, z,t) un vecteur de E. On pose :

rty+z+t

1 Ug et V=UuU—W

On calcule par linéarité de ¢ que ¢(v) = p(u) — #gp(uo) =0, donc v € F.
De plus w € G, donc u =v+w avec v € F et w € G.

Soit s la symétrie de E par rapport a F' parallelement a G. Alors par définition :
Yy p pPp p
s(u) =v—w
On en déduit s(u) = u — Z¥E=F gy, ce qui donne :

s(zy,z,t) =3(x—y—z—t,—x+y—z—t,—v—y+z—t,—x—y—z+t)

Dans E = R* on note :
F={(z,y,z,t) eE | z4+y=2+1t=0}
G = Vect ((1,1,1,1),(1,1,—-1,-1))
Démontrer que E = FF®G et donner 'expression du projecteur de E sur F' parallement
a G.
* F est un sous-espace vectoriel de FE.

Les applications

01 E — R et Vg : EFE — R
(C(],y,Z,t) — Tty (fE,y,Z,t) — 2+t

sont des formes linéaires de F.

On remarque que F' = ker¢; N ker . Le noyau d’une forme linéaire de E est un
sous-espace vectoriel de E et l'intersection de plusieurs sous-espaces vectoriels est un
sous-espace vectoriel, donc [’ est un sous-espace vectoriel de F.
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» (& est un sous-espace vectoriel de E. C’est immédiat car G est le sous-espace vectoriel
de E engendré par deux vecteurs de F.

On note u; = (1,1,1,1) et us = (1,1,—1,—1) ces deux vecteurs.
e FNG = {OE}
Soit u € F N G. Alors u € G donc il existe (o, 8) € R? tel que u = au; + Sus.

Alors u = (o + f,a+ ,a — B,a — 3). Comme u € F alors 2(a + ) = 2(a — ) = 0,
ce qui donne o = =0, et ainsi u = Og.
On a démontré que FNG C {0g}.
L’inclusion réciproque est immédiate donc F NG = {0g}.
s F+G=F.
Soit u = (z,y, z,t) un élément de F.
On remarque que F = {(x,—z,2,—2) | (x,2) € R*}, donc F = Vect (vy,v5) avec
v; = (1,—1,0,0) et vy, = (0,0,1,—1).
Démontrons qu’il existe (a, b, c,d) € R* tel que u = av; + bvy + cuy + dus.

Cette derniere égalité équivaut au systeme :

a +c+d==x
—a +c+d=y
b+c—d=z
—b4+c—d=t

Grace a 'algorithme du pivot de Gauss on montre qu’il admet une unique solution :

(1)

(a,b, ¢, d) (m—yjz—t,x—l—y—i—z%—t,x—i-y—z—t)
2 2 4 4
Ceci montre que pour ces valeurs de a, b, ¢, d on a u = (avy + bvy) + (cuy + dus).
Comme avy + bvy € F et cu; + duy € G alors u € F + G.
On a donc démontré que F + G C E.
L’inclusion réciproque étant immédiate, on obtient £ = F' + G.
e Comme FNG ={0g} et F+G=FEalors E=F®QG.
On peut donc définir p, le projecteur de E sur F' parallelement a G.
« Calculons p(u) pour tout u = (x,y, 2,t) € E.

Nous avons démontré ci-dessus que pour u = (z,y,2,t) € F on a u = (avy + bvy) +
(cuy + dusg) avec les valeurs de a, b, ¢, d données en (1).

Comme av;, +bvy € F et cuy + dus € G alors par définition de p on a p(u) = avy + bus.

Ceci donne p(u) = 5%(1,—-1,0,0) + %%(0,0, 1, —1) soit finalement :

rT—y y—x z—t t—=z
Ve B o pleyzn = (S0 VDT AR

On peut vérifier que p(uy) = uq, p(uz) = ug, p(v1) = 0 et p(vy) = 0.
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Soit F' et GG deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace vectoriel F,
et s la symétrie de E par rapport a F' parallelement a G.
Démontrer que F' = im(s +id) et G = im(s — id).

Méthode 1.
e Soit u € F. Alors s(u) = u. On remarque que (s + id)(3u) = u, donc u € (s + id).
Soit v € im(s + id). Alors il existe u € E tel que v = (s +1id)(u) = s(u) + w.
Ainsi s(v) = s*(u) + s(u), et comme s est une symétrie alors s> = id, donc s(v) =
u + s(u) = v. Ceci montre que v € F.
Par double inclusion : F = im(s + id).
e Soit u € G. Alors s(u) = —u. On remarque que (s — id)(—
donc u € im(s — id).
Soit v € im(s — id). Alors il existe u € E tel que v = (s —id)(u) = s(u) — u.
Ainsi s(v) = s*(u) — s(u) = —(s(u) — u) = —v, donc v € G.
Par double inclusion : G = im(s —id).
Méthode 2
Soit p le projecteur associé a s, c’est-a-dire le projecteur sur F' parallelement a GG. Alors
s = 2p —id.
On en déduit im(s + id) = im(2p) = imp = F.
De plus im(s — id) = im(2p — 2id) = im(p — id) et méme im(s — id) = im(id — p).

su) = —3(s(u) —u) = u,

D’apres l'exercice 12 'endomorphisme ¢ = id — p est le projecteur sur G parallelement a
p, donc im g = G, et ainsi im(s —id) = G.

Soit p un projecteur d’un espace vectoriel F.

Démontrer qu'un endomorphisme f de E commute avec p si et seulement si kerp et
im p sont stables par f.

Soit f un endomorphisme de F.

Supposons que f commute avec p : po f = fop.

Si u € kerp alors p(u) = 0, donc f(p(u)) = Og car f est linéaire, puis p(f(u)) = Og car
f et p commutent, et donc f(u) € ker p. Ceci démontre que ker p est stable par f.

Soit v € im p. Alors p(v) = v car p est un projecteur, donc f(p(v)) = f(v), puis p(f(v)) =
f(v) car f et p commutent, et donc f(v) € imp. Ceci démontre que im p est stable par f.
Supposons que ker p et im p sont stables par f.

Comme p est un projecteur alors £ = ker p@im p, donc pour tout u € F il existe uy; € kerp
et up € imp tels que u = uy + ug. Alors p(uy) = O0p et p(uz) = us.

Comme ker p et im p sont stables par f alors f(u;) € kerpet f(uz) € imp, donc p(f(uy)) =
Op et p(f(u2)) = f(ua).

Comme f est linéaire alors f o p(u)

= f(p(u1)) + f(p(uz)) = f(uz).
De plus p o f(u) = p(f(u1)) + p(f(u2)) =

f(us).
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Ainsi f op(u) = po f(u), ceci pour tout u € E, donc f et p commutent.

Soit p et ¢ deux projecteurs d'un espace vectoriel F tels que pog = qgop.

a. Démontrer que p o ¢ est un projecteur et que :

im(pog) =impNimgq

ker(p o q) = kerp + kergq
b. Démontrer que si imp = im ¢ alors p = q.
c. Démontrer que si p o ¢ = 0 alors p + ¢ est un projecteur.
d. Réciproquement, démontrer que si p, ¢ et p + ¢ sont des projecteurs de E alors :

pog=gqop=0

e. Démontrer que dans la situation des deux questions précédentes :

im(p + ¢q) = imp @ imq

ker(p 4+ q) = ker p Nkerg.

a. On compose p o ¢ avec lui-méme :

(poq)o(poq) =po(qop)ogq par associativité de la composition
=po(pog)ogq carpog=gqop
=(pop)o(qoq) par associativité de la composition
=pogq car p et g sont des projecteurs.

Ceci démontre que p o ¢ est un projecteur.

Pour démontrer les deux égalités d’ensembles demandées, on démontre quatre inclu-
sions.

e im(pog) CimpNimgq :
Soit u € im(p o q). Alors il existe v € E tel que u = p(q(v)). Ceci montre déja que
u € imp.
Comme poq = qop alors u = g(p(v)). Ceci montre que u € img.
Comme u € imp et u € imq alors u € imp Nimgq.
On a donc démontré que :  im(pogq) CimpNimgq
e impNimg Cim(pogq) :
Soit v € imp Nimg.
Comme u € im ¢ alors g(u) = u.
En effet, comme ¢ est un projecteur alors imqg = {u € E | q(u) = u}.

Donc p(q(u)) = p(u), mais comme u € im p alors p(u) = u. Finalement po g(u) = u,
et donc u € im(p o q).

On a donc démontré que :  impNimg C im(p o q)
e ker(pogq) Ckerp+kergq:
Soit u € ker(p o q).
Alors (po q)(u) = 0g, ce qui montre que : ¢(u) € ker p.

Mais d’autre part comme

q(u—q(u)) = g(u) = gogq(u) =0
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alors u — q(u) € kerq. Ainsi :
u=q(u)+ (u—q(u)) avec q(u) €kerp et wu—q(u) € kerq

Ceci montre que u € ker p + kerq.
On a donc démontré que :  ker(poq) C kerp + kerg

e kerp+kerq C ker(poq) :
Soit u € ker p + ker q.
Alors il existe u; € kerp et uy € ker ¢ tels que u = uy + us.
Par linéarité de p et ¢ : poq(u) = poq(ur) + po qus)
Orpog=gqopdonc: pogq(u)=qop(u)+poq(u)
Comme u; € kerp et uy € ker g alors p(u;) = 0g et q(ug) = Op.
On en déduit : pog(u) =q(0g) + p(0g) = 0g
Ceci montre que u € ker(p o q).
On a donc démontré que :  kerp + ker ¢ C ker(p o q)

Finalement par doubles inclusions on a bien obtenu :
im(pog) =impNimgq ker(p o q) = kerp + ker ¢
b. Supposons que im p = im ¢, et montrons que p = q, i.e.,: Yu € FE p(u) = q(u)
Par propriété : imp={ue€ E | plu)=u} et img={uecFE| qlu) =u}
Soit u € E. Alors p(u) € imp, donc p(u) € im ¢, donc q(p(u)) = p(u).
De méme, g(u) € im g donc ¢(u) € imp et ainsi p(g(u)) = q(u).
Or poq = qop donc p(u) = q(u).
Ceci étant valable pour tout v € F, on a bien p = q.
c. Par linéarité de p et q :
(p+a)o(p+q)=pop+pog+qop+qoq
Comme p et ¢ sont des projecteurs et po g = q o p alors :
(pP+a)olp+q) =p+2poqg) +q
Sipoq=0 alors :
(P+a)olp+a)=p+q

Ceci montre que p + ¢ est un projecteur.
d. Pour tous endomorphismes p et ¢ de E on a par linéarité :

(p+q)o(p+q)=pop+pog+qop+qoq
Si p, q, p+ q sont des projecteurs alors cette derniere égalité donne :
Pptq=pt+tpog+tqop+gq
Elle implique po g = —qop.
En composant par p a gauche puis par p a droite on obtient :
pog=—pogop et poqop=—qop
On en déduit pog=gop, et comme poq= —qop alorspoqg=gqop=0.
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e. On démontre trois égalités d’ensembles.

impNimqg = {0g} :

D’apres la question a :  impNimg = im(p o q)

D’apres la questiond : poqg=0

Ainsi impNimg=im0 = {0g}.

im(p+¢) Cimp+imgq :

Soit v € im(p + ¢). Alors il existe u € E tel que v = (p + q)(u) = p(u) + q(u).

Or p(u) € imp et g(v) € imgq, donc v € imp + im q.

On a démontré que im(p + ¢) C imp + imgq.

imp +imgq C im(p +q) :

Soit v € imp + im q. Alors il existe u; € F et us € F tel que u = p(uq) + q(ug). Par
linéarité de p, comme pop = p et pog = 0 alors p(u) = pop(uy) +poqus) = p(uy).
De méme q(u) = qo p(u1) + q o q(uz) = q(us).

On en déduit p(u) = p(uy) et g(u) = q(ug), donc u = p(u) + q(u) = (p + q)(u) et
donc v € im(p + q).

On a démontré que imp +imq C im(p + q).

ker(p 4+ q) C kerp Nkergq :

Soit u € ker(p + ¢). Alors (p + ¢q)(u) = 0g, donc p(u) + g(u) = 0.

Par linéarité de p on obtient p o p(u) + po g(u) = 0. Comme pop=pet pog=0
alors p(u) = 0, donc u € ker p.

De méme on obtient u € ker ¢, donc u € ker p N ker q.

On a démontré que ker(p + q) C kerp Nkerg.

kerp Nkerq C ker(p + q) :

Soit u € ker p Nkerq. Alors p(u) = g(u) = 0, donc (p+ ¢)(u) = p(u) + q(u) =0, et
ainsi u € ker(p + ¢q).

On a démontré que ker p Nker g C ker(p + q).

Par doubles inclusions on obtient :

impNimqg = {0g} imp 4 im ¢ = im(p + q) ker(p 4+ ¢q) = ker p Nker ¢

Les deux premiéres montrent que im p @ im g = im(p + ¢), donc les égalités demandées
sont démontrées.
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Soit E un IK-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E. On suppose que pour

tout u la famille (u, f(u)) est liée.

a. Démontrer que pour tout u € F non-nul il existe un unique A\, € K tel que f(u) =
A U

b. Soit u et v deux vecteurs linéairement indépendants. Démontrer que A\, = A,.

c¢. Démontrer que f est une homothétie.

a. Soit u € F non-nul. Par hypothese u et f(u) sont liés donc il existe deux scalaires «
et  non tous les deux nuls tels que au + S f(u) = 0g. Si f = Ok alors au = Og, ce qui
donne o = Ok car u est supposé non-nul. Or « et 5 ne peuvent étre tous deux nuls.

(6%

Cette contradiction montre que  n’est pas nul, donc f(u) = Au avec A = —3

Si A et p sont deux scalaires tels que f(u) = Au et f(u) = pu alors (A — p)u = Op, ce
qui donne A\ = p car u n’est pas le vecteur nul.

On a donc démontré que pour tout vecteur u non-nul il existe un et un seul scalaire A
tel que f(u) = Au.

b. Comme u et v sont linéairement indépendants alors ils ne sont pas nuls, et u + v n’est
pas nul. Il existe donc trois scalaires A\, A\, et A\, tels que f(u) = Au, f(v) = v
et f(u+v) = No(u+v). Comme [ est linéaire alors f(u+v) = f(u) + f(v), ce qui
donne (Ayiy — Ay)u+ (Autw — Ay)v = 0p. Comme u et v sont linéairement indépendants
alors Ay_, = Ay = Ay

c. Soit u un vecteur non-nul de E, et soit o = A,,.

Démontrons que pour tout v € F:  f(v) = av

Soit v € E. Si v n’est pas colinéaire a u alors f(v) = A,v et A\, = A\, d’apres la question
précédente, donc f(v) = aw.

Si v est colinéaire a u alors il existe A € K tel que v = Au. On en déduit f(v) =
M (u) = dau = av.

Pour tout v € E on a f(v) = Av, donc f est 'homothétie de rapport .

Ce résultat est connu sous le nom de Lemme de Schur.
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Soit n un entier naturel, a un scalaire et
K, [X] — Kt
P+ (P(a), P'(a),...,P™(a)).

a. Justifier que f est linéaire.
b. Démontrer que f est injective.
c. Soit B = ((X —a)f|k=0,...,n).

Justifier que la famille % est une base de K,,[X] et donner son image par f.
d. En déduire que f est bijective, et déterminer f~1(e;) pour les vecteurs ey, ..., e, de

la base canonique de K"
e. Expliciter f~!(zy,...,x,) pour tout (z,...,x,) de K"

Que donne I'égalité f~' o f =1Idk,[x] ?

a. Les composantes de f sont les applications f : K, [X] — K pour k=0,...,n.
P +—— P®(q)

La dérivation des polynomes est linéaire, donc par composition k fois les applications
P+ P® sont linéaires. La spécialisation est linéaire donc par composition les appli-
cations P+ P®)(a) sont linéaires.
Les composantes de f sont linéaires donc f est linéaire.

b. Soit P € ker f. Alors P(a) = P'(a) = --- = p™(a). Ceci signifie que a est racine de P
de multiplicité au moins n+ 1, donc que P est multiple de (X —a)""*. Or P appartient
a K, [X] donc P est de degré au plus n, et ainsi P est nul.
Ceci démontre que ker f = {O]Kn[x]}, donc que f est injective.

c. La famille 98 est de degrés échelonnés donc elle est libre.
Pour démontrer qu’elle est génératrice on peut remarquer que tout vecteur de la base
canonique de IK,,[X] est combinaison linéaire des éléments de 9.
Pour ceci on écrit, pour j € {0,...,n} : X/ = (X —a+a).

J

La formule du bindme donne alors X7 = > (7)a’ (X — a)*, et ainsi X est combinai-

k=0
sion linéaire des (X — a)*.

La famille % engendre les vecteurs de la base canonique de IK,[X] donc elle engendre
K, [X].
Finalement la famille 9 est libre et génératrice de IK,,[X] donc c’est une base de IK,,[X].
Remarque. Dans le chapitre suivant nous verrons que la famille %8 est libre de cardinal
n + 1 qui est la dimension de IK,,[X], donc elle est génératrice de K,,[X].
Déterminons I'image des éléments de % par f.
Soit k € {0,...,n} et P = (X — a)*. Les dérivés successifs de P sont :

VjeN ﬂnZ{wiﬂX—®“j$0<j<k

0 sinon.
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Ceci montre que :
. k! sij=k
VieN  PO(q) = { L
0 sinon.
En conséquence f(P) = (0,...,0,k!,0,...,0) = kleg, ou 'on note (ey,...,e,) la base
canonique de K"+,

d. D’apres la question précédente :
Ve=0,....,n  f((X —a)) =kl

Ceci montre que ey = 7 /(X — a)*) = f(5(X — a)¥) par linéarité de f.

Ainsi les vecteurs ey, ..., e, appartiennent a I'image de f.

Comme celle-ci est un sous-espace vectoriel de K" alors elle contient Vect (eq, . . ., €,),
et donc im f = K"+,

En conséquence f est surjective.

Elle est injective et surjective donc est elle bijective.

Soit k € {0,...,n}. Comme f((X;!a)k> = ey, alors [ (e) = (X —a)".

n
e. Soit x = (xg, ..., r,) un vecteur de K"™'. Alors z = Za:kek.
k=0

Comme [ est linéaire alors f~* est linéaire, donc f~(z) = > . f " (ex).
k=0

Ceci donne : f(zg,...,x,) = > _2%(X — a)k.
k=0
Soit P € K, [X]. Par propriété de la réciproque f~'o f = Idk,[x], donc f~1o f(P) = P.
Ceci donne : (a)
" P%(a

P=> o (X - a)*

k=0

X].

Ceci est valable pour tout P € K, |

Nous venons de démontrer la formule de Taylor pour les polynomes.
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Soit a, . . ., a;, des scalaires distincts, et
K, [X] — Kt
P +— (P(a),. .., Play)).
a. Justifier que f est linéaire.
b. Démontrer que f est injective.

c. Démontrer que tout vecteur e, de la base canonique (e, . . ., e,) de K" admet un
antécédent L, par f et déterminer cet antécédent.

d. En déduire que f est un isomorphisme.

e. Démontrer que pour tout (B, ..., 3,) € K" il existe un et un seul polynéme P de
degré au plus n tel que pour tout k =0,...,n: P(ag) = 0.

Exprimer P en fonction des 3 et des L.

a. La spécialisation est linéaires, donc pour tout k& = 0,...,n 'application P — P(oy)
est linéaire.

Les composantes de f sont linéaires donc f est linéaire.

b. Soit P € ker f. Alors f(P) = Ogn+1 donc P(ag) =--- = P(a,) = 0.
Le polynome P est de degré n et il admet n + 1 racines distinctes, donc il est nul.
Ceci montre que ker f = {OIKn[X]}, donc f est injective.

c. Soit k € {0,...,n}. Si e, admet un antécédent P par f alors cet antécédent vérifie

P(a;) = 0 pour tout i # k. Il admet ainsi n racines distinctes, et comme il est de degré
n alors il est de la forme P = A% (X — ;) ol A est un scalaire.

ik
De plus, comme f(p) = e alors P(ay) = 1, et donc A []%o (o — a;) = 1. Comme les

ik
«; sont distincts ceci donne A =
[Tizg (s =a)
1

Ainsi le vecteur e admet pour antécédent le polynome Ly définit par :

Le =11

im0 Ok — Oy
ik

Ce polynome est bien élément de K, [X], et il vérifie bien f(Ly) = ex.
d. D’apreés la question précédente les vecteurs e;, de la base canonique de K"*! sont dans
I'image de f.
Comme celle-ci est un sous-espace vectoriel de K" ™! alors elle contient toutes les com-
binaisons linéaires des vecteurs e, . .., e,, donc elle contient IK"*! tout entier.
Ainsi im f = K", i.e., f est surjective.
Finalement f est une application linéaire injective et surjective, donc un isomorphisme.
e. Comme f est bijective alors pour tout § € K" il existe un et un seul P € K, [X] tel
que f(P) = 5.
Ceci signifie exactement que pour tout (So,...,5,) € K" il existe un et un seul
polynéme P de degré au plus n tel que pour tout k =0,...,n: P(ag) = 0.

De plus, comme f(P) = 3 alors P = f~1(f3).
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Or 8= (Bo,.--,0n) = Zﬁkek, et comme f~! est linéaire alors P = Zﬁkffl(ek).
k=0 k=0

D’apres la question c les antécédents des ey sont les Ly, donc P = ZﬁkLk.
k=0

Soit £ = R4, et
A={(z,y,z,t) e E| v +y—2t=2}
B ={(z,y,2,t) € E| 20 — 22+ 3t =3}
C =AnNB.

Justifier que A, B, C sont des sous-espaces affines de E.

Donner un point et la direction de chacun d’entre eux.

On écrit :

A={@-y+2ty21)| (y21) € R’}

=(2,0,0, 0) + Vect ((—1,1,0,0),(0,0,1,0),(2,0,0,1))
={(C+z-3ty 1) | (.21 € R®)
= (

2,0,0,0) + Vect ((0,1,0,0),(1,0,1,0), (—2,0,0,1)) .
On remarque que le vecteur (0,0, 0, 1) appartient & B et donc on peut modifier I’écriture :
B =(0,0,0,1) + Vect ((0,1,0,0),(1,0,1,0), (-3,0,0,2)) .

Ces deux écritures montrent que A et B sont des sous-espaces affines, et comme C' est
leur intersection alors C' est aussi un sous-espace affine s’il n’est pas vide.

L’intersection C' = AN B est I'ensemble des solutions du systeme :

{a:—i—y -2t =2
2x — 2z + 3t = 3.

On obtient :
C'=(3,4,0,0) + Vect ((1,-1,1,0), (-2,%,0,1))

+

On remarque que (% %, 0,0 (—%, %, 0, 1) = (0,4,0,1) donc ce dernier vecteur appartient
aCet:

C = (0,4,0,1) + Vect ((1,—1,1,0), (—=3,7,0,2)).
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Soit E = K[X] et :
P(1) = P'(0) = o}
P(0)=P(1)=1

a. Déterminer un polynéme P, non-nul appartenant a A.

A:{PEE‘

b. Justifier que I'application
[ K[X] — K*
P — (P(0), P'(0), P(1), P'(1))
est linéaire et déterminer son noyau.
c. En déduire que A est un sous-espace affine de E et décrire ses éléments.

a. Soit P =), cn @, X" un polyndme.
Si P appartient & A alors P(0) = 1 et P’(0) = 0, ce qui montre que ag = 1 et a; = 0,
donc P s’écrit P =14 X2Q o Q est un autre polynome.
Side plus P(1) =0 et P'(—1) =0 alors Q(1) = —1 et 2Q(1) + Q'(1) = 1, ce qui donne
Q1) =3
D’apres la formule de Taylor un polynéme qui vérifie Q(1) = —1 et Q'(1) = 3 est
Q=-14+3X—-1)=3X—4.
Ainsi P =1+ X2Q = 3X3 — 4X? + 1 est élément de A.
On pose donc Py = 3X3 —4X? +1.

b. La dérivation et la spécialisation sont linéaires, donc par composition les quatre com-
posantes de f sont linéaires, et ainsi f est linéaire.

Son noyau est 1’ensemble des polynoémes P qui verifient P(0) = P'(0) = 0 et P(1) =
P’(1) = 0, donc qui admettent 0 et 1 comme racines au moins doubles.

Ainsi un élément de ker f est un polynéme multiple a la fois de X2 et de (X — 1)?, et
comme ces deux polynomes sont premiers entre eux alors :

ker f = { X*(X —1)’°Q | Q e K[X]}

c. On remarque que A = f71((1,0,0,1)).
Comme f est linéaire alors A est un sous-espace affine de E.
Comme Py € A alors A = Py + ker f, ce qui donne

A=PR+{X*(X -1°Q| Qe K[X]} = R+ X*(X - 1)’E.
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Soit £ = KN et soit a et b deux scalaires.

On suppose que I'équation A2 + a\ 4+ b = 0 admet deux racines distinctes \; et \s.
On note I’ I’ensemble des suites u telles que :
Vn e N Upto + AUpy1 + bu, =0
Le but de cet exercice est de démontrer que F' est I’ensemble des combinaisons linéaires
des suites (A!),en et (AY)nen-
a. Justifier que F' est un sous-espace vectoriel de E.
b. Soit f I'application de E dans E qui & toute suite u associe la suite (u,11— AUy )nen-
Justifier que f est un endomorphisme de E et donner son noyau.
c. Pour tout 1 € K on note A, 'ensemble des suites u de E telles que f(u) = (uA5)nen.

Démontrer que A, est un sous-espace affine de E et en donner un élément et la
direction.

d. Démontrer que pour tout u € E :
uel <+ dueK uecA,
e. Conclure.

a. On considere l'application f: EF — F
(Up) — (Upso + atyi1 + buy,).
Le décalage (u,) + (u,41) est un endomorphisme de F, donc par composition 'appli-
cation (u,) +— (u,s2) est aussi un endomorphisme de E.

L’identité de F est aussi un endomorphisme.

Comme f est combinaison linéaire de trois endomorphismes de E alors f est un endo-
morphisme de E.

Comme F' est le noyau de f alors F' est un sous-espace vectoriel de F.

b. On note maintenant f: £ — F
(Up) — (Upt1 — AUy).
On justifie comme dans la question précédente que f est un endomorphisme de E.
Son noyau est ’ensemble des suites (u,)nen telles que : Vn € N w1 = Aju,.

Il s’agit des suites géométriques de raison \;, donc de 'ensemble des suites (a\}'),en
oua € K.

c. La suite (uAy)nen est élément de E.

Comme f est linéaire alors I'ensemble des suites u de E telles que f(u) = (A} )nen est
un sous-espace affine de E, de direction ker f.

Ainsi A, = u + ker f ou u est une suite de A,,.

On cherche une telle suite de la forme u = (SA}) ou 8 € K.

L’équation f(u) = (uAy) donne :  Vn € N wypq — Au, = pAb.

Siwu, = Sy alors ceci donne 5(Ag — A1) = p, et comme A; # Ag on en déduit 5 = ﬁ
Ainsi la suite u définie par u, = ﬁ)@ appartient a A,,.
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On en déduit :

A, = (}\2_)\1)\2)+kerf— {()\2_)\1)\2 +a)\1>

ae]K}

nelN

d. Comme \; et Ay sont les racines de I'équation Ay + aX + b = 0 alors A\ + Ay = —a et
A1A2 = b. On peut donc écrire les équivalences suivantes, pour tout u € E :

ueF — Vn € N Upio + AUy +bu, =0
< Vne NN Up42 — )\1Un+1 — /\gun+1 + Al)\gun =0
<~ Vn eN (Un+2 - )\1un+1) — )\2(un+1 — Alun) =0

Cette derniére propriété signifie que la suite (u,411 — Aju,) est géométrique de raison
g, donc qu’il existe p € K tel que :

Vn € N Upi1 — AUy = A
Ainsi :

Vue E weF < 3ueK f(u)=(u\)
<~ duekK uecAi,

e. D’apres les questions précédentes les éléments de I’ sont les suites u telles qu’il existe
deux scalaires « et i tels que :

1
A2 — A;

Vn e N Uy = @A} + Ay

Ainsi :
1
F={o) +u(524) | 0 e w2}
Ao — A1

= veer (00 (254

= Vect (A7), (A3)) = { (aA] + BX3) | (o, B) € K}
Il s’agit de résultat qu’il fallait démontrer.

Remarque. Si I'équation u,,o + au,+1 + bu, = 0 admet une seule racine Ay alors on peut
raisonner de méme mais il faut trouver une suite u telle que :

Vn € N Upt1 — AoUp = HA)

On peut alors vérifier que la suite (u,) = unAy~" répond & la question, et donc démontrer
que dans ce cas :

F = Vect (Ag), (nAy)) = { ((an + B)X5) | (o, 8) € K*}
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