Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. B8
Espaces vectoriels

@ Soit F' et GG deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour avoir 1’égalité F' = F' + G.

On démontre que pour tous sous-espaces vectoriels F' et G d'un espace vectoriel E :
F=F+(d = GCF

Supposons que F'= F + @G.

Soit v un élément de GG. Comme O € " alors Og +v € F+ G. Donc v € F.
Supposons que G C F.

L’inclusion F' C F + G est toujours valide.

Réciproquement si w € F + G, alors il existe u € F et v € G tels que w = u + v.

Comme G C F alors v € F. Comme F' est un sous-espace vectoriel alors il est stable par
addition, donc comme u et v appartiennent a I alors u +v € F. Ainsi w € F.

Ceci montre que F'+ G C F, et donc par double inclusion F' = F + G.
On a démontré que F' = F + G si et seulement si G C F.

(6) Soit n € IN*. Déterminer T,(K) + T, (K).

Cette somme est-elle directe ?

On démontre que 7,(K) + T, (K) = M, (K).

Comme 7,,(K) et I, (K) sont des sous-espaces vectoriels de J,,(K) alors T, (K) + 7, (K)
est un sous-espace vectoriel de A, (K).

Démontrons que réciproquement A, (K) C 7,,(K) + T, (K).

Soit M un élément de M, (KK), c’est-a-dire une matrice de taille (n,n) a coefficients dans
K. Notons (m;)1<ij<n les coefficients de M. Alors M = T + T, avec

MY - oveeeeee e mln O - e 0
0 : Mo
T, = et T, =
Q- 0 Mnn mnl """ Mpn-10

Comme T} est triangulaire supérieure et T} est triangulaire inférieure alors M € 7, (K) +

T (K).
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Ceci montre que AM,(K) C 7,(K) + I, (K), et donc par double inclusion J,(K) =
T, (K) + T, (K).

Cette somme n’est pas directe car la décomposition ci-dessus n’est pas unique en général.
Par exemple pour n = 3 :

(2)=(02)+(60) = (60)+ (52) = (51) +(6Y)

De facon équivalente cette somme n’est pas directe car :

Tn(K) N T, (K) = Dn(K) # {000 }

En effet, une somme F + G est directe si et seulement si F NG = {0g}.

@ Soit E = R®. Soit F' I’ensemble des fonctions paires de R dans R, G 1’ensemble
des fonctions impaires de R dans R.

a. Démontrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F.

b. Démontrer que F' et G sont supplémentaires.

(Raisonner par analyse-synthése.)

a. Démontrons que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F.

(1) Les fonctions paires ou impaires de R dans R sont des fonctions de R dans R donc
F et G sont inclus dans E.

(7i) La fonction nulle f : x — 0 est paire et impaire, car :

VeeR  f(—2)=0=f(&) f(-2)=0=—f(a)

Ceci montre que O € F et 0 € G.

(iii) Soit f et fo deux éléments de F', c’est-a-dire deux fonctions paires de R dans R,
et A un réel. Alors :

Vre R A1+ fa)(—z) = Mi(—2) + fo(—2) = Mi(z) + fa(z) = (Afi + f2)(x)

Ceci montre que la fonction \f; + fo est paire, i.e., \fy + fo € F.

De méme on démontre que pour toutes fonctions g; et go de G et A € R on a
Ag1+ g2 €G.

Les ensembles F' et G sont donc stables par combinaisons linéaires.

D’apres la caractérisation des sous-espaces vectoriels F' et G sont des sous-espaces
vectoriels de F.
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b. Démontrons d’abord que F NG = {0g}.

Comme F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de F alors ils contiennent son vecteur
nul Og, donc {0g} C FFNG.

Soit f € FNG. Alors f est une fonction paire et impaire, donc :

veeR  f(-z)=f(x) et f(-x)=—f(x)

Ceci montre que f(z) = —f(z), donc f(x) = 0, ceci pour tout € R, donc f est la
fonction nulle.

On a démontré que F'NG C {0g}, donc par double inclusion FF NG = {0g}.
Démontrons maintenant que F'+ G = E.

Comme F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors F'+ G est un sous-espace
vectoriel de F/, et donc '+ G C F.

Soit h € E. Définissons

f*R —R et g:R — R
z v Hath(oz) h(

On calcule que :

veeR  f(-2)=fx)  g(=2)=—g(z)  [f(z)+g(z)=h(z)

Ceci montre que f est paire, g est impaire, et h = f + g¢.
Ainsi fe F,ge G, et he F+G.
On a démontré que £ C F' + G. Par double inclusion £ = F + G.

Finalement, par théoreme, comme F NG = {0g} et F'+ G = E alors F' et G sont
supplémentaires dans £ : E=F ®G.

Remarque. Les fonctions f et g ci-dessus peuvent étre obtenues par analyse.

En effet, si la fonction h (quelconque) s’écrit h = f + g avec f paire et g impaire, alors :
Ve e R h(x) = f(r)+g(x) et h(—x) = f(—a) +g(~2) = f(z) — g(x)
En en déduit par somme et soustraction :
VeeR  2f(x) =h(z)+ h(—x) et 2g(z) = h(x) — h(—x)

Ainsi les fonctions f : @ — 3 (h(z) + h(—2)) et g : @ — 5(h(z) — h(—2)) sont imposées.
Il reste a vérifier que f est paire, g est impaire, et h = f + g¢.

Ceci montre également 'unicité de la décomposition, rendant superflue la démonstra-
tion de FNG = {0g}.
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Soit : E=R? w;=(2,1) up=(1,2).
a. Démontrer que (uq,uy) est une base de E.
b. Calculer les coordonnées dans cette base des vecteurs v = (13,11) et w = (=5, 1).

a. Pour démontrer que la famille (u;, us) est une base de E on démontre que tout vecteur
de E s’exprime de fagon unique comme combinaison linéaire de u; et us.

On aurait aussi pu démontrer que la famille (uy,us) est libre et génératrice, comme
dans les deux exercices suivants.

Soit u = (z,y) un élément de E. Soit A; et Ay deux scalaires. Alors par équivalences :

2)\14‘ )\QZI

u=MNui+ Aus <= (2,y) =M(2,1) + M(1,2) <= {)\1+2)\2=y

Ce systeme est de Cramer car son déterminant est égal a 3, donc il admet une unique
solution.

On en déduit :
Yue b El‘()\l, )\2) € R2 u = )\1U1 + )\2u2
Ceci signifie que la famille (u1,us) est une base de F.
b. Pour déterminer les coordonnées des vecteurs v et w on résout le systeéme ci-dessus
avec (x,y) = (13,11) puis (z,y) = (=5,1).

Dans le cas général on obtient, apres calcul :

{2)\1+ Ny = — A o= 3(22 —y)
A+ 20 =y Ay = %(—:L‘+2y)

On obtient (A, A2) = (5,3) pour (z,y) = (13,11) puis (A1, Ay) = (—%, %) pour (z,y) =
(=5,1).
Les coordonnées de v et de w dans la base %8 = (u;, uz) sont donc respectivement (5, 3)

ot (=3 5)-

On peut vérifier ceci. Par exemple :

Bup + 3us = 5(2,1) +3(1,2) = (10,5) + (3,6) = (13,11) = v

Soit £ = R*. On note % la famille des vecteurs :
u = (2,1,0,0) us = (0,0,0,1)
us = (1,0,1,1) ug = (0,0,1,0).
a. Démontrer que la famille % est libre.
b. Exprimer les quatre vecteurs de la base canonique de F en fonction des u;.
c. En déduire que la famille %8 est génératrice de E.

d. Déterminer les coordonnées dans cette base des vecteurs :
v1 =(8,2,4,4) et wy=(—-1,-2,1,8).
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a. Soit (A1, A2, Az, \4) un élément de R* tel que :
)\1’&1 + /\QUQ + )\3U3 + )\4U4 = OE

Alors :
(2)\1 —|— )\3, )\1, )\3 —|— )\4, )\2 —|— )\3) - (O, O, 0, O)

Ceci donne le systeme :

2\ + A3 =
A1 =0
A3+ Ay =
Ay + A3 =0

Apres résolution ce systeme donne : A\ =X =A3=X=0

On a donc démontré :
V()\l, )\2, )\3, )\4) S R4 )\1U1+)\QUQ+)\3U3+)\4U4 =0 = )\1 = )\2 = )\3 = )\4 = OR

Ceci signifie exactement que la famille (uy, us, us, uy) est libre.
b. On remarque que e3 = uy et e, = uy. Ensuite e; = ug — ug — uy, puis :

eo = up — 27 = uyp — 2(uz — us — uyg) = uy + 2uy — 2uz + 2uy

c. La base canonique (eq, g, €3, €4) est une famille génératrice de F car c’en est une base.

La famille (uq,ug, ug, us) engendre la famille (eq, ez, e3,e4) donc elle engendre E tout
entier.

Plus précisément : nous venons de démontrer que e;, ey, €3 et e4 sont combinaisons
linéaires de wuq, uo, us, ug, ce qui s’écrit :

(617 €2, €3, 64) g veCt ((Ul, Usg, u37u4))

Si F est une famille de vecteur, alors Vect (¥) est le plus petit sous-espace vectoriel
contenant cette famille. Cette propriété s’énonce :
Pour tout sous-espace vectoriel G si FCG alors Vect (¥F)C G

En effet, G est un sous-espace vectoriel de E donc il est stable par combinaisons li-
néaires.

On en déduit :
Vect ((eq, €2, €3, €4)) € Vect ((uq, ug, us, uy))

Or la famille (eq, eg, €3, €4) est génératrice de £ donc :
Vect ((e1, €9,€3,€4)) = F

De plus les vecteurs uq, us, us, uy appartiennent a E donc :
Vect ((uq,us,us,uq)) € E

Par double inclusion :
Vect ((ug, ug, us, uy)) = E

Ceci signifie exactement que la famille (uq,us, us, uy) est génératrice de E.
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d. On remarque directement que;
(8,2,4,4) =2(2,1,0,0) + 4(1,0,1,1)
Ceci donne vy = 2u; + 4us, et donc les coordonnées de vy dans la base (uy, ug, us, uy)

sont (2,0,4,0).

Pour le vecteur v, = (—1,—2,1,8) on pourrait résoudre le systéme obtenu en posant :
Vo = )\1U1 + )\2“2 + )\3U3 + )\4’&4

Mais on peut aussi utiliser les résultats de la question b. Comme v, = (—1,—-2,1,8)
alors :
Vg = —e1 — 269 + e3 + 8ey

On en déduit :

vy = —(uz — ug — ug) — 2(ur + 2up — 2uz + 2ug) + (ua) + 8(uz)
= —2uy + Hus + 3uz — 2uy

Ceci montre que les coordonnées du vecteur vy dans la base (uq,usg,us,us) sont :
(—2,5,3,-2)

On considere la famille :
B=(32-X1+2X+X?).
a. Démontrer que 1, X et X? sont combinaisons linéaires des éléments de %.

b. En déduire que % est une base de Ko[X].
c. Donner les coordonnées dans cette base du polynéome 2 + 2X + 2X2.

a. Onnote Py =3, P, =2— X, P, =1+ 2X + X?, si bien que B = (P, P\, P,).
On constate alors :
-l
XI—P1+2=§P0—P1
XQ:P2—1—2X:P2—;P0—§P0+2P1 :—§P0+2P1+P2

Ceci montre que 1, X et X? sont combinaisons linéaires de Py, Py, P.
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b. Comme la famille %8 est de degrés échelonnés alors elle est libre.

De plus nous venons de démontrer que :
(1, X, X?) C Vect (%)

Comme Vect (%) est un espace vectoriel alors il est stable par combinaisons linéaires

et donc :
Vect ((1, X, X?)) C Vect ()

La famille (1, X, X?) engendre K[ X], et % est une famille d’éléments de Ky[X], donc
K,[X] C Vect (B) C Ky[X]

Par double inclusion Vect (%8) = Ky[X] et donc % est une famille génératrice de IKy[ X].

Nous avons justifié qu’elle est libre, donc elle est une base de Ky[X].
c. Soit P =2+ 2X +2X?2

On utilise les calculs de la question a. On a exprimé les vecteurs de la base canonique
(1, X, X?) de Ky[X] en fonctions des vecteurs de %8, on peut donc en déduire I'expression
de tout vecteur de Ko[X] en fonction des vecteurs de % :

P=2x1+2X+2X?
1 2 )
4
:—§P0+2P1+2P2

Ceci montre que les coordonnées de P dans la base % = (Fy, P;, P») sont (—%, 2, 2).
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Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?

Fy={(z,y) e R | z = y}
Fy={(z,y) € R* | z +2y = 0}
Fy={(z,y) eR® |z —y =1}
Fy={(z,y) € R* | 2y = 0}

Fs ={(z,y) e R* | zy > 0}
Fs={(z,y) e R?* | z > y}
Fr={(z,y) € R? | 42 — my = 0}
Fs—{(I,?JgGRQMerEQ}

y

Fy={(z,y) e R? | 2* = ¢*}
Fio={(z,y) € R? | 2* +* = 0}.

o Fg n’est pas un sous-espace vectoriel.
Par exemple u = (2,1) appartient a Fg car 2 > 1, mais pour A = —1 alors \u =
(—2,—1) n’appartient pas a Fg car —2 < —1.

o F% est un sous-espace vectoriel de R?.

En effet, un élément u = (x,y) appartient a F si et seulement si = 7y, ce qui montre
que :

Fr = { (%y,y) ‘ y € ]R} = Vect ((%, 1)) = Vect ((m,4))

Comme (7,4) est un vecteur de R? alors Fy est un sous-espace vectoriel de R?.

e Fy n’est pas un sous-espace vectoriel.
Par exemple u = (1,0) appartient & Fy car 1 € Q. Mais pour le scalaire A = /2 alors
Au = (\/5, O) n’appartient pas a Fy car v2 € Q.

e Fy n’est pas un sous-espace vectoriel.
Par exemple les vecteurs u = (1,1) et v = (1, —1) appartiennent & Fy car 12 = (—1)2,
mais leur somme u + v = (2,0) n’appartient pas a Fy car 22 # 02

o Fy est un sous-espace vectoriel de R2.
Il est délicat de prouver la stabilité par somme, elle ne serait d’ailleurs pas vérifiée s’il
s’agissait d’un sous-ensemble de C2.
Mais ici, comme x et y sont réels alors I’équation z? + y?> = 0 n’est valide que pour
le couple (x,y) = (0,0), donc Fig = {Og}, ce qui montre que Fjg est un sous-espace
vectoriel de R2.
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Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de £ = RN ?

F| : ensemble des suites strictement croissantes
F5 : ensemble des suites croissantes

F5 . ensemble des suites monotones

F) : ensemble des suites bornées

F5 : ensemble des suites périodiques

F§ : ensemble des suites convergentes

F%; . ensemble des suites divergentes

Fy : ensemble des suites arithmétiques

Fy : ensemble des suites géométriques.

o [y est un sous-espace vectoriel de E.
On démontre ceci grace a la caractérisation des sous-espaces vectoriels.
(i) Fs C E car une suite arithmétique est une suite.
(i7) Op € Fy car la suite nulle est arithmétique, de raison 0.

(i) Soit u et v deux éléments de Fg, et A un scalaire. Notons r la raison de u et 1’ celle
de v, si bien que :

Vn e N U, = ug + nr et Uy = Vg + nr’
Ceci donne :
Vn e N (A, + v,) = (Aug + vo) + n(Ar + 1)

La suite Au + v est donc arithmétique de raison A\r + r'.

On a prouvé que :
Y(u,v) € Ff VYAER A+ v € Fy

Grace a la caractérisation des sous-espaces vectoriels, Fg est un sous-espace vectoriel
de F.

e Fy n’est pas un sous-espace vectoriel.
Par exemple la suite u = (2") = (1,2,4,8,...) appartient a Fy, la suite v = (3") =
(1,3,9,27,...) également, mais leur somme :

u+v=(2"+3")=(2,513,...)

n’appartient pas a Fy. En effet, elle n’est pas géométrique car g =+ ?
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Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de £ = R® ?

F : ensemble des fonctions continues de R dans R
F5 : ensemble des fonctions dérivables de R dans R
Fy =<6*([1,8,R)

F} : ensemble des fonctions 27-périodiques

F5 : ensemble des fonctions périodiques.

o [} est un sous-espace vectoriel de F.
L’ensemble F}; est une partie de E, il contient la fonction nulle car elle est 2m-périodique.
Soit f et g deux fonctions 27-périodiques et A € R.
Alors la fonction (Af + g) est 2w-périodique :

VeeR (A +g)(x+21) = Af(z+2n) + g(z + 27)
= A (z) + g(x) car f et g sont 2m-périodiques
= (Af +9)(2).

On a prouvé que : Y(f,g) € Fy, YAXER Af+ge€F].
D’apres la caractérisation, Fy est un sous-espace vectoriel de E.
» Fy n’est pas un sous-espace vectoriel de F.
Soit f et g les fonctions définies sur R par  f(x) =cosxz et g(x) = cos(mx).
Ces fonctions appartiennent a Fy car f est 2m-périodique et g est 2-périodique.
On démontre par I'absurde que f + g n’est pas périodique.
Supposons que T € R est une période de f + g.
Alors (f +¢9)(T) = (f + ¢)(0), ce qui donne :

cosT + cos(nT) = 2.

On peut écrire ceci : (1 —cosz) + (1 — cos(nT)) = 0.
Comme cosT < 1 et cos(n7) < 1 alors (1 —cosz) =0 et (1 —cos(nT’)) > 0.
La somme de deux réels positifs est nulle si et seulement si ces deux réels sont nuls,
donc :
cosT =1 et cos(nT) = 1.
Il existe donc deux entiers k et ¢ tels que T' = 2kw et 71 = 2(.

Comme T est strictement positif alors £ est strictement positif, donc par quotient de

ces deux égalités m = T
Ceci est impossible car 7 est irrationnel.
Cette contradiction montre que (f + g) n’est pas périodique.

L’ensemble Fy n’est pas stable par addition donc il n’est pas un sous-espace vectoriel

de E.
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Représentation graphique de la courbe de la fonction f+ ¢ sur U'intervalle [—27, 227] :

Soit E un espace vectoriel, ', G et H trois sous-espaces vectoriels de E.

Démontrer que :
a. (FNG)+(FNH)CFN(G+ H),
b. F+(GNH)C(F+G)N(F+ H).

c. Les inclusions ci-dessus sont en général strictes.

a. Soit u un vecteur de (FNG) + (F N H).
Alors il existe v € FNG et w € FNH tels que u = v + w.
Comme v € F'et w € F alorsv+w € F, donc u € F.
CommeveGetwe Halorsv+we G+ H,doncue G+ H.
Ainsiue Fetue G+ H doncu e FN(G+ H).
On a démontré que (FNG)+ (FNH)C FN(G+ H).

b. Soit u € F + (GN H).
Alors il existe v € F et w € GN H tels que u = v + w.
Commev € FetweGalorsv+wée F+G,doncu € F+G.
Commev e Fetwe Halorsv+we F+ H,doncu e F+ H.
Ainsiu € F+Getue F+ Hdoncu e (F+G)N(F+ H).
On a démontré que F + (GNH) C (F+G)N(F+ H).

c. On consideére les trois sous-espaces vectoriels suivants de £ = R? :

F = Vect ((1,1)) G = Vect ((1,0)) H = Vect ((0,1))
H F

On constate que :
FNG={0g} FNH={0g} donc (FNG)+ (FNH)={0g}

puis :
G+H=E donc FN(G+H)=F
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L’inclusion (a) s’écrit {Og} C F, elle est stricte.

Ensuite :

GNH={0g} donc F+(GNnH)=F

puis :
F+G=FE F+H=FE donc (F+G)N(F+H)=F

L’inclusion (b) s’écrit F' C E, elle est stricte.

Les inclusions démontrées dans les questions précédentes sont donc strictes en général.

Soit E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

Démontrer que F U G est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si F' C G ou
G CF.

On démontre dans cet exercice que I'union de deux sous-espaces vectoriels n’est en général
pas un sous-espace vectoriel. Ceci peut étre constaté dans I’exemple suivant :

G

v uU—+v

u F

Iciue FetveG,doncu € FUG et v e FUG. Par contre u + v n’appartient ni a F'
ni a G donc u + v n’appartient pas a F'UG.

Pour démontrer I’équivalence demandée, on démontre deux implications.

Sens indirect. Supposons que FF C G ou G C F.
Si FCGalors FUG=G,siGC Falors FUG=F.

Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors dans les deux cas F'U G est
un sous-espace vectoriel de F.

Sens direct Supposons que F'U G est un sous-espace vectoriel de E.

On raisonne par ’absurde, en supposant que F' n’est pas inclus dans G et G n’est pas
inclus dans F.

Ceci signifie qu'il existe u € F\ G et v e G\ F.

Mais alors u € F et v € G, donc u et v appartiennent a F' U G. Or celui-ci est un
sous-espace vectoriel donc il est stable par somme et donc u+v € FUG.

Ainsiu4+veEe Fouu+ved.

Siu+wv € F alors (u+v) —u est combinaison linéaire de deux vecteurs de F', donc v € F,
ce qui contredit I’hypothese v € G\ F.

Siu+wv € G alors (u+v) —v est combinaison linéaire de deux vecteurs de G, donc u € G,
ce qui contredit I'hypothese u € F'\ G.

On ne peut donc avoir u+v € FUG.
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Cette contradiction montre que si F'U G est un sous-espace vectoriel de E alors F' C G
ou G CF.

Les deux sens sont démontrés, donc F'UG est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
siFFCGoulGCPF.

@ Dans 'espace vectoriel £ = R* on note F' le sous-espace vectoriel engendré par :
uy = (1,-3,5,2) et us = (1,—-1,—4,3).
a. Le vecteur v = (2, —10, 26, 2) est-il élément de F'?

b. Soit G 'ensemble des vecteurs (z,vy, z,t) de F tels que y = 0. Démontrer que G est
un sous-espace vectoriel de F.

a. Le vecteur v appartient & F' = Vect (uy, us) si et seulement si il existe (a, 3) € R? tel
que v = auy + Pug. Ceci s’écrit :
(2,-10,26,2) = a(1,—3,5,2) + B(1, —1, —4,3)

Cette égalité équivaut au systeme :

a+ =2
g. —3a — [ =-10
") 5o — 48 = 26
20 + 30 = 2
Les opérations (Lg <— Lo + 3L1), (L3 <= L3 —5Ly), (Ls < L3 — 2L;) donnent :
a+ =2
260 = —4
S _ 98 = 16
B =2
On arrive ensuite a :
a+ p=2
S <= 8 =-2
0=2

Ce systeme est incompatible, donc v n’appartient pas a F'.

b. Soit u = (z,vy, z,t) un vecteur E. Alors u appartient & G si et seulement si u € F' et
y = 0.
Tout d’abord u € F si et seulement si il existe (o, 8) € R? tel que u = auy + Buy, i.c., :

a+ f=x
—Ba— =y
Sa — 48 = z
20 + 38 =t
Dans ce cas y = 0 si et seulement si f = —3a. Alors u = au; — 3aus = a(uy — 3ug).

On pose w = u; — 3uy = (—2,0,17,—7), alors les éléments de G sont les vecteurs aw
ou a € R.

Ainsi G = Vect (w), comme w € E alors G est un sous-espace vectoriel de E.
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On définit dans R* :

On constate que :
U + Ug = (2, 2, 2, —2) = 2’01 U1 — Uy = (0, 2, —2, 2) = 2’1)2

Ceci donne v, = %(ul + ug) et vy = %(ul — uz), donc vy et vo sont combinaisons linéaires
de uq et uy :
(v1,v2) C Vect (uq, us)

Or Vect (uy,u3) est un sous-espace vectoriel de R*, donc il est stable par combinaisons
linéaires, et ainsi :
Vect (v1,v2) C Vect (ug, ug)

On peut aussi utiliser I'argument que Vect (v, v2) est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant v et v, Vect (ug,us) est un sous-espace vectoriel de E contenant v; et
ve, donc Vect (v1,v2) € Vect (uq, usg).

Pour l'inclusion réciproque on constate que vy + vo = u; et vy — vy = uy donc :
(w1, us) € Vect (v1,v2)

Comme Vect (v1, v3) est un sous-espace vectoriel de R* alors il est stable par combinaisons
linéaires et donc :
Vect (ul, Ug) g Vect (Ul, Ug)

Par double inclusion :
Vect (uy,ug) = Vect (v, vq)

Méme question dans R* avec :

Uy = (272, —1) U = (5,
v =(3,1,1) vy = (7,

On raisonne de méme. On obtient :

1 1
{Ul = 4U1 — U9 {ul = —51)1 + 51)2
Vg = 6U1 — U2 Ug = —3U1 -+ 2U2
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[9] Soit E = R? puis :

F D’ensemble des triplets (z,y, 2) tels que z =y,

G l'ensemble des triplets tels que y = 2.

a. Démontrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

b. Démontrer que (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) sont éléments de F + G.
En déduire que £ = F + G.

c. Cette somme est-elle directe ?

a. On écrit :

F={(zv,y,2)e E| x =y} ={(z,2,2) | (x,2) € R*} = Vect ((1,1,0),(0,0,1))
G={(v,y,2) e E|y==z}={(z,y,9) | (z,9) ERQ}:veCt((LO?O)?(O?Ll))

On note pour la suite u; = (1,1,0) et v; = (0, 1,1). On rappelle que selon les notations
usuelles pour la base canonique de R? :

€1 = (1,0,0) €y = (0, 1,0) €3 — (0,0, 1)

Les vecteurs uy, es, e1, et vy appartiennent a F. Comme F = Vect (uj,e3) et G =
Vect (e1,v1) alors F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F.

b. Comme e¢; =0 + e, avec Op € Fet e; € G alors e; € F'+ (.
Comme ey = u; — ey avec u; € F et e € G alors e; € F + G.
Comme e3 = e3 + 0 avec e3 € F et O € G alors e3 € F + G.

Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors F' + G est un sous-espace
vectoriel de F. Il est donc stable par combinaisons linéaires.

Or il contient la famille (eq, e, e3) donc il contient le sous-espace vectoriel qu’elle en-
gendre : Vect (e1, eg,e3) C F + G.

Ceci donne FF C F' 4+ G, et comme '+ G C E alors E = F +G.
c. L’intersection entre F' et G est :

FNnG={(z,y,2) e B | x=y=z}={(x,z,2) | z € R}

Cette intersection n’est pas réduite au vecteur nul puisqu’elle contient au moins le
vecteur (1,1,1), donc F' et G ne sont pas en somme directe.

Ainsi la somme E = F + G n’est pas directe.

On aurait aussi pu remarquer que la décomposition d'un vecteur de £ comme somme
d’'un vecteur et F' et d'un vecteur de GG n’est pas unique. Par exemple :

eg=1uy —e; = —e3+v; avec (up,e3) € F? et (e,v) € G?

page 15/39



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B8 : Espaces vectoriels

On définit les vecteurs suivants de F = R* :

u; = (1,0,0,0) Us
U1:(1717170) v2:(a y Ly )

I
—~
— =
— =
)
=)
SN—

On pose ensuite :
F = Vect (uy, us) et G = Vect (vy, v9).
Démontrer que £ = F & G.

Remarquons tout d’abord que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E car les vecteurs
uq, Ug, V1, Vo9 appartiennent a F.
On rappelle I’équivalence :

E=Fa&G < {FQG:{OE}

F+G=F
Il faut donc démontrer deux égalités d’ensembles, soit quatre inclusions.
e {0p} € FNG : Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors leur
intersection est un sous-espace vectoriel de F/, donc elle contient le vecteur nul.
e FNG C{0g}:Soitue FNG.
Comme u € F alors il existe (aq, as) € R? tel que u = aju; + apus.
Comme u € G alors il existe (f1, 82) € R? tel que u = B1v; + Bovo.

L’égalité ayuy + asus = Prv1 + Povg donne :

(a1 4+ g, 2,0,0) = (B1 + Ba, B1 + P2, b1 + B2, P2)
Par identification on en déduit fs = /1 = as = a1 = 0, donc u = 0.
On a démontré que F NG C {0g}.
Par double inclusion on obtient F NG = {0g}.
e '+ G C FE: Comme F et GG sont des sous-espaces vectoriels de E alors F' + G C E.
e ECF+G:Soit u=(z,y,zt) un vecteur de F.

On cherche & démontrer qu’il existe un couple de vecteurs (v,w) de F x G tel que
u = v+ w. Or F = Vect (u1,uz) et G = Vect (vy,v7), donc ceci signifie qu'il existe
quatre scalaires oy, asg, 1, B2 tels que :

U = U + Qalg + 511)1 + 621)2
Cette égalité équivaut au systeme :

ap + az + B+ B
as + 1+ B2

B + B2

B2

I
Rl SIS,

Lequel admet pour solution :

ay =y —2
pr=z—t
fo =1t
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On peut vérifier :

(x —y)ur + (y — 2)ug + (2 — t)vg + tg

= (z —y)(1,0,0,0) + (y — 2)(1,1,0,0) + (2 — £)(1,1,1,0) + ¢(1,1,1,1)
r—1y,0,0,0)+ (y — 2,y —2,0,0) + (z — t,z — t, 2 — t,0) + (¢, ¢,¢,1)
r—z,y—2,00)4 (22 2,t)

On en déduit :

v=(r—2,9y—200) = (x—y)u + (y — 2)ug donc wveF
w=(z—t,z—t,z—1t,t) = (2 —t)vy + tvs donc weG

De plus u = v + w, donc on a bien démontré que u € F' 4 G.
Ceci montre que £ C F + G.

Par double inclusion on obtient F' + G = FE.
Finalement, comme FNG = {0} et F+ G = E alors E = F @& G.

Ceci signifie que pour tout vecteur u de F il existe un unique v € F' et un unique w € G
tels que u = v + w.

Ces vecteurs v et w ont été explicités ci-dessus, bien que cela n’ait pas été demandé. Il
suffisait de remarquer que le systeme ci-dessus admet une solution.

Dans chacun des cas suivants, démontrer que F' et GG sont des sous-espaces vecto-
riels supplémentaires de F.
a. E=R" (n € IN¥)
F = Vect (up) ot up = (1,1,...,1)
G={(z1,....20) €EE |21+ -+ 1z, =0}
b. E = M,(K), F et G sont les ensembles des matrices respectivement symétriques et
antisymétriques de E.

c. E=R[X]
F={PeFE| P(2) =0}
G={PeE| P3) =0}

d. E = RE, F est 'ensemble des fonctions f telles que f(0) = 0, G est 'ensemble des
fonctions constantes.

a. Comme F' = Vect (ug) avec uy € E alors F' est un sous-espace vectoriel de E.
On démontre que GG est un sous-espace vectoriel de E :
(i) G C E par définition de G.
(77) Le vecteur nul Og = (0, ...,0) appartient & G car 0+ --- + 0 = 0.

(7ii) Soit u = (x1,...,2,) et v = (y1,...,y,) deux vecteurs de G et A un scalaire. Alors :

M40 = ATy + Y1, ATy + Yn)
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La somme de ses coordonnées est :
Aoy +y) + -+ Az +yn) =X+ +x,) (1 + -+ yu) =0

En effet u et v appartiennent & G donc 1+ ---+x, =y + -+ y, = 0.

Ceci justifie que Au + v appartient a G. On a donc démontré que :

V(u,v) €G* VAER MIu+veG

D’apres la caractérisation, G' est un sous-espace vectoriel de F.

On aurait aussi pu écrire :
G = Vect ((1,0,...,0,-1),(0,1,0,...,0,—1),...(0,...,0,1,—1))
Démontrons maintenant que £ = F & G.

b Fﬂ G = {OE} .
Soit u un vecteur de F'NG.
Comme u € F alors il existe A € R tel que u = Aug, et alors u = (A, ..., ).

Comme u € G alors A+ ---+ X =0, i.e., nA = 0, ce qui donne A = 0 car n est
non-nul.

Ainsi u = O, ce qui montre que F NG C {0g}.
L’inclusion réciproque est vraie car F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de F,
donc ils contiennent le vecteur nul de F.
Nous avons démontré que : FNG = {0g}
e F+G=F":
Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F alors F'+ G est un sous-espace
vectoriel de E, donc F'+ G C E.
Il reste a démontrer que £ C F' 4+ G.

Soit u = (z1,...,x,) un vecteur de FE.

[La partie qui suit est une phase d’analyse, elle ne figurera pas dans la rédaction de
la solution.

Supposons que u € '+ G. Alors il existe A € R et v € G tels que u = Aug + v.

Si on note v = (y1,...,yn) alors on obtient : Yi=1,....n x;=A+y;

De plus v € G donc y1 + -+ -+ y, = 0. Ceci donne (x1 — )+ + (x, — A) = 0, puis
(1 4+ 4+ x,) =nA.

On doit donc poser A = —(x1 + -+ + x,), et pour tout i =1,...,n :y; = x; — \.]

1
Soit A = %(ml + -+ x,), puis pour tout ¢ = 1,...,n : y; = x; — A. Enfin soit
v="(Y1,-,Yn)-

Alors :

At Y= = A+ (= A)=(r1 4+ +2,) —nA=0
Ceci montre que v € G. De plus

v="(21 = A .., = A) = (21,...,2,) — (A, .., A) = u— Aug
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Ceci donne u = Aug + v. Comme Aug € F et v € G, alors u € F + G.
On a démonté que £ C F' 4+ G.
Par double inclusion: F+G=F

Comme FNG ={0g} et F'+ G = E alors par théoreme £ = F & G.

On peut ajouter que I'on sait décomposer un vecteur selon cette somme directe.
Posons par exemple n = 5, et u = (8,3, —4,5, —2).

On calcule alors A = %(8 +3—-4+5—-2)=2, puisv=u—Aug = (6,1, —6,3,—4). On
a alors u = Aug + v car :

(8,3,—4,5,-2) =(2,2,2,2,2) + (6,1, —6,3, —4)

Le vecteur v appartient a G car la somme de ses coefficients est nulle, donc u est bien
décomposé selon la somme E = F & G.

c. Les polynémes de degré au plus 1 qui vérifient P(2) = 0 sont les polynémes P =
A(X —2) ou A est un scalaire quelconque. On en déduit que F' = Vect (X — 2), et de
méme G = Vect (X — 3), donc F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

Le seul polynéme de degré au plus 1 qui admet deux racines distinctes est le polynome

nul, donc F NG = {0g}.

Démontrons que F'+ G = FE.

On remarque : (X —2) — (X —3) =1 donc 1€ F+G
3(X—-2)—2(X—-3)=X donc XeF+G

Ainsi (1, X) € F+ G. Or F + G est un espace vectoriel donc il est stable par combi-

naisons linéaires, et ainsi Vect (1, X) C F'+ G.

Enfin comme E = Vect (1, X) et F+ G C E alors FF +G = E.

Par théoreme, comme FNG ={0g} et F+ G = FE alors E=F & G.

On peut ajouter que la décomposition dans cette somme directe d’un polynéme quel-

conque P = aX+bde Eest P = (3a+b)(X —2)—(2a+b)(X —3) avec (3a+b)(X—-2) € F

et (2a+0)(X —3) € G.
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Soit E = Rs[X], F = Ry[X] et :
G={PeE| P(1)=P(1) =0}
a. Démontrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de FE.

b. Démontrer que F' et G sont en somme directe.

c. En utilisant la formule de Taylor ou la division euclidienne, démontrer que £ =
F+G.
d. Donner la décomposition de X3, X2 X et 1 dans cette somme directe

a. On sait que pour tout n € IN I’'ensemble R,,[X] est un sous-espace vectoriel de R[X],
donc c’est un espace vectoriel.

Ainsi Ry[X] et R3[X] sont des espaces vectoriels. Or Ry[X] C Rs[X] (si un polynéme
est de degré au plus 1 alors il est de degré au plus 3) donc R;[X] est un sous-espace
vectoriel de R3[X], i.e., F' est un sous-espace vectoriel de E.

Deux méthodes pour démontrer que G est un sous-espace vectoriel de E' :
Méthode 1. Par la caractérisation.
(i) G C E par définition de G.
(i) O € G. En effet, si P est le polyndéme nul alors P(1) = P'(1) = 0.
(7ii) Soit P et () deux polynémes de G. Alors P(1) = P'(1) =Q(1) = Q'(1) = 0.
Soit A un scalaire. Alors

(AP +Q)(1) = AP(1) + Q(1) = 0
et (AP+Q)(1)=(\P' +Q)(1) = P'(1)+Q(1) =0

On en déduit que AP + @) appartient a G.

On a donc démontré que :

V(PQ)eG* VAeR MNP +Qed

D’apres la caractérisation G est un sous-espace vectoriel de E.

Méthode 2. En explicitant G.

Un polynoéme P vérifie P(1) = P’(1) = 0 si et seulement si 1 est racine double de ce
polynome, donc si et seulement si ce polyndome est multiple de (X — 1), donc si et
seulement si il existe un polynome @ tel que P = (X — 1)%Q.

Si de plus P est de degré au plus 3 alors () est de degré au plus 1, et dans ce cas il
existe deux réels a et b tel que Q) = aX + b.

On en déduit que G = {(X —1)*(aX +b) | (a,b) € R*} et donc :

G={aX(X -1 +bX —1)*| (a,b) € R*}
= Vect (X (X —1)*, (X — 1))

Les polynomes X (X —1)? et (X —1)? appartiennent a F car ils sont de degrés au plus
3, donc G est un sous-espace vectoriel de E.
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b. Il faut démontrer que F NG = {0g}.

Comme F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de E alors F'N G est un sous-espace
vectoriel de E, donc {0g} C FNG.

Démontrons 'inclusion réciproque. Soit P un élément de F'N G. D’apres la question
précédente, comme P € G alors P(1) = P'(1) = 0, donc 1 est racine double de P, ce
qui montre qu’il existe un polynome Q tel que P = (X — 1)2Q.

Si @ est non-nul alors il est de degré positif ou nul, donc :
deg P = deg((X — 1)°Q = deg(X —1)* +degQ =2+ degQ > 2

Or P € F donc deg P < 1. Cette contradiction montre que @) est nul, et donc P est
nul.

Ainsi F NG C {0g}, puis par double inclusion FF NG = {0g}.
Ceci signifie que F' et GG sont en somme directe.

c. Comme F' et GG sont des sous-espace vectoriel de F alors F' 4+ GG est un sous-espace
vectoriel de F, et donc F'+ G C F.

Démontrons I'inclusion réciproque. Soit P un élément de E, donc un polyndéme de degré
au plus 3.

On utilise les deux méthodes suggérées pour prouver que P € F + G.

Méthode 1. On applique la formule de Taylor au polynéome P en a =1 :

Comme P et de degré au plus 3 alors :

P=P1)+P1)(X—-1)+ P”2(1) (X — 1)+ /;(1) (X —1)°

On pose :

Q1 =P(1)+P(1)(X -1) et Qy = Pﬂz(l)

(X - 1)2 4 ”/(1> (X . 1)3

On constate que () est de degré au plus 1, donc @, € F.
De plus @ est multiple de (X — 1)? donc Q- € G.
Ainsi P = Q1+ Qs avec Q1 € F et Q; € G, donc P € '+ G.

Méthode 2. La division euclidienne de P par (X — 1)? est définie car (X — 1) est
non-nul. Elle montre qu’il existe deux polyndémes @) et R tels que :

P=(X-12Q+R et deg R < deg(X — 1)?

Comme (X — 1)?Q est multiple de (X — 1)? alors il appartient & G.
Comme deg R < 2 alors R appartient a F'.
Ainsi P= R+ (X —1)’Q avec R € F et (X —1)?Q € G, donc P € F + G.

Nos avons démontré que tout polynéme P de E appartient & F'+ G, donc E C F 4+ G.
Par double inclusion F = F + G.
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d. Nous savons que FNG ={0g} et E=F+ G, donc E=F & G.

Ainsi, comme 1, X, X2, X? appartiennent a F alors ils s’écrivent de facon unique
comme somme d'un élément de F' et d'un élément de G.

D’apres la question précédente on peut utiliser la formule de Taylor ou la division
euclidienne pour obtenir cette décomposition.

Mais les deux premiers sont de degré au plus 1, donc il suffit d’écrire
1=140 et X=X+0

En effet, 1 et X appartiennent a F', 0 appartient a G.
Pour X?, la division euclidienne par (X —1)? = X? —2X + 1 donne :

X?=(X -1+ (2X - 1)

Effectivement (X —1)2 € Get 2X —1€ F.
Pour X3, la division euclidienne par (X —1)? = X? — 2X + 1 donne :

X2 =(X4+2)(X—-1)2+(3X —2)

Effectivement (X +2)(X — 1)’ € Get 3X —2 € F.

En résumé on a obtenu les décompositions suivantes selon la somme F = F & G :

1 = 1+ 0g
X = X + 0p
X2=02X-1)+ (X?-2X+1)
X3=(03BX-2)+ (X?-3X+2)

Soit E = K[X]. Pour tout a € K on pose :
E,={P€eE| P(a) =0}.
a. Justifier que pour tout a € F, E, est un sous-espace vectoriel de E.

b. Démontrer que si a # b alors F = E, + Ej.
c. Cette somme est-elle directe ?

b. D’apres le théoreme de Bézout, comme (X — a) et(X — b) sont premiers entre eux il
existe U et V tels que 1 = (X —a)U + (X —b)V.
Donc pour tout Pe E: P=(X —a)UP+ (X -bVPeE,+E,

c. BE,NE,=(X—a)(X —0IK[X]# {0g} donc la somme n’est pas directe.
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Soit E l’ensemble des fonctions continues de [0,7] dans R, F' I'ensemble des
fonctions f de E vérifiant f(0) = f(5) = f(7) et G = Vectg(cos,sin).
a. Démontrer que E est un espace vectoriel et que F' et G en sont deux sous-espaces

vectoriels.
b. Démontrer que pour tout f € F il existe (o, 3) € R? tel que f — acos —fsin € F.
c¢. Démontrer que £ = F @ G.

a. L’ensemble F est un sous-espace vectoriel de F([0, 7|, R), 'espace vectoriel des fonc-
tions de [0, 7] dans R. En effet, il est inclus dans cet ensemble, il contient la fonction
nulle (de [0, 7] dans R) car celle-ci est continue, et enfin les combinaisons linéaires de
fonctions continues sont continues.

Comme E est un sous-espace vectoriel de F([0, 7], R) alors E est un espace vectoriel.

Démontrons que F' est un sous-espace vectoriel de E :

(i) F C E par définition de F.

(i) Op € I car si f est la fonction nulle de [0, 7] dans R alors f(0) = f(5) = f(n).
(7ii) Soit f et g deux fonctions de F', et A un scalaire.

Par définition des opérations sur les fonctions :

Vte 0,7 (Af+9)(t) = Af(t) +g(t)

Or f et g appartiennent a F' donc :

On en déduit :

Af(0) +9(0) = Af(5) +g(5) = Af(m) + g(7)
donc  (Af+g)(0) = (Af+9)(5) = (A\f +g)(7)

Ceci montre que (Af + g) appartient a F.

On a démontré que :

Y(f,g) € F? YA€R Af+geF

D’apres la caractérisation, F' est un sous-espace vectoriel de F.

Par définition G = Vectg(cos, sin). Ceci signifie que G est I’ensemble des combinaisons
linéaires des fonctions cosinus et sinus dans E. Ainsi cos et sin désignent les restrictions
des fonctions cosinus et sinus a l'intervalle [0, 7]. Ces fonctions appartiennent & E car
elles sont continues, donc GG est un sous-espace vectoriel de E.

b. Soit f une fonction continue de [0, 7] dans R. Pour tous réels a et (3, la fonction
f — acos —fsin appartient a F' si et seulement si :

f(0) = acos(0) — Bsin(0) = f(5) — acos(§) — Bsin(F) = f(7) — acos(m) — Bsin(r)

Ceci donne :

fO)—a=[f(E)-B=f(x)+a
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Ce qui équivaut a :

a=3(f(0)=f(m)  B=[(5)—3(f(0)+f(r)

Ainsi, pour « et [ prenant ces valeurs, la fonction f — a cos —f sin appartient a F.

c. Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors F'N G contient le vecteur
nul de F, et F'+ G est un sous-espace vectoriel de F, donc :

Démontrons les inclusions réciproques.
Soit f un élément de F' N G.
Comme f € G alors il existe (o, 3) € R? tel que f = a cos +3sin.

Comme f € F alors f(0) = f(3) = f(7), ce qui donne :

acos0+ Bsin0 = acos§ + Bsin§ = acosm + Fsinm

On en déduit « = = —a, donc a = § = 0.
En conséquence f est la fonction nulle, et donc F NG C {0g}.
On a démontré par double inclusion que : FNG = {0g}

Soit f un élément de E. D’apres la question précédente il existe (a, 8) € R? tel que
f—acos—pFsin € F.

Supposons que « et § prennent ces valeurs. Alors :

(f — acos—fsin) € F

f=(f —acos—psin) + (acos+fFsin) avec { (v cos +Bsin) € G

Ceci montre que f € F 4+ G. On en déduit I'inclusion £ C F + G, puis par double
inclusion : E = F +G.

Comme FNG ={0g} et E=F+Galors E=F&G.
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ﬂ Les familles suivantes sont-elles libres ?
F1=((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) dans R3

Fs=((1,1,a),(1,a,1),(a,1,1)) dans R? (a € R)
F3=((1,6,5),(7,2,5),(9,2,6)) dans R?
974 =((1,3,4),(4,9,8), (16,27,16)) dans R?
=((2,1,-1,-2),(6,4,4,6),(0,1,7,12)) dans R*
= (

w=1(3,...,3,1,3,...,3) | t=1...n) dans R™ (n € IN*)
(@)
Démontrer que les familles & et F¢ sont génératrices.

e On démontre que la famille F; est libre.
Soit uy, ug, ug ses trois vecteurs.
Soit ()\1, )\2, )\3) S Rg tel que )\1'&1 + )\2’&2 -+ )\3U3 = ORB. Ceci donne :

A1(1,1,0) 4+ A2(1,0,1) + A3(0,1,1) = (0,0,0)
puis ()\1 + /\2, /\1 + )\3, )\2 + )\3) = (O, O, 0)

On résout le systéme obtenu :

)\1+/\2 :O )\1+)\2 :0 /\1—|—>\2 :O
)\1 —i—)\g:O < —)\2+/\3:O < —)\2+>\3:O
)\2—|—)\3:O )\2+)\3:0 2)\320

La solution est (A1, A2, A3) = (0,0,0).

On a donc démontré :
V()\l, )\2, )\3) S RS /\1U1 + )\QUQ + )\3163 = O]RB — /\1 = /\2 = )\3 =0Rr

La famille ¥ = (uy, ug, u3) est donc libre.
« Démontrons que la famille ¥, est génératrice de E = R3.

Soit u = (z,y, z) un vecteur de E. L’équation
u = )\1U1 + )\Q’LLQ + )\3U3

équivaut au systeme :

)\14‘)\2 =X
A +A3=y
/\2+A3:Z

Ce systeme est de rang trois, nous ’avons démontré dans la partie précédente. Il admet
donc une solution. On en déduit :

Yue FE 3()\1, )\2, )\3) € R? u= AU + Agus + Asus

Ceci signifie exactement que la famille 1 = (uq, ug, u3) est génératrice de E.

En fait le systéme est de Cramer, et donc le triplet (Aj, Ay, A3) est unique, ce qui
démontre directement que la famille (uy, ug, uz) est une base.
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¢ On démontre que la famille 5 est libre si et seulement si a ¢ {—2,1}.

On peut remarquer des le départ que la famille est liée si a = 1, puisqu’alors ses trois
vecteurs sont égaux. On sait aussi qu’elle est libre si a = 0, il s’agit de la famille ;.

On va donc démontrer qu’il existe un autre cas ou la famille est liée, le cas ot a = —2.
On note encore u;, us, et ugz les trois vecteurs de la famille F,.
Soit (A1, A2, A3) € R? tel que Aju; + Agug + Azuz = Ogs. Alors :

A1, 1 a) + Aa(1,a,1) + As(a, 1,1) = (0,0,0)
Ceci donne le systeme :

)\1—|— )\2+a)\3:0
S : )\1+a)\2+ )\3:0
a)\1+ )\2‘1‘ )\3:0

Les opérations élémentaires (Ly <— Lo — L) puis (L < L3z — al;) donnent :

/\1 + /\2 —|— a/\g = 0
S ~ (a—l))\2+ (1—&)/\3:0
(1 — (1))\2 + (1 — CL2))\3 =0

L’opération élémentaire (Lg <— L3 + L) donne :

/\1+ /\2+ CL>\3:O
S ~ (a—l))\2+ (1—&))\320
(2—a—a*)X3 =0

On calcule que (2 —a — a?) = (1 — a)(a + 2). Ce polynéme en a est nul si a = 1 ou
a = —2. On peut donc conclure :

e Sia =1 la famille ¥, est libre car ses trois vecteurs sont égaux.

e Si a = —2 alors le systeme donne A\; = Ay = A3. Effectivement on vérifie que :

up +us +us = (1,1, -2) + (1,-2,1) + (—-2,1,1) = (0,0,0)

Ainsi la famille est liée, par exemple car uz = —(uy + ug).

e Sia#1leta# —2alors (a—1)#0et (2—a—a?®) # 0 donc le systéme est de rang
3, et il admet pour unique solution (Ay, A2, A3) = (0,0,0).
On en déduit :

V()q, )\2, )\3) S Rg At + )\QUQ + )\3U3 = Ops = )\ = )\2 = )\3 =0Rr

La famille 4 est donc libre dans ce cas.
e La famille 3 est liée.

En effet on constate que :
13(7,2,5) — 10(9,2,6) = (91, 26,65) — (90,20,60) = (1,6, 5)

Cette égalité a été obtenue en cherchant a démontrer que la famille est libre, de la
facon suivante.
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On note encore uq, 2, uz les vecteurs de %3, et on suppose que A\, A2, A3 sont trois
scalaires tels que A\ju; + Asug + A3uz = Ors. On résout alors le systéme obtenu :

A+ T+ 923 =0 M+ T+ 93 =0
S 6/\1+2)\2+2)\3:O < —40>\2—52/\3:0

5A1 + DAy + 6A3 =0 — 30Xy — 3923 =0

)\1+ 7)\2—|— 9)\3:0 A+ —%)\3:0
— { 10X + 1303 =0 { M+ B2y =0

On constate que les triplets (%0)\3, —%)\3, )\3) sont solutions. En particulier si on pose
()\1, )\2, )\3) = (1, —13, 10) alors :

uy — 13U2 + 1OU3 =0

Ceci montre que u; = 13uy — 10us, et confirme que la famille F3 = (uq, ug, uz) est liée.
e Démontrons que la famille ¥, est libre.
On note uy, us, uz ses trois vecteurs.
Soit (A1, Ag, A3) un triplet de scalaires tel que A\ju; + Agus + Azus = Ogs.
Ceci donne le systeme :
T+ 4y + 162 = 0
3z + 9y + 272 =0
dr + 8y + 162 =0

On applique 'algorithme du pivot de Gauss sur sa matrice, en commencant par les
opérations (Ls < 5Ls) et (Ls < +Ls) :

1 4 16 1 4 16 1 2
39 271 |~ 1 3 9 > 01
0 1

48 16/)/"\1 2 4 L

-3 Ot
oo~
=)
RN B

Cette matrice est de rang 3, de taille (3,3), donc elle est inversible. Ainsi le systéme
ci-dessus est de Cramer, et donc il admet (A1, A2, A3) = (0,0,0) pour unique solution.

On a démontré que :
V()\l, )\2, )\3) € R? Aug + Agus + Azuz = Ops — M =X=X=0gp

Ceci montre que la famille &, est libre.
e Pour la famille ¥5 on note uy, us, uz ses vecteurs, puis on remarque que :

us — 3uy = (6,4,4,6) — (6,3, —3,—6) = (0,1,7,12) = us

Ainsi u3 est combinaison linéaire de u; et us, donc la famille F5 est liée.
e On démontre que la famille F¢ est libre.

Soit (Aq,...,A,) € R™ tel que A\juy + - -+ + Ayu, = Ogn. Ceci équivaut au systeme :

M+ X+ -+ 3N =0

A +3A+ -+ Ay =0
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La matrice de ce systéme est la matrice de taille (n,n) dont tous les coefficients sont
égaux a 3 sauf ceux de la diagonale qui valent 1.

La somme des toutes les lignes donne :
Bn—2)(AM+---+X,) =0

Comme 3n — 2 est non-nul alors A\; +---+ A, = 0, et donc :
3A +3N 4+ 3N, =0

En soustrayant la ligne ¢ a cette égalité on obtient 2)\; = 0, et donc \; = 0.

On a démontré :

La famille ¢ est libre.
¢ Démontrons maintenant qu’elle est génératrice de £ = R".

Pour ceci on démontre qu’elle engendre la base canonique de E. On rappelle que celle-ci
est composée des vecteurs eq,...,e, ou ¢; est le vecteur dont toutes les composantes
sont nulles sauf celle d’indice 7 qui vaut 1.

On pose s = uj + - -+ + u,. Alors s est combinaison linéaire des u; donc s € Vect (Fg),
et
s=0Bn—-2,...,3n—2)=3Bn—-2)(1,...,1)

Soit i en entier compris entre 1 et n. Alors

Ceci montre que e; € Vect (Fg).

On en déduit :
(617 s 7€n) - Vect (‘9;6)

Comme Vect (F¢) est un sous-espace vectoriel de E alors il est stable par combinaisons
linéaires, donc :
Vect (ey, ..., e,) C Vect (Fg)

Or la base canonique de F engendre E donc :
E C Vect (F¢)

L’inclusion réciproque est immédiate car les u; sont des vecteurs de E. Ainsi E =
Vect (Fg), i.e., la famille Fg est génératrice de E.

page 28/39



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B8 : Espaces vectoriels

16| Soit £ = R* et :

F={(z,y,2,t) e E| 2e+y+t=0}
G={(z,y,2,t) eE| x —2z—3t=0}.

a. Donner la dimension de F', G puis FFNG.
b. Déterminer F + G.

a. Pour déterminer la dimension d’un espace vectoriel il faut en donner une base.

e Pour F on écrit :

F={(z,y,2,t) €E| t=-20—y}={(z,y,2,-2x—y) | (z,y,2) € R}
= Vect ((1,0,0,-2),(0,1,0,—1),(0,0,1,0))

On note u; = (1,0,0,—2), us = (0,1,0,—1), us = (0,0,1,0). Alors la famille
(u1,us,us) est une famille génératrice de F'.

Démontrons qu’elle est libre. Soit (A, A2, A3) € R3 tel que A\ju; + Aous + Azuz = Op.
On obtient le systeme suivant :

)\1 :0
/\2 :0

A3 =0
—2M — X =0

I1 admet pour unique solution (A1, Ao, A3) = (0,0,0). On a démontré :
V()\l, )\2, )\3) c Rs MU+ XUy +A3us =0 = A1 =X =3 =0Rr

La famille (uq, ug, uz) est donc libre.
Cette famille est libre et génératrice de F' donc c’est une base de F.

Elle contient trois vecteurs donc F' est de dimension 3.
e Pour G :

G={(v,y,2t) €E| z=0 -3t} = {(x,y,2 = 3,) | (v,y,t) € R’}
= Vect ((1,0,1,0), (0,1,0,0), (0,0, —3,1))

On note v; = (1,0,1,0), vo = (0,1,0,0), v3 = (0,0,—3,1). La famille (vy, v, v3) est
une famille génératrice de G.

On démontre qu’elle est libre comme ci-dessus.

Elle est libre et génératrice de G donc c’est une base de G.

Elle contient trois vecteurs donc G est de dimension 3.
e Pour la dimension de F N G on en cherche une base.

Cet espace est I'ensemble des vecteurs (x,y, z,t) de E vérifiant les deux équations
2v+y+t=0et x—2—3t=0. On résout le systeme :

{Qx—l—y + t=0 {x — 2-=3t=0 PN {:E: z + 3t
x —2—3t=0 y+224+T=0 y=—2z—1Tt
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On en déduit :

FNG={(z+3t,—-2z—Tt21) | (2,t) € R*}
= Vect ((1,-2,1,0), (3,-7,0,1))

On pose wy = (1,—2,1,0) et wy = (3,—7,0,1). Alors la famille (wq, ws) est généra-
trice de F'N G.

Elle contient deux vecteurs, lesquels ne sont pas colinéaires, donc elle est libre.
Elle est libre et génératrice de F'N G donc c’est une base de F'NG.
Elle contient deux vecteurs donc F'N G est de dimension 2.

b. Pour F' + G, comme F' = Vect (uq, ug, uz) et G = Vect (vy, vq, v3) alors :

F + G = Vect (ul,u27u3, V1, U2, Ug)

On remarque que uz = es3, et v9 = ey, donc e et ez appartiennent a F + G.
Ensuite uy = (0,1,0,—1) donc ey = e — ug, et ainsi ey appartient a F' + G.
Finalement v; = (1,0, 1,0) donc e; = v; — e3, et donc e; appartient aussi a F' + G.

Comme F' 4+ G est un sous-espace vectoriel de F contenant la base canonique de F
alors F+G = F.

17| Soit E = R* et :

F = Vect ((1,3,1,2),(2,4,2,3))
G={(z,y,z,t) eE| z—t=y—2=0}.

Donner la dimension de F', G, F'N G puis F + G.

Réponses :

Le sous-espace vectoriel F' admet pour base (uy, us) avec uy = (1,3,1,2) et ug = (2,4,2,3).
Le sous-espace vectoriel G admet pour base (v, v9) avec vy = (1,0,0,1) et vo = (0,1,1,0).
Le sous-espace vectoriel F'N G admet pour base (w;) avec wy = (1,1,1,1).

Pour obtenir cette derniére base on écrit u = au; + Bus ou (a, 3) € R

Alors u = (o + 28,3 + 45, a + 23, 2a + 33), donc u appartient a G si et seulement si il
vérifie x —t =y — z = 0, ce qui donne = —a.

On en déduit que F'N G = Vect (u3 — ug) = Vect ((1,1,1,1)).

Par propriété de la somme F' + G = Vect (ug, ug, v, v3).

Comme (1,1,1,1) = u; —ugs = v; + vg alors uy = u; — vy — vy, et donc F + G =
Vect (uq, vy, v2).

On démontre que la famille (uy, vy, vy) est libre, donc c’est une base de F' + G et F + G
est de dimension 3.
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Soit E = Rs[X] et :

F={PecE| PQ)=P(2) =0}
G={PcE| P(3)=P(4) =0}.

a. Démontrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de F et donner une base de
chacun d’entre eux.

b. Démontrer que F' et GG sont supplémentaires.

a. Un polynéme P de E appartient a F' si et seulement si P(1) = P(2) = 0, ce qui signifie
que 1 et 2 en sont racines, et donc il existe un polynéme @ tel que P = (X —1)(X —2)Q.

Comme P appartient a E alors son degré est inférieur ou égal a 3 et donc () est de
degré inférieur ou égal a 1. Ainsi il existe deux scalaires a et b tels que @@ = aX + b.
Ceci montre que :

F={(aX+b(X-1)(X-2)] (ab) € R*}
On en déduit :

F={aX(X —1)(X —2)+b(X — 1)(X
= Vect (X(X —1)(X —2), (X —1)(X

2) | (a,b) € R*}
2))

Ceci montre que F' est un sous-espace vectoriel de E, car les polynémes X (X —1)(X —2)
et (X —1)(X — 2) appartiennent a F.

De plus la famille (X (X — 1)(X — 2), (X — 1)(X — 2)) est génératrice de F.
Ses deux polynomes sont de degrés échelonnés (2 et 3), donc elle est libre.
Elle est libre et génératrice de F' donc c’est une base de F.

Elle contient deux vecteurs donc F' est de dimension 2.

On démontre de la méme fagon que la famille (X (X — 3)(X —4), (X — 3)(X —4)) est
une base de GG, et donc G est de dimension 2 également.

b. Comme F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de E alors ils contiennent son vecteur
nul, et donc {0g} C FNG.

Réciproquement, soit P un élément de F' N G.
Comme P € F alors P(1) = P(2) = 0. Comme P € G alors P(3) = P(4) = 0.

Ainsi P contient 4 racines. Or P est de degré au plus 3 car il appartient a F, donc P
est le polynéme nul. En effet, un polynéme non-nul de degré n admet au plus n racines
distinctes.

Ceci montre que F' NG C {0g}, et par double inclusion : FNG = {0g}

Ainsi F' et (G sont en somme directe.

Pour prouver qu’ils sont supplémentaires il reste a démontrer que F'+ G = E.

Méthode 1. Cela revient a prouver que pour tout P € FE il existe quatre scalaires a, b,
¢, d tel que :

P = (aX +b)(X — 1)(X —2) + (cX + d)(X — 3)(X — 4)
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En spécialisant en 1, 2, 3, 4 on aboutit au systeme linéaire :

6c 4 6d = P(1)
dc + 2d = P(2)
6a + 2b = P(3)
24a + 6b = P(4)

On démontre que ce systeme est de Cramer, donc il admet une solution (a, b, ¢, d).

Le polynoéme P — (aX 4+ b)(X — 1)(X —2) + (¢X + d)(X — 3)(X —4) est de degré au
plus 3, il admet 4 racines donc il est nul, et ainsi P = (aX +b)(X —1)(X —2) + (¢X +
d)(X —3)(X —4).

Remarque. On pourra plus tard justifier ceci de fagon beaucoup plus rapide grace a un
argument de dimension :

Comme F et G sont en somme directe alors : dim(F + G) = dim F' +dim G

Ceci donne dim(F + G) = 4. Or dim E' = 4. Ainsi :

F+GCE et dim(F 4+ G) =dim E

Par théoreme ceci implique F + G = E.
Méthode 2. On peut utiliser les polynomes interpolateurs de Lagrange :

P =-
Py=-

(X —2)(X = 3)(X —4)
(X —1)(X —2)(X —4)

.
|

T
|
S N

(X —1)(X =3)(X —4)
(X —1)(X =2)(X —3)

N|—= D=

On remarque que P, et P, appartiennent a GG, alors que P; et P, appartiennent a F'.

4
Tout polynéme de R3[X] est combinaison linéaire de Py, Py, P3, Py car P =Y _P(i)P;.

=1
Donc tout polynéme de R3[X] est somme d'un élément de F' et d'un élément de G.
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Soit £ = RN, et F le sous-ensemble de E contenant les suites arithmétiques.

Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et donner sa
dimension.

Une suite arithmétique est déterminée par sa raison et son premier terme :
Vn € N Uy = Ug + N1 oit  (ug,7) € R?
Définissons deux suites (a,,) et (b,) par :

(an) = (1)71611\1 = (17 L1,.. ) (bn) = (n)ne]N = (07 L2, .. )
On remarque que si (u,,) est arithmétique de premier terme ug et de raison r alors :
Vn € N Uy = Ug X Ap, + 7 X by, (%)
On en déduit que (u,,) = uo(a,) +r(b,), i.e., (u,) est combinaison linéaire des suites (ay,)
et (by)-
Réciproquement, toute suite de la forme (%) est arithmétique, donc I'ensemble des suites

arithmétiques est :
F = Vect ((a,), (bn))

Comme (a,) est (b,) sont deux suites de E alors F' est un sous-espace vectoriel de FE.

De plus la famille ((a,,), (b,)) est génératrice de F'.
On démontre qu’elle est libre. Soit « et 5 deux scalaires tels que a(a,)+ 5(b,) = 0g. Ceci
donne :
VnelN a+pn=0
En particulier pour n = 0 on obtient o = 0, puis pour n = 1 on obtient 5 = 0.

On a donc démontré que :
Y(a, B) € R? ala,) + B(by) =0p = a=p=0r

Ceci signifie que la famille (ay,, b,) est libre.
Elle est libre et génératrice de F', donc c’est une base de F'.

Le sous-espace vectoriel F' est donc de dimension 2.
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Soit £ = RN.
a. Soit F' I'ensemble des suites (u,)nen telles que :
Vn e N Upto = 2Upy1 + 15Uy,
Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de £ et en donner une base.
b. Méme question avec les suites telles que :

Vn e N Upto = Uy — 16u,.

a. On peut démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E en utilisant la caractérisa-
tion des sous-espaces vectoriels, mais ceci ne permet pas d’en donner une base.

Il faut pour ceci expliciter les éléments de F'.

L’équation caractéristique associée aux suites de F' est :
N —21-15=0
Ses racines sont —3 et 5, donc les suites de F' sont les suites vérifiant :
VneN  w,=a(-3)"+35" o (q,pB)€R?

Posons (a,) = ((—=3)") et (b,) = (5"). Alors les suites (u,) de F' sont combinaisons
linéaires des suites (a,) est (b,), donc :

F={a(a,) + 8(ba) | (o, 8) € R?} = Vect ((an), (b))

On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de F, car (a,) et (b,) appartiennent
a k.

D’autre part la famille ((ay,), (b,)) est génératrice de F'. Démontrons qu’elle est libre.
Soit A1, Ay deux réels tels que Ai(a,) + A2(b,) = 0. Ceci signifie :
Vn €N )\1(_3)71 + A2b" = Or

Pour n = 0 on obtient \; + Ay = 0. Pour n = 1 on obtient —3A; + 5Ay = 0. On résout
le systeme obtenu :

{ M+ A=0 — {A1+ Ao =0

30 4 By = 0 S0 T M=Ah=0

On a démontré que :
V()\l, )\2) € Rz A1 (an) + /\z(bn) =0 = M=X=0g

Ainsi la famille ((ay,), (b)) est libre. Comme elle est aussi génératrice de F alors c’est
une base de F'.

On en déduit que F' est de dimension 2.
b. On obtient F' = Vect ((4"), (nd™)).

On démontre que la famille de suites ((4"), (n4"™)) est libre, donc c’est une base de F,
et ainsi F' est de dimension 2.
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Soit E I'espace vectoriel des fonctions de R dans R deux fois dérivables, w un réel,

et F' 'ensemble des solutions de I'équation différentielle :
y'+2/ + (1 +w?)y=0.

a. On suppose que w = 0. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E de
dimension finie et donner sa dimension.

b. Méme question si w est non-nul.

a. On note F' I'’ensemble des solutions de 1’équation différentielle :
& v'+2y +y=0
Pour démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de £ on pourrait utiliser la carac-
térisation des sous-espaces vectoriels, mais elle ne nous donnera pas de base de F.
On explicite plutot F. L’équation caractéristique de & est : A2 +2X+1=0

Elle admet A\ = —1 pour unique solution, donc les solutions de I’équation & sont les
fonctions définies par :

VteR  y(t)=(at+B)e" on (a,p) € R?

On définit deux fonctions y; et yo par :

VteR  yi(t)=et et yot) =te"
Alors les solutions de ’équation & sont les fonctions y = ay; + By ou « et 3 sont deux
scalaires, ce sont donc les combinaisons linéaires de y; et ys :

F = Vect (y1, y2)

Comme f; et f5 sont deux fonctions deux fois dérivables alors elles appartiennent a F,
donc F' est un sous-espace vectoriel de E.
Comme il est engendré par une famille finie de vecteurs alors il est de dimension finie.
La famille (fi, f2) est génératrice de F', montrons qu’elle est libre.

Soit (A1, A2) un couple de scalaires tel que Ajy; + Aay2 = Og. Ceci donne :
VieR  Me '+ Mte =0
Comme e~? est non-nul alors on obtient : Vt € R A\ + Aot = 0.
En particulier pour ¢ = 0 on obtient A; = 0, puis pour ¢ = 1 on obtient Ay = 0.
On en déduit :
V(A1 A2) € R? AMyr Ay =0 = M =X=0r
Ceci montre que la famille (y,ys) est libre.

Or elle est génératrice de F', donc c’est une base de F.

En conséquence, F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2.
b. On obtient F' = Vect (y1, y2) avec :

vVte R y1(t) = e " cos(wt) yo(t) = e " sin(wt)

On démontre que la famille (y;,ys2) est libre, donc c’est une base de F', et ainsi F est
de dimension 2.
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Démontrer que I’ensemble des fonctions sinusoidales de période 27 :
f:xzr Asin(z +¢) + K avec (A4,9,K)cR®

est un espace vectoriel de dimension finie et donner sa dimension.

Notons F' I’ensemble des fonctions sinusoidales de période 27 :

_ fTR—R 3}
F_{ x — Asin(z + @) + K (A0, K) € R

On peut écrire :
Vr e R Asin(zx 4+ ¢) + K = Acospsinx + Asinpcosx + K
En posant o = Acosyp et = Asingp :
Vie R  Asin(x+¢)+ K =asinz + fcosz + K

Ceci montre que tout élément de F' est combinaison linéaire des fonctions sin, cos et 1 :

fR—)R 3} - .
Fg{ T — asing + feosz + K (o, B, K) € R°p = Vect (sin, cos, 1)

Réciproquement, grace a la transformation de Fresnel on sait que toute fonction = —
asinz + fcosz sécrit Asin(x + ). Il faut poser pour ceci A = y/a? + (2, puis choisir
un réel ¢ tel que :
oY . . p
COS P = ———= e Sinp = ————
T B IRV RSz

On en déduit par double inclusion que :
F' = Vect (sin, cos, 1)

Ainsi F' est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions de R dans R, donc
un espace vectoriel.

La famille (sin, cos, 1) est une famille génératrice de F'. Démontrons qu’elle est libre.
Soit A1, Ao, A3 trois réels tels que :

)\1 sin +)\2 COS +)\3 = OF

Ceci signifie que :
Ve e R Aisinz + Ay cosx + A3 = O

Cette égalité est vraie en particulier pour x =0, x = 7 et x = 7, donc :

)\2+/\3:O
)\1—|—)\3:0
—)\24—)\3:0

Ceci implique que A\; = Ay = A3 = Og. Ainsi la famille (sin, cos, 1) est libre.
Cette famille est donc une base de F', ce qui montre que F' est de dimension 3.
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Soit o un scalaire.

a. Démontrer que la famille (X — a)*)e est libre.

b. Démontrer que cette famille est une base de IK[X], et donner les coordonnées d’un
polynome quelconque P dans cette base.

a. Par définition la famille ((X —a)*)rew est libre si et seulement si toutes ses sous-familles
finies sont libres.

Une sous-famille finie est incluse dans une sous-famille ((X — a)*)o<r<, pour un certain
n € N. Il suffit de donc de démontrer que toutes les familles ((X —a)*)o<x<, sont libres.

Or les polynomes (X —a)* sont de degrés distincts, donc par propriété pour tout n € IN
la famille (X — a)*)ocr<n est libre.

Ceci montre que la famille ((X — a)*)pen est libre.
b. Soit P un polyndme, et soit n son degré. Alors d’apres la formule de Taylor :

n (k)Oé
Pzzpkf )(X—a)k
" ( oy (n)Oé
:P(a)+P’(a)(X—a)+P2( >(X—04)2+---+Pn!( )(X—a)"

p(k)(a))
kU ) keN

Il s’agit bien d’une suite presque nulle de réels, c’est-a-dire d'une suite nulle a partir
d’'un certain rang, car les P*®) sont nuls dés que k est strictement supérieur a n.

Ceci montre que les coordonnées de P dans la base ((X — a)*)en sont (

Pour tout a € R on définit f, : t — |t — al.
La famille { f, | a € R} est-elle libre dans RE ?

On pourra utiliser la dérivabilité.

On démontre que la famille { f, | a € R} est libre.

Ceci signifie que pour tout n € IN et toute famille a4, ..., a, de réels distincts la famille
(fays -+ fa,) est libre.
Soit n € IN*, aq,...,a, des réels distincts, et Ay,..., A\, des réels tels que :

)\1fa1 +-+ )\n.fan = OR]R'

Soit k € {1,...,n}. La fonction nulle est dérivable sur R. Les fonctions f,, pour i # k
sont dérivables en ay, donc par somme la fonction A f,, est dérivable en a;. Ceci impose
A = 0.

Ceci étant valable pour tout k = 1,...,n, les scalaires \1,..., A, sont tous nuls, et donc
la famille (fo,,. .., fa,) est libre.
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Soit £ 'espace vectoriel des fonctions réelles de classe 6> sur RY .

Pour tout a € R on définit la fonction :
fo: R — R

xr — —L

14z
a. Démontrer que la partie § = { f, | « € R} est liée.

b. Démontrer que la partie & = { f, | a € R} est libre.
c. La partie F est-elle génératrice ?

a. Pour a =1, a = —1 et @ = 0 on obtient :

1 T 1

Ve e RY fi(x) = 1+ fa(x) = 1ta

On remarque que f; + f_1 = 2fy, donc la famille & est liée.

b. On considére une famille finie (f,,)1<i<n, d’éléments de F. Quitte a intervertir ses élé-
ments on peut supposer la suite (a;)1<;<, Strictement croissante.

Soit A1,..., A\, des scalaires tels que :
)\lfoq + >‘2f012 +oe )\nfan =0g

On suppose qu’au moins I'un des \; est non-nul. Quitte a réduire la taille de la famille
on peut supposer que le coefficient A\; est non-nul.

En multipliant par ', qui n’est pas nul, on obtient :
Vo e R} Mz fo, (@) + -+ X2 fo, () =0

Pour tout i =1,...,n:
i

:Ealfai(x) = 1+:L.a¢

Sii > 1alors a; > a donc «; > 0 alors ainsi fo, ()

~ ril , puis 2 f,. (x) ~ a*1 7%,
(+00) (+00)

Comme oy < «; alors x* =% tend vers 0 lorsque z tend vers +o0, donc :

T—r—+00 T—+00

lim <zn:)\ixa1fai(x)> = lim ANz fo,(z1)
i=1

. o . a 1 . . a o
Si a; = 0 alors xgrlloox 'fai(z) = 5, si a; > 0 alors xl_lgloox oy () = 1.

On en déduit : \
A giap =0
lim Ajz™ T) = 2
a0 ! Jeu (1) { A1 sinon.

On a supposé que A\; est non-nul, donc :

lim <Z)\ix°‘1fai (:c)) #0 alors que : Vo e RY > Nz fo,(x) =0
i=1 i=1

T—+00

Cette contradiction montre que tous les A; sont nuls, et ainsi la famille & est libre.

page 38/39



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD B8 : Espaces vectoriels

c. La limite de f, en 400 est :

T—r+00 0 sinon.

L sia=0
lim fa<x)={2

Ainsi toute combinaison linéaire des f, admet une limite finie en +oo.

Or 6~ (Rj, R) contient des fonctions n’admettant pas de limite finie en 400, comme
par exemple la fonction x — x, et donc la famille & n’est pas génératrice de 6> (]Ri, ]R).
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