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TD. B14
Fractions rationnelles

Exercices de cours .

@ Donner une forme irréductible des fractions ra-
tionnelles suivantes.

X3 -—2x2— X? -1
F1:—9 ="
X24+2X — 15 X3 1
oo Xl 33X+ X?2-2X -2
5T X241 * T 9X312X2 _3X 1

@ Déterminer les parties entieres de :

X241 X% — X2
= + = —"——

X+1 X2+ X+1

X4 -5X3-9X+3
Fy =

X2_-92X +2

Xn X15
Fy, = Fy=——
YT X—a T (X2 43X +2)7

@ Quelles fractions rationnelles sont égales & leur
partie entiére 7

@ Enoncer et démontrer les formules pour
deg(F +G) et deg(FG).

@ Quelle est la partie entiere d’une fraction ration-
nelle de degré nul 7

@Soitne]l\f*,etco7...

a. Démontrer que pour tout k € [0,n — 1] il existe
Ak € C tel que :

Xn—1 &—=X-G

b. Soit @ = X™ — 1 et, pour tout k € [0,n—1] :
Qr = X%Ck Démontrer que A\, =

, Cn—1 les éléments de U,,.

1
ey et en
déduire la décomposition de ﬁ en éléments
simples dans C(X).

@ Décomposer en éléments simples :

33X +7 _XP-3X+1
T (X +4)2 2T (X + 1)t
Xn
Fy =

x-

Décomposer en éléments simples dans R(X) :

(X +1)3
- (X2 4 1)2
@ Décomposer en éléments simples :
1 X*+2x3
FR=— Fh=——
TTX3-3X 42 2T (X2 -1)2

7 L 717 . /
Décomposition en éléments simples de %.

a. Soit uq,...,u, des fonctions dérivables.

Donner une formule pour (uy ... uy) .

Soit P € K[X].

b. Soit ag,...,a, les racines complexes de P,
mq, ... My, leurs multiplicités.
Donner une expression de %, en déduire sa dé-
composition en éléments simples.

c. On suppose que les o; sont réels.

P'(x)
P(x)

Donner une primitive de la fonction =z —
et retrouver le résultat précédent.

@ Décomposer en éléments simples dans R(X) :
X X5®

b= B=tery

@ Décomposer en éléments simples en spéciali-
sant :

@ Décomposer en éléments simples dans R(X) :

X3
(X2+1)(X2+2)

F =

a. en utilisant les complexes,
b. en utilisant la parité.

Déterminer une primitive sur R* de la fonc-
tion :
1

T
f z3(z +1)
@ Déterminer une primitive sur R* de la fonction

3

2 4+ 21 + 2
en partant de la forme désirée.

fizw



Déterminer une primitive sur lintervalle
]—1,1[ de la fonction :

1
1— 24

. 1
@ Soit  f(z) = R

Déterminer une primitive de f :

T

a. en utilisant les complexes,

b. grace a un changement de variable.

PourtoutkE]Net:z:G]
e
filr) = o e / it

a. Calculer Fy puis Fy + F + Fy et enfin Fy — Fy.

b. En déduire la décomposition de ﬁ en élé-
ments simples dans R(X).

[ on définit :

Calculer la somme des séries suivantes :

2 woip

n>=2

1
;4n2—|—8n—|—3

n3 + Tn2 + 10n

n>1

_ Travaux dirigés
Soit F lapplication de K(X) dans K[X] qui a
une fraction rationnelle associe sa partie entiere.

a. Démontrer que E est linéaire.
b. Déterminer le noyau et 'image de E.
¢. Démontrer que ceux-ci sont supplémentaires.

Calculer les dérivées successives de :

1
a. f(x)zwaveca#b
b f(x) =

c. f(x) =arctanzx

Retrouver grace a la derniere le développement
limité de arctan en 0.

Calculer les intégrales suivantes :

0 4,2
t+4 24 5t 47

! /_2t2+4t+6 2 /3t2—5t+7

6 t2
I :/ dt
P Jo G+ 2)(t+3)(t+4)

2 1 3
I :/ P g I :/ "y
YT, B2t +4 P )y (12 —4)3
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@®

F_X2+X+3 . X+1
1= 7 X+5 2T X244 X +1
F—X4+1 O 3X%2 44X +2
5T X241 YT X rAX 1
@F=X-1+-2—

te X +1
F,=X"-X?

19(X — 1)

F3=X?-3X-8-—-——~— _~J

3 X2 —2X +2
F4:X”71+aX"72+«~+a"71+ a

X —a

I S
(X2 +3X+2)7

I ¢
@Xn—1* 2. n(X =)
Ceu,

@

Fy=X—21+

p_ 3 __5
X+4 (X +4)2

o L3 3

TX+D) (X412 (X+1)
= ()

B=2 & 1y
=1

Pour la derniere, utiliser la formule de Taylor ou la
formule du binéme.

@roXt3  2X-2
TXZ41 (X241

®n - (X —1)2(X +2)
1 1 1
_9(X+2)+9(X—1)+3(X—1)2

Pour trouver le coefficient de ()(7171) on peut trouver

celui de ﬁ et retrancher cette partie.

On peut aussi spécialiser en une valeur quelconque.
2X3 +2X% -1
(X —1)2(X +1)2
7
5+

Fy=1+

AX-1)2 "ax -1

1 1

CA(X +1)2 TIx T

P/ n

c. /F =In|P|=1In|\| —|—;miln|x—ai\
D’ott en dérivant le méme résultat.
1 1 X

= —
WA IX-) Tix T 20X 1)
On peut soustraire les parties composées des poles
simples, ou passer par les complexes.

2X3 4+ X 2X X

(X241)2 X241 (X2+

— 1 3
@ F=1+ 2(X-2) + 2(X—4)
On écrit F' = A+ 525 + 2.

=X -
2 1)2

La limite en +o0o donne A = 1.

oo

La spécialisation en 1 et en 3 donne a = % et b=
a. On écrit :
e o Ié; B8
F= - + - + +
X—i X+i X—iv2 X+iV2
Par conjugaison o = & et ' = .
On obtient a = f% et =1 donc :
e 2X X
X242 X241
b. On écrit :
F =

aX+b cX+d

X2+1 X242
Comme F' est impaire alors b = d = 0, par uni-
cité.
On en déduit :

X2 _a c
(X2+1)(X2+2) X2+1 T

On pose Y = X2 et on obtient a = —1 et ¢ = 2.




Onobtient:
11 1 11
x3(m+1)7ﬁix2+§7x+l
Donc
1 1 z
Fa)=2-ga+h x—f—l’
@ On doit avoir :
fl)=azx+b+c v +2 + 1
22+ 2x +2 22 +2x + 2
Donc (az + b)(z? + 22+ 2) + 2cx 4+ 2c¢ +d = 23
Successivement a =1, b= -2, c=1et d =2.

2

F(z) = % — 2z 4 In(2?

On obtient :

1 1 1
I@) =70 "1 T2+ D
Puis :

+ 2z +2) 4+ 2arctan(x + 1)

1 In 1+ + 1 ;

—Iln —— + —arctanx

41— 2

On peut vérifier le developpement en éléments

simples avec les développements limités.

1( 1 B 1 )
4i\x—1 x+1
1

F(X) =

a. f(z) =

( 1
1 1 1 1
RS _4<(:cz')2 + (x+i)2)
1

1 1
F(x) = iarctanm—l— Z(x—z

= —|arctanz + ——
2 2 +1
b. Poser t = tan u.

a. Fy(x) = %111(1 —z®)
Fy(x) 4+ Fi(x) + Fo(z) = In(1 — z)
fi(@) = fo(z) = 2 +1x+1

- %arctan (jg(er %)) _ 3”%

1 1 1
b. Fy = §(F0 + F 4+ F) — §(F1 - F) - §F2

1 1
avec Fy(x) = 3 In(1—2z)+ 3 In(z? +z + 1)

1 x+2
3(x—-1) 3(@Z+z+1)

fo(z) =

@9 s.

1
Z4n2+8n+3

1
Z <2k7+1 2k:-|—3)

- ( 5) s
o 2n+ 3
n 1 1
Sn = ZZ( —1)2 (k+1)2)
k:? k=2
1 1+1_i_7>_>£
4 1 n2 (nt1)p2 16

/1 2 1
S”};(kk+2+k+5)

=1 + +1+ +— ! + !
o 2 3 4 5 n+1l +2
1 1 1 43
p— p— p— _>_7
n+3 n+4 n+5 60

Travaux dirigés

Si deg Fy < 0 et deg Fy < 0 alors :
deg(F1 + F2) <

Le noyau est l'ensemble IK_(X) des fractions ra-
tionnelles de degrés strictement négatifs.

L’image est K[X].
a. f(z) a—b\(x—a)tl (z—b)ntl

. f(n)(x):(n;m(( 1‘n_ L >

x—1) (x+ )

max (deg Fy,deg F») <0

On obtient :
f(”)(()) B 0 sin =2k
Sl (n=DU=1)F sin=2k+1

1n3

I = +v/2arctan v2

251
Ib=1+5In3+ —— I3=8In5—-9In3 —4In2
2 33 3

m—1n2 1

5 14

I, =



