Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. C2
Variables aléatoires

@ Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un univers fini. Démontrer que X

est constante si et seulement si sa variance est nulle (utiliser le théoréme de transfert.)

Par définition de la variance :

On peut écrire :
V(X)= > (z-E(X))’P(X =2)

zeX ()
Tous les termes de cette somme sont positifs : les (z — E(X))? sont des carrés et les
P(X = x) sont des probabilités, donc comprises entre 0 et 1.

La somme de plusieurs nombres positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont
nuls, donc :

VIX)=0 << VYzeX(Q) (z-EX)’P(X=2)=0

Sixz € X(Q2) alors P(X = ) est non-nul. En effet, si P(X = z) = 0 alors X ne peut
prendre la valeur x, et donc x n’appartient pas a X (2).

On peut donc simplifier :

V(X)=0 <= VYzeX(Q) (z—EX))*=0
— VzeX(Q) z=EX)

Cette derniere condition signifie que X est constante égale a E(X), elle est a fortiori
constante.

Réciproquement, si une variable aléatoire est constante, alors elle ne prend qu'une seule
valeur : X (Q2) = {b} avec b € R. Dans ce cas son espérance est égale a sa valeur :
E(X) = b. Ainsi une variable aléatoire constante est égale a son espérance, et donc sa
variance est nulle d’apres 1’équivalence ci-dessus.

Nous avons donc démontré qu’une variable aléatoire est de variance nulle si et seulement
si elle est constante.
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@ Soit a et b deux entiers avec a < b et X une variable aléatoire suivant une loi
uniforme sur I’ensemble [a, b].

Déterminer ’espérance et la variance de X.

Si X suit une loi uniforme sur [a, b] alors X —a+1 suit une loi uniforme sur [1,b — a + 1].
En effet :
Vk € Z a<k<b << 1<k—a+1<b—a+1

On pose Y = X —a + 1. Alors Y suit une loi uniforme (b — a + 1), donc par propriété
de la loi uniforme :

b—a+2 (b—a+1)2-1
EY)=—F— Y)=
) =" V) =
Or X =Y + a — 1 donc par linéarité de I'espérance :
b— 2 b
E(X):E(Y)—i—a—l:;Jr—i—a—l:a;

La formule V(aX 4 b) = a*V(X) donne :

(b—a)(b—a+2)

VX)=V(Y +a-1)=V(Y) = 3

@ Calculer I'espérance, la variance et ’écart-type d’une variable aléatoire X suivant
une loi de Bernoulli %(p).

Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli %(p) si et seulement si :
X(Q) ={0,1} et P(X=1)=p

On note ¢ =1 —p. Alors P(X =0) =q.

L’espérance est :

E(X)= Y kP(X=k)=0xP(X=0)+1xP(X=1)=p

keX(Q)
L’espérance de X? est :

EX*)= Y KPX=k=0xPX=0+1xPX=1)=p
kEX(Q)

La variance est d’apres la formule de Kénig-Huyghens :
V(X) = BE(X?) - E(X)* =p—p*=p(1 - p) = pq

L’écart-type est :

o(X) = VV(X) = Vg
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@ Aldo et Bob jouent a pile ou face avec une piece truquée qui donne pile avec la
probabilité p € 10, 1].

Bob donne 30 euros a Aldo, puis il jette dix fois la piece. Il récupere 8 euros a chaque
fois qu’il obtient pile.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de piles obtenus, Y la variable aléatoire
égale au gain de Bob.

a. Justifier que X suit une loi binomiale, donner ses parametres et son espérance.

b. Exprimer Y en fonction de X et calculer E(Y).

c. A quelle condition Bob a-t-il intérét & jouer ?

a. Bob répete 10 expériences identiques et indépendantes : le lancer de la piece.

La variable aléatoire X est le nombre d’apparitions de ’événement «Pile» lors de ces
expériences, et cet événement est de probabilité p.

Par définition X suit une loi binomiale de parametres 10 et p, notée %B(10, p).
Son espérance est alors E(X) = 10p.

b. Bob gagne 8 euros a chaque fois qu’il obtient Pile, soit 8X euros, et il paye 30 euros a
Aldo. Son gain est donc Y = 8X — 30.

Par linéarité de l'espérance : E(Y) =8FE(X) — 30
Ceci donne E(Y') = 80p — 30.
c. Bob a intérét a jouer si et seulement si I’espérance de son gain est positive, donc si et

seulement si £(Y) > 0.

3
5
Par exemple si la piece est équilibrée alors Bob a intérét a jouer.

Ceci équivaut a p >

@ On possede un sac contenant n jetons numérotés de 1 a n (avec n > 2).
On pioche I'un apres 'autre deux jetons de ce sac, sans les remettre, et on note X et
Y les variables aléatoires égales au premier et au second numéro obtenu.
a. Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y).
En déduire ses lois marginales, ainsi que leurs espérances et leurs variances.
b. Déterminer directement la loi de X.
Donner, pour tout i € X (), la loi de Y conditionnée par X = i.
Retrouver ainsi la loi conjointe du couple (X,Y).
c. Calculer la covariance du couple (X,Y) et la variance de X + Y.
d. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
e. Calculer le coefficient de corrélation linéaire du couple (X,Y).

Que peut-on dire de ses valeurs extrémes ?
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a. Les jetons sont numérotés de 1 a n donc les variables aléatoires X et Y peuvent prendre
les valeurs 1 a n :
X(Q) =Y(©) = [1,n]

Les éléments de Q sont les couples (i,j) d’éléments distincts de [1,n], ils sont au
nombre de n(n — 1), et ils sont équiprobables car on suppose les jetons indiscernables.
Soit ¢ et j deux entiers compris entre 1 et n.

Si ¢ = j alors I"événement (X =) N (Y = j) est impossible car on pioche deux jetons
distincts. Sinon I'événement (X = i) N (Y = j) est I'événement élémentaire {(,7)},
donc par équiprobabilité sa probabilité est ﬁ
La loi conjointe du couple est donc :

V(i,j) € [L,n]>  PU(X =i)N(Y = O e
G elal  PX=000 == o G
Ceci peut étre représenté dans un tableau ci-dessous.
% X R n |LoideY
1 1
1 0 v y RRRERERRERERES D) %
: oo . f :
n(n—1) :
? i
: - n(n—1)
1 1 1
n n(n—l) .............. n(n—l) O >
Loi de X % ...................... % 1

Pour la loi de X on peut écrire :

Vi € [1,n] PX=i)=> P(X=0)n({Y =j))

j=1
" 1 1
; n(n —1) (n=1) nn—1) n
i
De méme pour la loi de Y :
1

Vi e [1,n] P(Y:j)zﬁ
On a donc démontré que X et Y suivent une loi uniforme % (n) de parametre n.
On en déduit :

n+1 n®—1
12
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b. La variable aléatoire X est le numéro du premier jeton pioché. On pioche un jeton
parmi n jetons numérotés de 1 a n, donc par équiprobabilité :

Vke{l,....n} P(X=k) =

Ceci justifie que X suit une loi uniforme U(n).

Si I’événement (X = i) a lieu alors il reste n — 1 jetons dans le sac, tous sauf le jeton
1, donc par équiprobabilité :

. Losij A
Px_i(Y =j) = { 1 S 7

0 sinon.

La formule P((X =14) N (Y =j)) = P(X =1)Px—;(Y = j) permet de retrouver la loi
conjointe déja obtenue dans la question a.
c. Par théoreme de transfert généralisé :

~ SR =) A (Y = )

i=1j=1

On calcule :

E(XY):zn: Z:Z‘jn(n—l) :n(n—l

_ 1 ((n(n+1)> (n+1 )(2n + 1) B

n(n—1) 2
_ (n+1) (n(n+1) 2n—|—1)_(n+1 )(3n? —n — 2)
T 2(n—1) 2 3 ) 12(n —1)
C(n+1)n-1)Bn+2) (n+1)(3n+2)
B 12(n — 1) B 12
On a démontré que :
E(XY) = (n+1)(3n+2)

12
On peut remarquer que le produit E(X)E(Y') peut s’écrire :

E(X)E(Y) = (n—2|— 1) _ (n + 1)1(§n—|—3)
On en déduit :
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = —";;1
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On calcule maintenant la variance de X + Y :

V(X 4Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

n?—1 n+1 n+1 (n+1)(n—2)
= — = — — 1) =
ST g ("1 6
On a démontré que :
1 -2
V(x +y)= e =2

6
Sin=2alors V(X +Y) =0, donc X +Y est constante.

En effet, sin =2 alors (X,Y) = (1,2) ou (X,Y) = (2,1), et donc X +Y est constante
égale a 3.
d. On constate par exemple que :

P(X=1)Nn((Y=1)=0 alors que PX=1)xPY=1)=—~

Ceci montre que X et Y ne sont pas indépendantes.
Aussi F(XY) # E(X)E(Y), ce qui confirme que X et Y ne sont pas indépendantes.
Et aussi Cov(X,Y) # 0, ce qui justifie encore que X et Y ne sont pas indépendantes.
Ou encore la somme des variances de X et Y peut s’écrire :

n?—1 (n+1)(n—1)

V(X)+V(Y) = = ; 7é(rmtl)(j(n—m

Ceci montre que V(X +Y) # V(X) + V(Y), et donc une fois de plus X et Y ne sont
pas indépendantes.

e. On obtient :

= V(X +Y)

Cov(X,Y 1 12 1
r(X,Y) = ov(X, ):_n+ -
o(X)o(Y) 12 n2—-1 n—1
Sin =2 alors r = —1, ce qui signifie que X et Y sont liées par une relation affine a

coefficient directeur négatif.

Effectivement si n = 2 alors le sac ne contient que les jetons 1 et 2, donc X et Y valent
I'une 1 et I'autre 2, donc leur somme est égale a 3 : Y =3 — X.

Si n tend vers +oo alors r tend vers 0 car X et Y se rapprochent de I'indépendance.
En effet si le nombre de jetons est tres grand alors le fait de remettre le premier jeton
pioché dans I'urne ne modifie pas beaucoup les probabilités de chaque jeton d’étre
pioché ensuite.
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@ Soit (X,Y") le couple de variables aléatoires dont la loi est donnée par le tableau

suivant :
v X 0 1 2
0 15|05
1 0| 31|60
2 15105

Calculer les espérances de X, Y et XY, puis les variances de X et de Y.

Que peut-on en déduire ?

Considérons un mobile se déplagant sur un grillage de 3 x 3 points, en partant du point
central de coordonnées (1, 1), effectuant un déplacement par seconde, avec équiprobabilité

entre toutes les directions possibles sachant qu’il ne peut sortir du terrain.

Alors ses coordonnées au bout de deux secondes sont les variables aléatoires X et Y de

cet exercice.

e On commence par déterminer les lois marginales de X et Y, en additionnant les pro-
babilités de chaque ligne et de chaque colonne :

v X 0 1 2 |loideY
1 1 1
0 s 10| % 3
1 1
1 0] Lo !
1 1 1
2 s 10| % 3
: 1 1 1
LOI de X 3 3 3 1

Le tableau suivant permet de calculer les espérances de X et de X? :

k 0] 1]2]|3%
PX=K |5 |5 |5]|!
kP(X=Fk)| 0| 5 | 2] 1
BP(X=k| 0| 3| 3| 2

On en déduit :

E(X) = ikP(X k) =1

Grace a la formule de Konig-Huyghens :

V(X) = B(X*) - B(X)* =

et  E(X?) = ikQP(X = k)

2

W | Ut
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Comme Y suit la méme loi que X alors :
EX)=1 et V(Y)=-=

Remarque. On aurait aussi pu voir que X et Y suivent une loi uniforme sur I’ensemble

{0,1,2}. donc X + 1 et Y + 1 suivent la loi uniforme %(3), c¢’est-a-dire la loi uniforme
sur 'ensemble {1,2,3}.

Si X suit la loi U(n) alors E(X) = 2+ et V(X) = 2—1 donc pour n =3 :

12

8

2

Ceci donne :
2
EX)=FEX+1)—-1=1 et V(X):V(X+1):§

* On constate sur le tableau de la loi conjointe que le produit XY ne prend que les
valeurs 0, 1 et 4, avec les probabilités respectives %, % et %.
En effet le couple (X,Y’) prend les valeurs (0,0), (0,2), (1,1), (2,0) et (2,2), donc le

produit XY prend les valeurs 0, 1 et 4.

La valeur XY = 4 n’est possible que si (X,Y) = (2,2), ce qui arrive avec la probabilité
%, la valeur XY = 1 n’est possible quesi (X,Y) = (1, 1), ce qui arrive avec la probabilité
%, et la valeur XY = 0 arrive dans tous les autres cas.

On a donc le tableau suivant :

k 0] 14| %
PXY=k)| 5| 3| % |1
kP(XY =Fk)| 0 | 3 | 2| 1

Il montre que E(XY) = 1.
e Comme E(X)=1et E(Y)=1 alors :

E(XY) = E(X)E(Y)

Ceci a lieu si X et Y sont indépendantes.

Pourtant X et Y ne sont pas indépendantes, par exemple car :

1
PX=0NnY=1)=0 alors que P(XzO)xP(Yzl):§

Ce contre-exemple montre que la propriété :

Si X etY sont indépendantes alors E(XY) = E(X)E(Y)
et V(X +Y)=V(X)+V(Y).

n’admet pas de réciproque. Ce n’est qu'une implication, sa réciproque est fausse en
général.
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Soit X une variable aléatoire finie a valeurs dans IN. La fonction génératrice de X
est définie par :

VteR Gx(t)= ¥ P(X =kt
kEX(Q)

a. Justifier que deux variables aléatoires X et Y suivent la méme loi si et seulement si
elles ont méme fonction génératrice.
b. Que valent Gx(1) et G'x(1)?
Exprimer V(X)) en fonction de Gx, G’y et G%.
. On suppose que X suit une loi binomiale.

e o

Utiliser la fonction génératrice de X pour retrouver E(X) et V(X).

e. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans IN. Démontrer que si X
et Y sont indépendantes alors Gx,y = GxGy.

On pourra remarquer que Gy (t) = E(t¥).

a. Deux variables aléatoires X et Y suivent la méme loi si et seulement si :
X(Q)=Y(Q) et Ve e ke X(Q) P(X =k)=P(Y =k)

Une fonction génératrice est polynomiale en ¢t. Deux fonctions polynomiales sont égales
si et seulement si tous leurs coefficients son égaux. Donc les fonctions génératrices de
X et Y sont égales si et seulement si tous leurs coefficients sont égaux, ce qui signifie
que X et Y suivent la méme loi.

b. Par définition de Gx :

= ) P(X =1

keX(Q)

Comme X (2) est fini et inclus dans IN alors la fonction Gx est polynomiale. En effet
elle est de la forme : .
= Zaktk
k=0

ou n est un entier naturel et les a; sont des réels.

La fonction G x est donc dérivable, et sa dérivée est :

VieR  Gy(t)= > P(X=k)kt*!

keX(Q)

On en déduit :
Z kEP(X = F(X)

keX(Q

Finalement on a obtenu :
Gx(1)=1 et G (1) = B(X)
c. La fonction Gx est deux fois dérivable, de dérivée seconde :

VteR  G%(t Z P(X = k)k(k — 1)tF2

keX(Q
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Ceci donne pour t =1 :

Ge()= 3 k(k—1)P(X =k)
kEX ()

Par linéarité de la somme puis théoreme de transfert :

Ck()= Y (¥ —KPX =k

kEX(Q)
= > KPX=k - Y kP(X=k =EX?-EX)
EEX(Q) kEX(Q)

On utilise ensuite la formule de Kénig-Huyghens :
V(X) = B(X?) — B(X)* = G%(1) + Gx(1) — Gx(1)*

Ceci est bien une formule de exprimant la variance de X en fonction de G’y et G%.
d. Supposons que X suit une loi binomiale %B(n,p), ou n € IN* et p € [0, 1]. Alors :

X(Q) ={0,....n} et VkeX(Q) p(X:k>:(n)pkqn_k

On note ici ¢ =1 — p.

La fonction génératrice de X est alors :
vVte R Gx(t) =) (Z)]Dkq”_kt’c
k=0
On peut simplifier celle-ci grace a la formule du binéme :
Vi e R Gx(t) = Z <Z) <pt)kqnfk = (pt+q)"
k=0
Les deux premieres dérivées de Gx sont alors :
VteR  Gx(t)=mp(pt+q)"" et GX(t)=n(n—1)p*(pt+q)"
Comme p+ ¢ =1 alors :
Gx(1)=np et  G%(t)=n(n—1)p’
On en déduit, d’apres les questions a et b ci-dessus :
E(X)=Gy()=np et  V(X)=G%(1)+G%(1)—Gx(1)’
=n(n —1)p* +np — n’p® = —np® +np = npg

On a démontré de nouveau les formules pour 'espérance et la variance de la loi bino-
miale.
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e. Une autre définition de la fonction génératrice est :
VteR  Gx(t) = E@Y)

Ceci est conséquence du théoreme de Transfert.

De plus, si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes et f et g sont deux
fonctions numériques alors les variables aléatoires f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Aussi, si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors F(XY) = E(X)E(Y).

Supposons que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes. Alors pour tout
t € R fixé t* et t¥ sont indépendantes, donc :

Et*tY) = Et)E(tY)

Ceci donne E(t*TY) = E(t*X)E(t¥) puis Gx,v(t) = Gx(t)Gy(t), et ceci étant valable
pour tout ¢t € R on en déduit Gx,y = GxGy.

Soit X suivant une loi binomiale %(n, p). Déterminer I'espérance de —~

1+X°
Gréace au théoreme de transfert :
1 L | LA | n
E(): — P X=k=Y — kgn=F
Trx) T =R ,Z%Hk(k)pq
On remarque que %H(Z) = n%rl(iﬁ) donc :
1 1 &fn+1 1 (Y n+1) s
E()Z knfk: . -1 nt+1—5 4
1+ X n+1,;)(k+1>pq n+1 ;} jor P
Finalement :
1 1_qn+1 1
E( >= = l+q+q+ - +q"
1+X/) (n+1)(1—q) sttt 7")

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de parametre p € |0,1[. Onpose U =X +Y et V=X - Y.
a. Déterminer la loi conjointe du couple (U, V') puis ses lois marginales.

b. Calculer la covariance du couple (U, V). Ces variables aléatoires sont-elles indépen-
dantes ?

a. Comme X (Q) =Y (2) ={0,1} alors U(2) ={0,1,2} et V(Q) = {—1,0,1}.
L’événement (U = 1NV = 0) est impossible, il donnerait X +Y =1et X —Y =0,
soit X =Y = %

L’événement (U =1NV = —1) donne X =0et Y =1, donc :

U=1NV=-1)=(X=0NnY =1)
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Comme X et Y sont indépendantes alors :
PU=1NV=-1)=P(X=0PY =1)=pq

On calcule de méme les autres valeurs, ce qui donne la loi conjointe du couple (U, V).
On en déduit les lois marginales du couple (U, V), c’est-a-dire les lois de U et de V.

Ceci donne le tableau suivant :

v u 0 1 2 |loideV
—1 O | pg| O Pq

0 ¢ |0 |p | P+
1 O | pg| O Pq
Loide U | ¢* | 2pq| p? 1

b. Le plus simple est d’utiliser la bilinéarité de la covariance :
Cov(U,V)=Cov(X +Y, X —Y) = Cov(X, X)—Cov(X,Y)+ Cov(Y, X) + Cov(Y,Y)
Comme Cov(Y, X) = Cov(X,Y) alors :
Cov(U,V)=V(X)-V(Y)

Or X et Y suivent la méme loi donc Cov(U, V') = 0.

Sinon on peut utiliser la méthode usuelle pour calculer la covariance, a l'aide de la
formule de Konig-Huyghens :

Cov(U,V) = E(UV) — E(U)E(V).

Par linéarité de ’espérance :

E(U)=E(X+Y)=EX)+E(Y)=2p
E(V)=E(X-Y)=EX)—-E(Y)=0.

La loi conjointe du couple (U, V') montre que UV prend les valeurs —1, 0 et 1 avec
les probabilités respectives pg, p* + ¢ et pg. On en déduit que son espérance est

E(UV) =pq—pq=0.
Finalement la formule de Kénig-Huyghens donne Cov(U, V) = 0.
Ainsi U et V sont décorrélées.
Mais U et V ne sont pas indépendantes, par exemple car :
P(U =2)=p? PV=1)=pg PU=2NnV=1)=0

SI U et V étaient indépendantes on aurait

PU=2nV=1)=PU=2)xP(V=1).
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Démontrer que deux variables aléatoire de Bernoulli sont indépendantes si et seule-

ment si leur covariance est nulle.

D’apres le cours, si X et Y sont indépendantes alors leur covariance est nulle.
Démontrons que si X et Y suivent une loi de Bernoulli alors la réciproque est vraie.
Soit X et Y suivant des lois de Bernoulli %B(a) et B(b) avec (a,b) € [0, 1]*.

Comme X (Q) =Y (Q) = {0,1} alors XY (2) = {0, 1}, et ainsi XY suit aussi une loi de
Bernoulli.

Soit p = P(XY = 1), i.e., XY suit une loi de Bernoulli %B(p).
Par la formule de Konig-Huyghens :

Cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y)=p—ab

Si Cov(X,Y) =0 alors p = ab, donc P(XY =1)=P(X =1) x P(Y =1).
Or (XY =1)=(X=1NnY =1), et donc :

P(X=1nY =1)=P(X =1) x P(Y =1).

Les formules :

montrent que :

En fin la formule P(X =0)

PX=0NnY=0)+P(X=0NnY=1) donne:
PX=0NY=0)=1—a—b1—a)=(1—a)(l—b)=P(X =0)x P(Y =0)
On a vérifié que :
V(i,j) € {0,1}* P(X=iNnY =j)=P(X =1i) x P(Y =)

donc les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
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On jette n dés (n > 1), et on note X et Y les variables aléatoires égales aux nombres

d

a.

o oo o

a.

e 1 et de 6 obtenus.

Déterminer les lois suivies par X et Y, leurs espérances et leurs variances.
Reconnaitre, pour tout j € Y(Q2), la loi de X sachant Y = j.

En déduire la loi conjointe du couple (X,Y").

X et Y sont-elles indépendantes ?

Déterminer la loi de Z = X + Y. Vérifier par le calcul.

Calculer la covariance du couple (X, Y') puis son coefficient de corrélation linéaire.

Les n lancers de dé sont des expériences identiques et indépendantes.

Les variables aléatoires X et Y sont le nombre d’apparitions du 1 et du 6 respective-
ment, donc elles suivent des lois binomiales de parametres n et p = é, notées %(n, %)
On en déduit :

_5n

E(X)=E(Y)=~ VX)=V(Y) =g

. Si I’événement Y = j a lieu alors j lancers ont donné un 6.

Les n — j autres lancers ont donné un nombre entre 1 et 5, avec équiprobabilité.
La probabilité, lors de chacun de ces n — j lancers, qu'un 1 apparaisse est %

Ces n—7 lancers sont des expériences identiques et indépendantes, X compte le nombre
d’apparitions d’un événement de probabilité é, donc X sachant Y = j suit une loi
binomiale de parametres n — j et % notée %(n -7, %)

La réponse a la question précédente montre que :

Vi e[0,n] Viel[0,n]
Py—j(X =1) = {

(DGR sio<i<n—y

0 sinon.

1

De plus, comme Y suit une loi %(n, 5) alors :

vie[o,n] P(Y =j)= <7;) (é)j<2>n—j

On applique alors la formule P(AN B) = Pg(A)P(B), en remarquant que la condition
1 < n—j équivaut a la condition 72 4+ 7 < n. On obtient :

Vje[o,n] Vie[0,n]
(O so<ivi<n

0 sinon.

P((Xzi)ﬂ(YZj))Z{

On simplifie :

()O)EE T @@ = w6

7’L' <1>i+j<4>n—i—j
il n—i—4)I\6 6
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Finalement :
Y(i,4) € [0,n]?
n! 1\¢(1\J (a\n—i=J . . :
i) = e (5) (6)' () si0<i+j<n
0 sinon.

Dans cette derniere écriture on a modifié I’expression pour montrer que cette loi géné-
ralise la loi binomiale. Il s’agit ici d'une loi trinomiale.

d. Comme X et Y suivent une loi %(n, %) alors :

P(X=n)=PY =n) = (é)n
Ceci montre que : om
P(X=n)x P(Y =n)= <é)

Par contre, comme n + n = 2n > n alors d’aprées la question précédente :

On pouvait remarquer ceci des le début : si on jette n dés on ne peut obtenir n fois le
1 et n fois le 6. En conclusion, comme :

P(X=n)n(Y =n))# P(X =n)x P(Y =n)

alors X et Y ne sont pas indépendantes.

e. Les n lancers de dé sont des expériences identiques et indépendantes, X compte le
nombre d’apparitions du 1, Y compte le nombre d’apparitions du 6, donc X + Y
compte le nombre d’apparitions du 1 ou du 6. La probabilité a chaque lancer qu’un 1

1

i 1,1 1
ou un 6 apparaisse est ¢ + ¢ = 3.

Donc la variable aléatoire Z = X 4 Y suit une loi binomiale %(6, %)

Retrouvons ce résultat par le calcul.
A priori, comme X (Q2) =Y (Q2) = [0,n] alors :
Z(Q) =[0,2n]
Soit k un élément de Z(2). Par propriété la probabilité de I’événement Z = k est :
k
P(Z=k)=PX+Y =k =) P(X=0)n Y =k—1))
i=0

On sait que la probabilité de I'événement (X =1i)N (Y = j) est nulle si i+ j > n, donc
ici la probabilité de (X =1i) N (Y =k — i) est nulle si £ > n. On en déduit :

P(Z=k)=0 si kE>n

Ceci montre que Z(2) = [0, 7]
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Pour k appartenant a [0,n] on obtient, grace a la question c :

P(Z:k)ng((X:i)ﬁ(Y:k—i))

: ;k%i!(k —)l(n ﬁ!i — (k—1))! <é>i<é>k_i(g>n_i—(k—i)
S ﬁ!k)!éi!(kl_i)!@)k(é)n_k

On introduit k! pour faire apparaitre des coefficients du bindéme :
nl E R <1)k<4>”—’f
P(Z =k)= - =
( ) (n—k:)!k!;i!(k:—i)! 6 6
NGOt
~\kJ\6/ \6/ =\
(MO E =()E G =66
~\kJ\6/ \6 k)\6/ \6 - \kJ\3/ \3
On a prouvé que :

Z(Q) =[0,n] et Vkelo,n] P(Z=k) = (Z) (;)k@)”

Ceci montre que Z suit une loi binomiale de parametres n et %, notée %(n, %)
f. On utilise la formule :

Cov(X,Y) = J(V(X +¥) = V(X) - V(V))

Comme X, Y suivent des lois binomiales alors leurs variances sont :

5 2
VX)) =VY)=2  y(X+Y)=2
36 9
En on déduit la covariance et le coefficient de corrélation linéaire du couple (X,Y) :
n 1
XY)=—— t XY)=—=

@ On pioche deux boules successivement et sans remise dans une urne contenant n
boules dont a noires, avec 0 < a < n, les autres étant blanches.

On note X; et X, les variables aléatoires égales a 1 si la premiere boule, respectivement
la seconde, est noire, et a 0 sinon.

a. Déterminer la loi du couple (X7, X5), ainsi que ses lois marginales.

b. Démontrer que X; et X5 ne sont pas indépendantes.

c. Calculer la covariance du couple (X7, X5).

d. Soit X = X; + X5. Quel sens donner a X 7

Calculer la loi de X, son espérance et sa variance.
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a. Les variables aléatoires X; et Xy prennent uniquement les valeurs 0 et 1, donc elles
suivent des lois de Bernoulli.

Pour calculer la loi du couple (X;, X5) on définit I'univers €2 contenant les possibilités
pour les deux premiers tirages. Il contient les couples de deux éléments distincts de
I'urne, donc il contient n(n — 1) éléments. Ces éléments sont équiprobables.

Parmi ces couples, ceux qui contiennent deux boules noires sont au nombre de a(a —
1), ceux qui contiennent deux boules blanches sont au nombre de b(b — 1), ceux qui
contiennent une boule noire puis une boule blanche sont au nombre de ab et enfin ceux
qui contiennent une boule blanche puis une boule noire sont au nombre de ba.

Par équiprobabilité on obtient :

P(Xi=1)N(Xy=1)) = ZEZ:?) P((X, =0)N (Xy =0)) = :ngz_—ll))
P(Xi=1)N(Xy=0) = n(nail) P((X;=0)N(Xy=1)) = n(nbcil)

ces résultats peuvent étre placés dans le tableau suivant :

o 1| Loide X,
0 ﬁﬁi__?) n(ﬁn .
1 ey | 2= .
Loide X; | 2% o 1

Pour les lois marginales on a utilisé le fait que a +b =n, qui donnea+b—1=n —1.
Par exemple :

P(XQZO):P((X1:O)H(XQZO))—FP(()Q:1)ﬂ(X2:0))
_b(b—1)+ ab  bla+b-1) b
" nn—1) nn-1) nanh-1 n

On constate finalement que X; et X suivent des lois de Bernoulli de parametre 7,

notées %(%) ou %(1, %)
b. On constate que
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Par hypothese 0 < a < n, donc a, n et n — a sont non-nuls, et ainsi I’égalité n’a jamais
lieu :

Ceci montre que X; et X5 ne sont pas indépendantes.

c. Comme X; et X5 ne prennent que les valeurs 0 et 1 alors leur produit X; X5 ne prend
que les valeurs 0 et 1, et il vaut 1 si et seulement si X; et X, valent 1 toutes les deux :

PXiXo=1)=P(Xi=1)N (X2 =1)) = _11

La variable aléatoire X; X5 suit donc une loi de Bernoulli de parametre Zgz:ll)) On en

déduit son espérance :

ala —1)
n(n—1)

Or X, et Xj suivent des lois de Bernoulli de parametres ¢, donc

E(X,X) =

E(Xl)E(X2) =

On peut donc calculer la covariance :

a(n —a)

Cov(X1,Xy) = B(X1X,) — E(X1)E(Xsy) = _m

Cette covariance est non-nulle car 0 < a < n, ce qui confirme que X; et X5 ne sont pas
indépendantes.

d. La variable aléatoire X; prend la valeur 1 si une boule noire est piochée au premier
tirage, et 0 sinon. Elle est donc égale au nombre de boules noires piochées lors du
premier tirage.

De méme X5 est le nombre de boules noires piochées lors du second tirage.

La somme X = X; + X5 est donc le nombre de boules noires piochées lors des deux
tirages.

Déterminons la loi de X.

Comme X; = Xy = {0, 1} alors X(Q2) = {0,1,2}. De plus :

Ceci complete la loi de X

P(X—o)—m P(X—1)—n(§“_bl) px =2 = da=b

On peut vérifier que la somme de ces trois probabilités est égale a 1.
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On calcule également :

2 2ab 2a(a —1) 2a
EX)=) kP(X =k) = - ==
(X) kz:% ( ) n(n—1)+n(n—1) n

Ce résultat aurait pu étre obtenu par linéarité de I’espérance :

E(X) = E(X1 + X3) = E(X1) + E(X) = % T % - 2:

Pour la variance on commence par I'espérance de X? :

2ab N 4a(a —1)  2a(n+a—2)
nn—1) nn-1)  nn-1)

2
E(X?*) =Y KP(X =k =

k=0
Puis par la formule de Konig-Huygens :

V(X) = B(X?) - B(X)? = 2a(nt+a-2) (2@)

n(n —1) n
~ 2an(n+a—2)—4a*(n — 1)
B n?(n —1)
~ 2a(n® —na—2n+2a)  2ab(n —2)
n?(n—1) - n2(n—1)

Un autre possibilité de calcul de cette variance aurait été d’utiliser les données connues
sur X; et Xy. Comme X = X; + X, alors

V(X) = V(X1 + X5)

On en déduit :

Comme X; et X3 suivent des lois de Bernoulli de parametre = alors :

V(X)) = V(Xy) = 2<1 _ 9) _ab

n n n2
Donc : 5 b ;
a a a
V<X)_7ﬂ+712_2<n2(n—1)>
On aboutit a : ouh 5
abn —
V(X)=—
(X) n2n—1

On remarque que cette variance est nulle si n = 2. Effectivement, dans ce cas 'urne
contient deux boules, donc on les pioche toutes les deux, et le nombre de boules noires
obtenues est constant égal a a.

Remarque.

Si les deux tirages avaient été effectués avec remise, alors les variables aléatoires X,
et X, auraient suivi les mémes lois, a savoir %(%), mais cette fois elles auraient été
indépendantes.
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De plus, comme les expériences de tirage d’une boule auraient été identiques et indé-
pendantes alors X aurait suivi une loi binomiale %8 (2, 2).

On aurait alors obtenu :

2a 2ab

E(X)=— et V(X)=—

()= (=23

Ainsi le fait de ne pas remettre la premiere boule dans I'urne multiplie la variance par
n—2

un coefficient réducteur .

si n est grand alors ce coefficient tend vers 1, le fait de ne pas remettre la boule modifie
de moins en moins le résultat.

On pioche une par une et sans remise des boules d’une urne contenant n boules
indiscernables (n > 2) dont une est blanche, une est noire, et les autres sont rouges.
Soit X et Y les variables aléatoires égales aux rangs d’arrivée respectifs de la boule
blanche et de la boule noire.

a. Donner les lois de X, Y, leurs espérances et leurs variances.

b. Donner la loi conjointe du couple (X, Y).

c. Donner la loi de Z = X — Y, puis son espérance et sa variance.

d. En déduire la covariance du couple (X,Y), puis la variance de X + Y.

e. Donner la loi de D = |X — Y|, puis son espérance et sa variance.

a. Chaque boule peut arriver lors de I'un des n tirages, donc X () =Y (Q) = [1,n].

En piochant les n boules on obtient une permutation de ’ensemble des boules, donc €2
est I’ensemble de ces permutations, et Card €2 = n!.

Pour tout &k € [1,n] 'événement (X = k) est 'ensemble des permutations des n boules
ou la boule blanche est en position k, ce qui montre que Card(X = k) = (n — 1)L

Par équiprobabilité sur Q on obtient P(X = k) = =D — L

n! n

La variable aléatoire X suit donc une loi uniforme %%(n), et de méme pour Y.

Par propriété :

E(X) = E(Y) = ”;1 et VX)=v() =L

b. Soit i et j deux éléments de I'ensemble [1, n].

Si ¢ = j alors I'événement (X = iNY = j) est impossible car la boule blanche et la
boule noire ne peuvent étre piochées au méme tirage.

Sii # j alors 'événement (X = iNY = j) est 'ensemble des permutations des n boules
ou la boule blanche est en position ¢ et la boule noire est en position 7, cet ensemble
est de cardinal (n — 2)! donc par équiprobabilité P(X =inY =j)= =2 — _1

n! n(n—1)"

Finalement :

—n(nl_l) SEE

V(i) € L]’ P(X:mY:j):{o sii=j
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c. On pose Z =X —Y. Comme X(Q) =Y (Q) = [1,n] alors Z(Q)[—(n —1),n — 1].
On peut ajouter que Z ne peut prendre la valeur 0 car les événements (X =iNY = 1)
sont impossibles, donc

Z(Q)=[-(n—-1),—-1]U[L,n—1].
Soit k € Z(Q2). Déterminons P(Z = k).

La famille (X =i | 1 <14 < n) est un systéme complet d’événements, donc d’apres la
formule des probabilités totales :

P(Z=k)=> P(X =i)Px_(Z =k)

Ceci donne :

ZP(X:iﬂZ:k)

i=1
:ZP(X:iﬂ(X—Y):k:):ZP(X:iﬂY:z'—k)

i=1 i=1

3
N
[

Ni>
I

L’événement Y = i — k est possible si et seulement si 1 < ¢ — k& < n, ce qui donne
E+1<i<n+k.
On sépare deux cas : k <0 ou k > 0.

Si k < 0 alors les encadrements 1 <i<netk+1<i<n+kdonnent 1 <i<n+k,
donc :

n+k . ' n+k 1 n+k
_;P(X—iﬂY—z—k)—Zn(n_l) = A1)

=1

Si k > 0 alors les encadrements 1 <i<netk+1<i<n+kdonnent k+1<17<n,
donc :

" " 1 n—£k
P(Z =k) = P X=inY =i—k)= = )
R 1) (=1
On en déduit la loi de 7 :
n — |k

Vke[-(n—1),-1]Ul,n—1] P(Z=k) =

Pour 'espérance de Z on utilise la linéarité :
E(Z)=EX-Y)=EX)—-EY)=0
Pour la variance on utilise la formule de Konig-Huyghens :
V(Z)=E(Z* — E(Z)* = E(Z?).
Connaissant la loi de Z :

keZ(Q k=—(n—1) k=1
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Par changement d’indice j = —k dans la premiere somme :
=l n—=~k n—k 2
E(Z%) = k;2< + ) = nk* — k*
kzzzl nn—1) n(n-—1) n(n — 1),;( )
2 (nn(n ~1)@2n-1) n*(n— 1)2> ~ n(n+1)
“nn—1) 6 4 B 6
On en déduit : .
V(Z) = ”(”g )

d. Par bilinéarité de la covariance :
VIX-Y)=Cov(X =Y, X-Y)=V(X)+ V(Y)—2Cov(X,Y)

On en déduit : .
Cov(X,Y) = §(V(X) +V(Y)-V(2))

Ceci donne :

6 6

COV(X,Y):;<(R_1)(TL+1) n(n—|—1)>:_n1_;1

Toujours par bilinéarité de la covariance :
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

Ceci donne :

(n—Dmr+1) n+1 _ (n+1)(n—2)

VIX+Y)=
(X +Y) 6 6 6

On peut remarquer que cette variance est nulle si n = 2. En effet dans ce cas I'urne ne
contient que la boule blanche et la boule noire, donc le couple (X,Y’) ne peut prendre
que les valeurs (1,2) et (2,1), donc X + Y est constante égale a 3, et sa variance est
nulle.

e. Par définition D = |Z|. Comme Z(Q2) = [—(n—1),—1] U [1,n — 1] alors D(2) =
[1,n—1].
De plus :

Vke[ln—1 PD=k =P(Z=k +P(Z=—Fk)
n—k n+(—=k) 2(n—k)

_n(n—1)+n(n—1) n(n —1)

On peut donc calculer :

E(D) = Zz::kP(D =k) = =12 (nk — k?)
2 nn—1) nn-1)2n-1)\ n+1
~a(n—1) (” 2 6 ) -3
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De méme :
E(D?) = nZ_:kQP(D — k) = n(nz_l)’i(nﬁ )
k=1 Pt
n(n —1) 6 1 .
Finalement : 1 2
V@UzﬂD%—ﬂDf:m+i?—)

On constate que si n = 2 alors cette variance est nulle, car dans ce cas D est constante
égale a 1.

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires. On suppose que X suit une loi bino-

miale de parametres (n,p) et que pour tout k € [0,n], si X = k a lieu alors Y suit
une loi binomiale de parametres (k, a).

a. Déterminer la loi de Y.
b. Reconnaitre cette loi et expliquer.

a. Par définition, comme X suit une loi %(n, p) alors :

X(Q) =[0,n] P(X =k)= (Z)pkq"_k avec q=1-—p

De plus Y sachant X = k suit une loi binomiale de parametre k et a, donc :

k\ . .
Vi € [0, k] Px_ (Y =1) = ( ,>a’bkl avec b=1-—a
i
Comme k € [0,n] et 0 k alors 0 < i < n et donc Y (2) = [0,n].

SUS
La famille (X =k | 0 < k < n) est un systeme complet d’événements donc d’apres la
formule des probabilités totales :

l

Vie[o,n] PV =i)= iP(X = k) Py_n(Y =)

k=0

Sii >k alors Py_(Y =) =0 donc :
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On calcule done :

b 1 )
P(Y =i) = —d° k n—kbk—z
(¥'=1) =it

Le changement d’indice j = k — ¢ donne :

n! -l 1

PY =i)= —a'y —————pitignimip
( ) il =i =)l
n! i n —q)! . I
= ’ — i —ljlpb)?¢"

D’apres la formule du binéme :
. n /3 n—i
P(Y =i) = (Z> (ap)'(pb+ q)

On remarque que bp+ ¢ = (1 —a)p+1—p=1— ap, et donc finalement :

Y (Q2) = [0,n] et Vie[0,n] P(Y =1) = (n) (ap)'(1 — ap)™".

4

b. On constate que Y suit une loi binomiale de parameétres (n, pa).
On peut expliquer ceci de la fagon suivante :

On réalise n expériences identiques et indépendantes, dont un événement A peut ré-
sulter, de probabilité p. En cas de réussite on réalise une autre expérience dont un
événement B peut résulter, de probabilité a.

Si X est le nombre d’occurrences de ’événement A, et Y est le nombre d’occurrences
de I'événement B, alors X suit une loi %(n, p) et Y sachant X = k suit une loi %(k, a),
c’est la situation de l'exercice. En conséquence Y suit une loi %(n, ap).

Effectivement, Y est le nombre d’occurrences de I’événement A N B, c’est-a-dire le
nombre de fois ou les événements A puis B se produisent. Comme p = P(A) et a =
P4(B) alors P(AN B) = pa, et donc Y suit une loi %(n, ap).
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@ On tire simultanément trois boules d’une urne contenant a boules rouges, b boules

jaunes et ¢ boules bleues, avec a, b, ¢ strictement supérieurs a 1. On note X, Y, Z les
variables aléatoires égales aux nombres de boules rouges, jaunes et bleues respective-
ment.

a. Démontrer que X, Y, Z ne sont pas deux-a-deux indépendantes.
b. Calculer E(X)+ E(Y) + E(Z).
c. Démontrer que V(X +Y) =V (Z).

a. L’urne contient au moins deux boules de chaque couleur et on pioche trois boules, donc
il est possible d’obtenir deux boules rouges, deux boules jaunes ou deux boules bleues :

P(X=2)#0 P(Y=2)#0 P(Z=2)#0

Par contre comme on pioche trois boules alors on ne peux obtenir simultanément deux
boules rouges et deux boules jaunes, ni deux boules rouge et deux boules bleues, etc.
Ainsi :

On en déduit :
P(X=2)Nn(Y =2)) # P(X=2)x P(Y =2)

Les variables aléatoires X et Y ne sont donc pas indépendantes, et de méme pour les
variables aléatoires X et Z puis Y et Z.

b. La variable aléatoire X + Y + Z est le nombre de boules rouges, jaunes ou bleues.
Or 'urne ne contient que des boules de ces couleurs, et on pioche trois boules, donc
X +Y + 7 est constante égale a 3. Par linéarité :

EX)+EY)+EZ)=EX+Y+2)=3
c. Comme Z =3 — (X +Y) alors la formule V(aX + b) = a*V(X) donne :

V(Z)=V(=(X+Y)+3) = (-1)’V(X +Y) = V(X +Y)
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On lance d fois un dé équilibré (d € IN*) et on note n le nombre de six obtenus.
On lance n fois une piece qui donne pile avec la probabilité p € ]0,1[. On définit les
variables aléatoires :

Z : le nombre de six obtenus aux lancers du dé,

X : le nombre de piles obtenus,

Y : le nombre de faces obtenus.

a. Quelle est la loi de Z 7

b. Pour n fixé quelle est la loi de X sachant Z =n?

c. En déduire la loi de X. Reconnaitre cette loi, décrire de méme la loi de Y.

d. Calculer la covariance du couple (X, Y'), puis son coefficient de corrélation linéaire.

Réponses :

a. Z suit une loi %(d, %)

b. X sachant Z = n suit une loi %B(n, p).
¢. X suit une loi %(d, %) Y suit une loi %(d, %).

_ _dpg _ Pq — __ 1
d. Cov(X,Y) = — % L VA (s [ () B NEEED

Sip= % alors r = —11—1, c’est la valeur minimale.

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires tel que X (2) = Y (Q2) = [0, n] avec
n > 1, et pour tout couple (i,7) de X(Q) x Y(Q) :

A si0<i+j<n

PX=inY =)= { 0 sinon

Calculer la valeur de \.

Calculer les lois de X et de Y. Ces variables sont-elles indépendantes 7

Calculer laloide Z = X + Y.

Calculer les espérances de X, Y et Z.

Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que Z suit la méme loi que a X +b .

o A0 TP

En déduire la valeur du coeflicient de corrélation linéaire entre X et Y.

a. La somme de tous les P((X =1i) N (Y = j)) doit étre égale a 1 :

SSSP(X = )N (Y = ) =1

i=05=0

Pour chaque valeur de i fixé, P((X = 7) N (Y = j)) est non nul si et seulement si
0 < 7 < n—1, donc on peut écrire :

=0
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FIGURE 1 — Loi conjointe du couple (X,Y)

Y X 0 ......................... n LOI deY
0 ) N A (n+1))\
0
n )\ O ................. O )\
Loide X |(mn+1)A <o A 1
On calcule :
Z(ZA) Zn—z—l— (Zn—i—l Zz)
=0 \j=0 =0 =0 =0
2 2 — 1 2
:)\((n+1 ) n+2 n:)\(n—ir )2(n—|— )

On en conclut que la valeur de \ est :

2

A= (n+1)(n+2)

La loi conjointe du couple (X, Y') ainsi que les lois marginales peuvent étre représentées
dans le tableau figure 1.

b. Par propriété de la loi conjointe :
Vie[0,n] P(X=14)=> P(X=i)n({ =j))

Comme P((X =4)N(Y =j)) est nul si 0 < j < n —i et égal a X sinon, donc on

calcule :
n—i

PX=i)=> A=An—-i+1)

J=0

Pour la loi marginale de Y on obtient de la méme facon :
Vj € [0,n] PY=j)=Mn—-j+1A
On constate que P((X =n)N (Y =n)) =0 car n +n = 2n > n, alors que :
P(X=n)xP(Y =n)=X#0

On en déduit que X et Y ne sont pas indépendantes.
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c. Comme X () =Y (Q) = [0,n] alors a priori :
Z(2) =[0,2n]

Soit k un entier. Alors par propriété de la somme de deux variables aléatoires :
k
P(Z = k)= S P((X = i) N (Y = k= 1)) (1)

On sait que :
P(X=9)Nn(Y =j5))=0 si t+j3>n

Donc ici :

P(X=i)Nn(Y=k—i)=0 si k>n
Ainsi d’apres (1) :

On en déduit :
Z(82) = [0,n] (2)

Si 0<k<n alos i+(k—i)<n donc P(X=i)Nn(Y =k—i))=X puis
d’apres (1) :

vk e [0,n] P(Z=k)=YA=A(k+1) (3)

La loi de Z est donnée par (2) et (3).
d. L’espérance de X est :

On calcule : B
E(X) = zi:oz(n +1—-9)A= )\<(n + 1)éi _ é,ﬁ)
:A(n(ng—l) - n(n+1)6(2n+1)> :)\n(ngl)(g(n+1>_(2n+1))
_ 2 nn+1)(n+2) n
(1) +2) 6 ~3

Comme la loi de Y est égale a celle de X alors on obtient aussi :

Comme Z = X + Y alors par linéarité de 'espérance :

E(Z) = E(X)+ E(Y) = 2;‘
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e. On montre que Z et n— X ont méme loi. En effet, comme X (£2) = [0, n] alors (n — X)
prend les mémes valeurs, donc (n — X)(Q2) = Z(Q), puis :

Vkelo,n] Ph—-X=k=PX=n—k =\k+1)=PZ=k)

On retrouve ainsi 'espérance de Z : E(Z) =n — E(X) par linéarité.
f. Par propriété, comme Z =n — X alors V(Z) = V(X).
Comme X et Y suivent la méme loi alors V(Y') = V(X).
La formule V(X +Y) =V(X) + V(Y) + 2Cov(X, Y) montre donc que :

Cov(X,Y) = —;V(X)

1
On en déduit le coefficient de corrélation linéaire : r(X,Y) = ~3
On peut aussi calculer la covariance : Cov(X,Y) = —%.

Un repas réunit n convives (n > 2) portant tous un chapeau. En partant chacun

prend un chapeau au hasard.

Pour tout ¢ € [1,n] on note A; ’événement «le convive ¢ part avec son propre chapeau».

a. Déterminer la probabilité des événements A; et A; N A; pour tous (i, ) € [1,n]>.

b. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de convives qui partent avec leurs
propres chapeaux.

Calculer I'espérance de X puis sa variance.

a. Selon I’énoncé chaque convive peut récupérer un des n chapeaux avec équiprobabilité,

donc : .
Vi e [1,n] P(4;) = -

Soit (i,7) € [1,n]*.

Sii=jalors A;NA; = 4;, donc P(A;NA;) =1

Supposons que @ # j. Si I’événement A; a lieu alors il reste n — 1 chapeaux dont celui

du convine j. Il a donc, par équiprobabilité, une chance sur n — 1 de récupérer son

propre chapeau. Ainsi Py, (4;) = -

n—1°
On en déduit :  P(A;NAj) = P(A;)Pa,(A;) =1 x L = ﬁ
Finalement :
1 L
0 S11 =)

b. Pour tout i € [1,n], notons X; la variable aléatoire égale a 1 si le convive i récupére
son propre chapeau, et a 0 sinon.

La variable aléatoire X; est la variable aléatoire indicatrice de ’événement A;, c’est-a-

dire qu’elle suit une loi de Bernoulli de parameétre P(A;) = %
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Par propriété :

«MXDZ; et x4X0:1<1_1):n—1

n n n?

La variable aléatoire X est le nombre de convives qui recoivent leurs propres chapeaux,
donc le nombre de variables aléatoires X; qui valent 1. Ainsi :

=1
Par linéarité de ’espérance :
n 1
E(X) = ZE(Xz) =nx—=1
i=1 n
La covariance est bilinéaire donc :
i=1  j=1 i=1j=1

Si i = j alors Cov(X;, X;) = V(X;) = %51,
Si ¢ # 7 alors par formule de Konig-Huyghens :

Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(X;)E(X))

Comme X;(Q) = X;(©2) ={0,1} alors X;X,;(©2) = {0,1} avec :

1
PX;X;=1)=P(X;=1)N(X,;,=1)=PA,NA)= —.
( J ) (( ) ( J )) ( J) n(n . 1)
Ainsi la variable aléatoire X;X; suit une loi de Bernoulli de parameétre ﬁ, et donc
E(X,X;) = ﬁ Ainsi :
1 1 1

On peut alors calculer :

V(X) = ZCOV(Xi, Xz) + ZZ COV(Xi, X])
i=1 =11
-1 " 1 n—1 1
1 - ~ =1
n? —1—12:;(71 )an(n—l) n +n><n2

=n X

On a donc prouvé que E(X) =1 et V(X) = 1, ceci quelle que soit la valeur de n.
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Soit N et a entiers tels que 0 < a < N. On possede une urne contenant N boules,
dont a sont noires et b = N — a sont noires.
On pioche sans remise n boules successivement dans I'urne, avec n € [0, N].
Pour tout £k =1,...,n on note X}, la variable aléatoire égale a 1 si la k-eme boule est
noire, et a 0 sinon.
a. Déterminer, pour tout k = 1,...,n, la loi de Xj.
b. Déterminer, pour tout 4,5 = 1,...,n, la loi de X;X;.
c. Soit X =X +---+X,,.
Calculer I'espérance et la variance de X.
d. Reproduire 'exercice en supposant que ’on remet la boule obtenue apres chaque
tirage.
Que retrouve-t-on ?

Comparer I'espérance et la variance obtenues avec celles de la partie précédente.

Réponses :
G N1
PXp=1) =Y =2
2 ( k ) (Njiﬁ)l N
b Siii: PX.X.—1)— a(afl)ffz:fb)): _ a(a—1)
. ll%]- ( i<y — )_ (NIX!n)' — N(N-1)
Sinon X? = X.
C. Onposep:%etq:%.
E(X)=np  V(Xp)=pg Sii#j: Cov(X; X)) = -yt = -4
V(X) = npa =t

Sin = N alors V(X) = 0. En effet on pioche toutes les boules donc X est constante
égale a a.

dPXp=1)="G=4%  PXX;=1)="N—=1

E(X) = np comme précédemment.

V(X) = npq : on retrouve la variance de la loi binomiale.
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Soit (Xj)gen+ une suite de variables aléatoires identiques et indépendantes, d’es-
pérance m et d’écart-type o.

Pour tout n € IN* on pose :

1
Tn:E(X1+---+Xn).

a. Déterminer I'espérance et 1’écart-type de T}, en fonction de m, o et n.

b. Démontrer que pour tout a > 0 :

lim P(|T,—m|>a)=0

n—-+00
c. Calculer 'espérance de la variable aléatoire :
1 n
Sp==>(X; = T,)"

=1

Réponses :
a. On obtient :

b. Il s’agit de la loi faible des grands nombres.

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne :

V(T,) o?
T, —m| > )< g = 7
Le résultat en découle.
c. On obtient :
B(S,) = "1
n

Pour ceci on remarque que E(X?) = V(X;) + E(X;)? et de méme pour E(T?).
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Soit X une variable aléatoire, d’espérance m et d’écart-type o. Soit a un réel

strictement positif.
a. Démontrer que pour tout £ > 0 :

E(X —m+1t)*) =0° +t*
b. En déduire que pour tout t > 0 :

o? + 2
P(X —m>a)< ot
(a+1t)2
c¢. Démontrer que :
o2
PX—m>2a < ——
( )<
d. En considérant la variable aléatoire —X, démontrer que :
202

P(|X—m|>a)<m

Cette majoration est-elle meilleure que l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ?

Réponses :

a. On applique la formule de Konig-Huyghens pour la variable aléatoire Y = X —m +¢.
b. On applique I'inégalité de Markhov a Y2, qui est bien positive, avec (a + )%, qui est
bien strictement positif.

Ensuite on remarque que :
(X =m>a)C (X —m+1)°>(a+1t)?)

. 2 2 .. 2
c. La fonction t — ﬁ admet un minimum en ¢t = Z-, de valeur —7—.
d. L’égalité précédente est valable pour —X, qui admet pour espérance —m.

g

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev majore la méme probabilité par a—j, et n’a pas

d’intérét si a < o.
La nouvelle est meilleure pour a € |0, o|.
Par contre dans ce cas on obtient une probabilité plus grande que 1, donc c¢’est inutile.

C’est en fait 'inégalité de la question ¢ qui est utile.
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