Lycée Bellevue — Toulouse 2 mai 2025
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé n°7

Probléme 1. Endomorphismes cycliques. (25 points)
Partie A. Exemples. (9 points)

1. (a) (1 point) Les composantes de la fonction f sont (z,y) — —y et (x,y) — x, ce sont
des formes linéaires car elles sont de la forme (z,y) — az + by ot a et b sont deux
scalaires. Donc f est une application linéaire.

Comme f est une application linéaire de E dans lui-méme alors f est un endomor-
phisme de FE.

(b) (1 point) Soit e; = (1,0). Les valeurs successives de f*(e;) sont :

a=(1,00  fle)=01)=e fe)=(-1,00 fier)=(0,~1)
et filer) = (1,0) = ey

On remarque que f(e;) = e;.
De plus les quatre vecteurs f*(e;) pour k = 0,...,3 sont distincts.

La famille (ey, f(e1), f2(e1), f3(e1)) contient les vecteurs e; et ey qui engendrent E),
donc cette famille est génératrice de F.

Les conditions (7), (i), (iii) étant réalisées, la famille (e1, f(e1), f2(e1), f3(e1)) est
un cycle de f, et ainsi f est cyclique d’ordre 4.

2. (a) (2 points) Comme E = Vect (cos,sin) alors la famille (cos,sin) est génératrice de
E. Démontrons que cette famille est libre.

Soit (a, 3) € R? tel que o cos +3sin = 0. Alors :
Vr e R acosx + Bsinx = 0.

En particulier pour z = 0 ceci donne a = 0 et pour x = 7 ceci donne 8 = 0.

On a démontré que :
V(a, B) € R? acos+fAsin=0 =— a=p=0.

Ceci signifie que la famille (cos, sin) est libre.
Cette famille est libre et génératrice de F donc c¢’est une base de F.

Comme elle contient deux vecteurs alors E est de dimension 2.
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(b) (2 points) A priori'image d'une fonction f de E par ¢, est une fonction de R dans
R. On commence donc par démontrer que ¢, est une application linéaire de £/ dans
R®, puis on démontrera que son image est incluse dans .

Soit (f,g) € E* et A € R.
Alors t,(Af + g) est la fonction qui & = associe (A\f + g)($ + 2?”)

Par définition de la somme de deux fonctions et de la multiplication d’une fonction
par un scalaire :

Vr e R ()\f+g)<x+2f>:)\f(:v+2f>+g(x—l—%”).
Ceci donne :

VeeR (LA +9))(@) = At,()) (@) + (tp(9)) (x).

Ainsi :
V(f,9) € E VAeR tp(Af +9g) = )‘tp(f) + tp(Q)-

L’application t, est donc linéaire.

Montrons que t,(cos) et t,(sin) appartiennent a E.

L’application t,(cos) est 'application qui a x € R associe cos (91: + 2?”), donc :
Ve e R ty(cos)(x) = cosx cos %’r — sin z sin 2?”

Ceci donne :

tp(cos) = a cos +3sin avec o = COS 2?” et [ = —sin 2?”.

Ainsi @ t,(cos) € Vect (cos,sin) = E.

De méme :
ty(sin) = 7 cos 40 sin avec o = sin 2?“ et [ =cos %’T.

Ainsi : t,(sin) € Vect (cos,sin) = E.

Comme t,(cos) € E, t,(sin) € E et E est stable par combinaisons linéaires alors :
V(a, B) € R? aty(cos) + ft,(sin) € E.
Par linéarité de ¢, :
V(a, B) € R? ty(acos+fsin) € E.
Comme E = Vect (cos, sin) alors :
VfekFE to(f) € E.

Ceci montre que t, est une application linéaire de F dans F, donc ¢, est un endo-
morphisme de F.
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(¢) (1 point) Soit f = cos. Par récurrence immédiate I'application ¢5(f) est :
th(f) s & — cos (:L‘ + k%”)
Soit j et k deux entiers tels que 0 < j < k < p — 1. Supposons que tg; = t';. Alors :
2w\ 27
Vr e R cos(x—f—j?)—cos(x—kk?).

En particulier pour x = —) 2?” on obtient :

cos ((k: —j)%ﬂ) =1

Ceci montre que @ est un multiple de 27, donc p divise (k — j).

Or0<j<k<p,donc0<k—j<p:il est impossible que k£ — j soit un multiple
de p.
Cette contradiction montre que ¢} # t&.

(d) (2 points) On démontre que pour f = cos, la famille (f, to(f), .- ,tgil(f)) est un
cycle de f.
L’application t5(f) est application x + cos (x + p%), comme la fonction cos est
2m-périodique alors th(f) = f, la condition (i) est vérifiée.
D’apres la question précédente les t’; pour k allant de 0 a p — 1 sont tous distincts,
donc la condition (7i) est vérifiée.

Comme f = cos alors :
t,(f) = cos 2= cos — sin 2% sin = cos 2 f — sin 2 sin .
p p p p

Comme p > 2 alors 0 < 2?” < 7, donc sin %” # 0. Ceci montre que :

coS 2?” 1
sin = — t .
sin 2?“ / sin 2* o(f)

Ainsi sin est combinaison linéaire de f et de t,(f).
Comme f = cos alors cos est aussi combinaison linéaire de f et de ¢,(f).
On en déduit Vect (cos,sin) C Vect (f,t,(f)), et donc E C Vect (f,t,(f)).

Comme f et t,(f) appartiennent & E alors Vect (f,t,(f)) € E, et par double
inclusion £ = Vect (f,t,(f)).

Ceci montre que la famille (f,¢,(f)) est génératrice de E.

La famille ( fito(f), ... ,tg_l( f)) contient la famille (f,t,(f)) donc elle est aussi
génératrice de E, et ainsi la condition (7) est vérifiée.

La famille (f, to(f), ... ,tg_l(f)) est un cycle de f donc f est cyclique d’ordre p.
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Partie B. Cas général. (16 points)

1. (1 point) La famille (u, f(u),..., fP~*(u)) est un cycle de f donc elle est génératrice de
E. Elle est donc de cardinal supérieur ou égal a sa dimension, ce qui donne p > n.

2. (2 points) Soit k € IN. Alors : fP(f*(u)) = fP™*(u) = f*(fP(u)).
Comme f est cyclique d’ordre p alors fP(u) = u, et donc fP(f*(u)) = f(u).
Démontrons que f? = id, c’est-a-dire que pour tout v € E :  fP(v) = v.
Soit v € E. La famille (u, f(u),..., fP"1(u)) est génératrice de E donc il existe des
scalaires Ao, ..., A\, tels que

p—1
0= Nu+ A f(u)+ -+ Ao P u) =Y e fF ().
k=0
Comme f est linéaire alors par composition f? est linéaire, et :
p—1
fP0) = D M fP(fM ().
k=0
D’apres ce qui précede :
p—1
fP0) =D M ff(u) = v.
k=0

Ainsi pour tout v € E': fP(v) =v. Ceci montre que f?P = id.
On en déduit fo fP~1 = fP~1 o f =id, donc f est bijective d’inverse fP~*.
Enfin f est un endomorphisme bijectif de £ donc f est un automorphisme de E.

3. (a) (1 point) Comme f est linéaire alors par composition et combinaisons linéaires f—id
et id+ f +--- + fP~! sont linéaires, et ce sont des endomorphismes de FE.

Leur noyaux et leurs images sont donc des sous-espaces vectoriels de F, ce qui
montre que F, G et H sont des sous-espaces vectoriels de E.

(b) (1 point) Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors ils contiennent
son élément nul : {0p} C FNG.

Soit ve FNG. Alorsv e FetveG.
Comme v € F alors f(v) —v = 0g, donc f(v) = v puis f*(v) = v pour tout k € IN.
Comme v € G alors v+ f(v) + - + fP"}(v) = 0p, donc pv = 0. Comme p # 0
alors v = 0g.
Ceci montre que F'NG C {0g}, puis par double inclusion F NG = {0g}.

(c) (1 point) Soit v € H = im(f — id). Alors il existe w € E tel que v = f(w) — w. On
en déduit, par linéarité de f :

p—1

(id+f+-- fF () = I;Z_:f’“(w — f(w) =Y (f*0) = /' (v))

- ZX::f’“(v) - Ii}fk(v) — v o).

Comme f? =id alors (id + f +--- f7~1)(v) = Op, donc v € G.
Ainsi H C .
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(d) (2 points) D’apres la formule de Grassmann :
dim(F + H) = dim F + dim H — dim(F N H).
D’apres le théoreme du rang, comme E est de dimension finie :
dimker(f —id) + dimim(f —id) = dim E.

Ceci donne :  dim F' + dim H = n.
De plus, comme H C G alors FNH C FNG, et comme FFNG = {0g} alors
FNH={0g}
On en déduit donc :  dim(F + H) = n.
(e) (1 point) Comme F'+ H C E et dim(F' + H) = n = dim F alors par théoreme

F+H=F.

Comme H C G alors F+ H C F+Getdonc E C F+ G C FE, ce qui donne
E=F+d(.

Ainsi F+ G = E et FNG = {0g} donc E = F @& G, cest-a-dire F' et G sont
supplémentaires.

4. (a) (1 point) Soit K l'ensemble des entiers naturels k tels que la famille (u, f(u),
. ,fkfl(u)) est libre.
Pour k£ = 0 il s’agit de la famille vide, laquelle est libre, donc 0 € K, et K est
non-vide.

Comme F est de dimension finie n alors toute famille libre est de cardinal inférieur
ou égal a n, ce qui montre que tous élément de K est inférieur ou égal a n, donc K
est majorée par n.

La famille K est une famille d’entiers majorée et non-vide donc elle contient un
plus grand élément, que I’on note m.

(b) (1 point) Par définition de m la famille (u, f(u),..., f™ '(u)) est libre et comme
m + 1 n’appartient pas a K alors la famille (u, f(u),..., f™(u)) n’est pas libre.

Elle est donc liée, et ainsi il existe des scalaires Ag, ..., A, non tous nuls tels que :

Si A, = 0 alors
)\ou + Alf(U) +--+ /\m_lfm_1<U) = OE
Ceci impose \g = -+ = A\, = 0 car la famille (u, f(u),..., f™ Y(u)) est libre.

Or les A, ..., A\, sont supposés non tous nuls. Cette contradiction montre que A,,
n’est pas nul.

On peut donc écrire :

m o )‘0 >\1 /\m—l m—1
) = =3 =SS o=t )
Ainsi f™(u) est combinaison linéaire des vecteurs u, f(u), ..., f™ 1 (u).
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(¢) (1 point) Pour tout k € IN notons %y, la proposition : f*(u) est combinaison linéaire
des vecteurs u, f(u),..., f™ H(u).

Initialisation. La proposition %}, est évidente pour k£ = 0,...,m — 1, et nous venons
de la démontrer pour k = m.

Hérédité. Soit k£ un entier tel que k£ > m. Supposons que la propriété %, est vraie.
Alors il existe (A, ..., Am—1) € K™ tel que

FRu) = Xou+ M f(uw) + - 4 Ao 77 ().
On en déduit, par linéarité de f :
F ) = F(fH (@) = Xof (@) + M f2 () + - 4 Ao 77 (W) + Aot f 7 (w).

Le vecteur Ao f(u) + A f2(u) + -+ + Ao f™ 1 (u) est combinaison linéaire des vec-

teurs u, f(u),..., f™ !(u), et nous venons de démontrer que c’est aussi le cas de
S (w).
Par somme f*"!(u) est combinaison linéaire des vecteurs u, f(u), ..., f™ 1(u).

La propriété est donc héréditaire.
Conclusion. Par récurrence la propriété 9, est vraie pour tout k& € IN.

(d) (1 point) La propriété que nous venons de démontrer est valable en particulier pour
tout £ =0,...,p—1, donc :

Vk=0,....,p—1 f*(u) € Vect (u,f(u), . ,fm_l(u)> :

Comme Vect (u, f(u),..., f™Y(u)) est un sous-espace vectoriel de E alors il est
stable par combinaisons linéaires, et ainsi :

Vect (u, flu), ..., fp_l(u)) C Vect (u, flu), ..., fm_l(u)> :

Comme la famille (u, f(u),..., fP"}(u)) est un cycle de f alors elle est génératrice
de F, donc :

E = Vect (u, flu),... ,fp_l(u)> .
On en déduit par double inclusion E = Vect (u, f(u), ..., f™ (u)) et donc la famille
(u, f(u),..., f"1(u)) est génératrice de FE.
Nous savons qu’elle est libre, donc elle est une base de F.

Comme FE est de dimension n alors toutes ses bases sont de cardinal n, et ainsi
m = n.

5. (a) (1 point) La famille (u, f(u),..., f"'(u)) est une base de E d’apres la question
précédente, et g(u) est un vecteur de E. Il existe donc une et une seule famille
(g, ..., 1) de scalaires telle que :

g(u) = agu + ayf(u) + -+ a1 " (u).

Ces scalaires sont les coordonnées de g(u) dans la base (u, f(u), ..., "' (u)).
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(b) (1 point) Par définition de g et h :
= gaifi(u) et h= Tiéaifi.
Soit k£ € IN. Alors : 7 7
h(f E:ann (f*(u 2:6n1"+k E:C%f% (f"(u)).
Par linéarité de f* :
1) = (S s ) = ot

Comme f et g commutent alors f* o g = go f¥ et donc h(f*(u)) = g(f*(u)).
La famille (u, f(u),..., f" *(u)) est une base de F, et :

Vhk=0,....,n—1  h(f"u) = g(fFu)).

Une application linéaire est uniquement déterminée par I'image d’une base, g et h
coincident sur la base (u, f(u),..., " (u)) de E, donc h = g.
(¢) (1 point) Soit C' l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f.

Nous venons de démontrer que si g est un élément de C' alors g est combinaison
linéaire de id, f,..., f*~!. Ceci donne :

C C Vect (id, f,..., f*).

Réciproquement, si ¢ est une combinaison linéaire de id, f, ..., f*~! alors il existe
Aoy -+ A1) € K™ tel que :

g=Aold + A f+---+ X f17
Alors g commute avec f :
gof=Xf+Mf 4+ +Xf"=fog.

Ceci montre que :

Vect (id, £ .,f”*l) cC

Par double inclusion on en déduit que C' est ’ensemble des combinaisons linéaires
deid, f,..., f~ 1
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Probléme 2. Développement asymptotique de la série harmonique. (19 points)
Partie A. (10 points)

1. (2 points) Les fonctions ¢t + Int et ¢ — (¢ — 1) sont définies, continues et non-nulles sur
I'intervalle ]0, 1[, donc par quotient et combinaison linéaire la fonction f est définie et
continue sur cet intervalle.

Comme + —0 et - — —1 alors f(t)—1.
t—0 t—0 t—0

Int t—1

Pour calculer la limite de f en 1 on utilise un développement limité. On pose h = ¢t — 1.
Alors :

f(t)—i— 1 t—1-Int h—In(l+h)
S Int t—1 (t—1ln(t)  hln(l+h)
Ceci donne :
h—(1+h) h=(h=%+0h?) 1
Uh) o T = 2 = 5 tol)

On en déduit :  f(t) — 3.

t—1
La fonction f admet des limites finies en 0 et en 1, donc elle est prolongeable par

continuité sur [0,1], en posant f(0) =1 et f(1) = 1.
2. (2 points) La fonction f est continue sur le segment [0, 1] donc elle est bornée. Soit M

un majorant de |f| :
vee[01]  [f()] < M.

On en déduit, pour tout n € IN :
vie[0,1] [t f()] =" f ()] < Mi"

Par croissance de l'intégrale :

1 1
/|t”f(t)ydt</ Mt™ dt.
0 0

Par inégalité triangulaire :
1
1< [ 1)t

Par transitivité de la relation d’ordre :

n+1

1 2fnJrl 1 M
Vn € N ]MgM/t"dt:M[ ] -
0 n+1

0

Par théoreme d’encadrement : I, — 0.

n—-+o0o
3. (2 points) Les fonctions t +— Int et ¢ — (¢t — 1) sont non-nulles et de classe 6" sur ]0, 1|
donc par quotient et combinaison linéaire la fonction f est de classe 6" sur 10, 1].

Sa dérivée est :
1 1

Tt (=17

vtelo, 1 f(t) =

Dans le but d’utiliser le théoreme de limite de la dérivée, on calcule la limite de cette
dérivée lorsque t tend vers 1, ceci au moyen d’'un développement limité.
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Tout d’abord, en posant h =t —1 :

1 1
"(1+h)=— — .
FOh) = s~ arma o h)
On calcule :
h: h ?
In?(1 = (h— =+ = 3
n(-+m(m<h 24—3+OM)>
_ 72 3 2, 1\4 4y _ 312 13, 1134 4
@h—h+(3+4)h+o(h)@h W+ Lpt 4 o(ht)
Donc :

(1+h)I*(1+h) = (1+h)(h* = h*+ Zh' + o(h")) = h? — 1% 4 o(h?)

Ensuite :
1 1 1 h?
"14+h) = (11— = —[1— {14+ —= +o(h?
f(+ )(0) h2< 1_ilz;_|_0(h2)> 0) h2< <+12+0( )))
1
(:)—54‘0(1)
Ainsi :

 La fonction f est continue sur |0, 1].
e La fonction f est dérivable sur |0, 1].

o lim f'(t) = —%.

t—1

D’aprés le théoréme de limite de la dérivée, la fonction f est de classe €' en 1 et sa

_ L
12"

Finalement f est de classe 6" sur )0, 1].

dérivée en ce point est f/'(1) =

4. (a) (1 point) D’apres la question précédente h est définie sur |0, 1] et :

—t L &t<1

vt €10,1] h(t):{ OO

-+ sit=1.

Par quotient et combinaison linéaire cette fonction est continue sur |0, 1.
D’apres la question précédente elle est continue en 1.

— —— 0 alors: h(t) — 0.
0 t—0

t
Comme (tT — 0 et 2 PR

)? t—0

La fonction h est continue sur ]0,1] et admet une limite finie en 0, donc elle est

prolongeable par continuité a U'intervalle [0, 1], en posant h(0) = 0.
tn+1

(b) (1 point) Soit v(t) = L-+. Cette fonction est de classe 6" sur le segment [z,1]. La

+1

fonction f est de classe 6" sur ce segment aussi, car elle est de classe 6" sur ]0, 1],

et [,1] €10, 1].

On peut donc appliquer le théoreme d’intégration par parties :

/:t”f(t) dt = l

tn+1
n+1 n+1

o] - [ E o
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Comme f(1) =1 et h(t) =tf'(t) alors :

/:tnf(t) dt= 2(n1+ - x:f(f) - n—ll— 1/xltnh(t) - (1)

Il s’agit de la formule attendue.

(¢) (1 point) La fonction f est continue sur 'intervalle [0, 1], donc par produit la fonction
t — t" f(t) est continue sur cet intervalle.

D’apres le théoreme fondamental, la fonction
Fia !—>/ £ F () dt
0

est une primitive de cette fonction. Donc elle est dérivable sur [0,1], a fortiori elle
est continue, ce qui montre que :  F(x) — F(0).
T—r

On obtient bien : / t"f(t)dt — 0.
0 z—0

Comme h est continue sur [0, 1] alors on obtient de méme : / t"h(t)dt — 0
0 T—

(d) (1 point) On considere ’égalité (1) et on calcule sa limite lorsque z tend vers 0.

D’apres la relation de Chasles :

/;t"f(t)dtz/oltnf(t) dt—/:t"f(t) dt.

D’apres la question précédente :

1 1
/t"f(t)dt—>/0 () At = I,

z—0

De méme :

1 1
/ R At — [ h(t) dt.

z—0 Jo

Comme la fonction z + "1 f(z) est continue en 0 alors : 2" f(x) — 0.
z—

Par unicité de la limite I’égalité (1) donne :

1 1

1
I, = _ / " .
2(n+1) n+1 oth(t>dt

Comme h est continue alors de méme que dans la question (2) on démontre que :

1
/ "h(t) dt — 0.
0

n—-+00

On en déduit :

I 1 n 1 (1) 1 n (1)
n = 0 = ——+o(—).
(+o0) 2(n+1) n+1 (+00) 2(n+1) n

Comme n%rl ~ % ceci donne :
(400)
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Partie B. (7 points)
1. (1 point) La fonction g, : t — % est définie sur |0, 1], par quotient elle est continue.
Elle tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 : g, (t) 0

Pour calculer sa limite en 1 on écrit :

_(I+h"=1  nh+olh)  n+o(l)
gn(1+h) = In(1+h) © h+o(h) © 1+0(1)

On en déduit :  g,(t) e
La fonction g, est continue sur |0, 1] et elle admet des limites finies en 0 et en 1 donc
elle est prolongeable par continuité sur [0, 1], en posant g,(0) =0 et g,(1) = n.

2. (2 points) Soit = € |0, 1[. Alors 0 < 2" < z < 1, donc le segment [z" + 1, ] est inclus
dans l'intervalle |0, 1].

La fonction h : t — o est définie et continue sur Uintervalle ]0, 1[, donc sur le segment
[z z]. Ceci montre que l'intégrale J,(x) est définie.

Ainsi la fonction J,, est bien définie sur I'intervalle 0, 1[.

Comme la fonction h est continue sur 'intervalle |0, 1] alors d’apres le théoreme fonda-
mental elle admet une primitive. Soit H une telle primitive, c¢’est-a-dire une fonction
dérivable sur |0, 1] telle que H' = h.

D’apres le théoréme fondamental :  Vz € 10,1]  J,(z) = H(z"™!) — H(x).
Comme les fonctions H et x — 2™ sont dérivables alors par composition et combi-
naison linéaire la fonction J,, est dérivable. Sa dérivée est :

Ve €l0,1]  J\(z) = (n+ 1)a"H (z"") — H'(z)

Ceci donne :

1 1 " —1
Jl — 1 n _ — =g, .
n(7) = (n+ 1z In(z"*t1)  Inzx Inz gn (%)

Ainsi la fonction J,, est une primitive de la fonction g, sur |0, 1[.
Comme la fonction g, est continue alors la fonction J,, est de classe 6" sur ]0, 1],
3. (2 points) On peut effectivement écrire :

Voeelo, [ Ju(z) :/:n+1§tt :/:n“ (f(t)+t_11> dt

Par linéarité de 'intégrale :

xn+1

n+1 dt

Vo € 10,1 Jn(x):/x f(t)dt+/: g (2)

On calcule les limites en 0 et en 1 de ces deux intégrales.

Comme la fonction f est continue sur U'intervalle [0, 1] alors elle admet une primitive
sur ce segment. Soit F' une telle primitive. Alors :

xn+1

va € [0,1] / F(8)dt = F(z"™) — F(z).
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Comme F est une primitive sur [0, 1] alors elle est continue sur [0, 1], donc :

F(x) — F(0) et F(z) — F(1).

r—1

Comme 2" —— 0 et 2" —— 1 alors par composition :
0 1
T— r—

F(z") — F(0) et  F("th) — F(1).

z—0 rz—1

Ceci donne, par soustraction de limites :

gntl gntl
/m fydt—0 et / f(tydt — 0.
On calcule ensuite :
z" T ¢ gl ot n
1 / —_— = {l t—1 } =In|—| =1 k
Vo €10,1] T3 n | |w n—— ‘ n(I;)x

On en déduit :

2"t dt @t dt

Par somme de limites, ’égalité (2) donne :

lim Jo(z) =0 et lim J,(1) = In(n + 1).

r—1

4. (2 points) La fonction J, est de classe 6" sur ]0,1].
Elle admet des limites finies en 0 et en 1 donc elle est prolongeable par continuité a
I'intervalle [0, 1], en posant J,,(0) = 0 et J,,(1) = In(n + 1).
On note toujours J,, la fonction prolongée.

Sa dérivée sur I'intervalle |0, 1] est g,. Nous avons démontré que cette fonction admet
des limites finies en 0 et 1, respectivement 0 et n. Ainsi :

e La fonction J, est continue sur [0, 1].

« La fonction J, est de classe 6" sur ]0, 1].

¢ La fonction dérivée J; admet des limites finies en 0 et en 1.

D’aprés le théoréme de limite de la dérivée la fonction J, est de classe 6" sur [0, 1].
De plus ses dérivées en 0 et en 1 sont J/(0) =0 et J/ (1) = n.

La fonction g, est continue sur U'intervalle [0, 1] donc d’apres le théoreme fondamental
la fonction
G,:10,1] — R

T —> / gn(t)dt
0
est une primitive de g,.

La fonction J,, est aussi une primitive de g, sur [0, 1]. Comme [0, 1] est un intervalle
alors il existe une constante K telle que pour tout = € [0,1] : Gp(x) = Ju(x) + K.

Comme G,(0)=0= J,(0) alors K =0.
1

Ainsi G, (1) = J,(1), ce qui donne bien : / gn(t)dt =In(n +1).
0
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Partie C. (2 points)
L. (1 point) Soit n € IN*. Comme f(t) = 17 — ;=7 alors :

lnt

/;<t”—1>f<t>dt:/;<fi;£—i’:f)w

Par linéarité de 'intégrale :

1 1 1
1 tdt:/ dt—/ dt
/0( )f<) o Int o t—1

1 n—1

/Ol(tn_Df(t)dt:/olgn(t)dt—/o Sk dt.

Par linéarité de 'intégrale :

1 n—1 n o1
thdt = /t’“dt ~ =H,.

Ceci donne :

On en déduit, grace a la question (4) de la partie précédente :
/Ol(t” 1) f(t)dt = In(n + 1) — H,.
On aboutit a :
Vne N  H,=In(n+1)— /Ol(t" ~ 1) f(t)dt.

2. (1 point) Par linéarité de I'intégrale :

/01( —1)f(t)dt /t"f dt—/f ydt = I, —~

D’apres la partie A :

De plus :

1 1 1 1
ln(n+1):1n(n<1+))zlnn—l—ln(l—l—) = lnn—i——i—o().
n n/ (+o0) n n

D’apres la question précédente :

1 1 1 1
H, = lnn++o(>—+o( )—I—v.
( n 2n n

Ceci donne le développement asymptotique suivant a l'ordre 1 :

1 1
H, = lnn—|—7—|—+0().
(+00) 2n n
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