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Chapitre A12
Intégration

I. Continuité uniforme

Dans cette partie on note I un intervalle et f : I — R une fonction.

Année 2025-2026

_ | Définition

La fonction f est uniformément continue si :

Rappel. La fonction f est continue si :

Exemple 1.
(i) La fonction carré n’est pas uniformément continue.
(71) La fonction carré est uniformément continue sur [0, 10].

(77i) La fonction racine carrée est uniformément continue.

/_( Propositions J

(i) Si f est lipschitzienne alors f est uniformément continue.

(77) Si f est uniformément continue alors f est continue.

Les réciproques de ces implications sont fausses en général.
G

Démonstration.

i)
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Chapitre A12. Intégration I. Continuité uniforme

La fonction racine carrée est uniformément continue alors qu’elle n’est pas lipschit-
zienne, donc la réciproque est fausse en général.

(ii) Cette propriété est immédiate.

La fonction carré est continue mais n’est pas uniformément continue, donc la réci-
proque est fausse en général. O

,_( Théoréeme de Heine ]

Si une fonction est continue sur un segment alors elle est uniformément continue.

Démonstration.
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Chapitre A12. Intégration I1. Définition de l'intégrale

I1. Définition de l’intégrale

Dans toute cette partie, I désigne un segment [a, b] avec a < b.

A. Fonctions en escalier

ﬁ( Définitions |

o Une subdivision de I est une suite de réels (zo, ..., x,) telle que :

a=xg< T < <z, =0

e Une fonction f: I — R est dite en escalier s'il existe une subdivision (z)o<k<n de
I telle que f est constante sur chaque intervalle |zy_1, 2.

Cette subdivision est alors dite adaptée a la fonction f.

Exemple. La fonction partie entiére x — |z] est en escalier sur tout segment.

| Définition
Soit f : I — R une fonction en escalier. Soit (zx)o<k<, une subdivision de I adaptée a
f, et yy la valeur de f sur Uintervalle |zy_1, zx[, pour tout &k =1...n.

On appelle intégrale de f sur I et on note / f le réel :
I

Remarque. L’intégrale de f ne dépend pas de la subdivision choisie.

Elle ne dépend pas non plus des valeurs de f aux points de cette subdivision.

Proposition ]

Soit f et g deux fonctions en escalier. Alors il existe une subdivision de I adaptée a f
et ag.

Démonstration. Soit (xy,...,z,) une subdivision adaptée & f et (yo,...,¥ymn) une subdi-
vision adaptée & g. L’ensemble {xo,...,2x,} U{vo,...,ym} contient un certain nombre de
réels distincts que 1'on note zp, ..., 2, avec zp < 21 < -+ - < 2p.

La subdivision (2o, ..., 2,) est adaptée a f et & g car elle contient tous les x; et les y;. O
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Proposition ]

e Les combinaisons linéaires de fonctions en escalier sur I sont en escalier.
e Le produit d'un nombre fini de fonctions en escalier sur I est en escalier.

Démonstration. En effet, si fi,..., f, sont des fonctions en escalier alors il existe une
subdivision de I adaptée a toutes les f;. O

Lemme - Croissance de l’intégrale des fonctions en escalier j

Soit f et g deux fonctions en escalier. Si f < g alors / f< / g.
I I

Démonstration. Soit (xo,...,z,) une subdivision adaptée & f et & g. Pour tout k =
1,...,n, soit yi et z; les valeurs respectives de f et de g sur Uintervalle |y _1, zy].

Si l'inégalité f < g aliewalors: Vk=1,....n i < z

Dans ce cas, comme les x; — x,_1 sont tous positifs on en déduit par somme :

D ye(r — xim1) <O ze(wr — xp1)
k=1

k=1

Ceci donne exactement / < / g. 0
I I

Lemme - Linéarité de l’intégrale des fonctions en escalier ]

Soit f et g deux fonctions en escalier et A un réel. Alors : / Af+g9) =X / f+ / g |
I I I

Démonstration. C’est une conséquence de la linéarité de la somme.

On choisit une subdivision (xo, ..., x,) adaptée a f et & g, et on note y;, et z les valeurs
respectives de f et de g sur Uintervalle |zy_1, xx[.

Alors la fonction Af+ ¢ est en escalier, de valeur (Ayx+ z) sur chaque intervalle |z, xx[,
donc :

/)\f—i—g ) =D (Ayk + 2i) (xk — Tp—1)
k=1

Par linéarité de la somme :
/()\f + g) == Azyk(l‘k — l‘k_1> + sz<$k — Ik—l) = )\/f + /g
I k=1 k=1 I I

L’intégration des fonctions en escalier est donc linéaire. ([l
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B. Fonctions continues par morceaux

| Définition
Une fonction f : I — R est dite continue par morceaux sur le segment I s’il existe une
subdivision (zx)o<k<n de I telle que :

e f est continue sur chaque intervalle |xy_1, zy|.
o f admet une limite finie a gauche et a droite en chaque point x4, ..., z,.

_ [ Définition (suite) |

Si I est un intervalle quelconque, on dit que f est continue par morceaux sur I si elle
est continue par morceaux sur tout segment inclus dans 1.

Notation

On note 6,,(I, R) 'ensemble des fonctions de I dans R continues par morceaux. }

Remarque. Une fonction continue est continue par morceaux :  6°(I,R) C 6,,,(I,R)

Propositions ]

(1) Un fonction continue par morceaux sur un segment est bornée.

(7i) La somme et le produit de fonctions continues par morceaux sont continues par
morceaux.

On en déduit que 6,,(I,R) est un espace vectoriel et un anneau.

Démonstration.

(1) Soit f : I — R une fonction continue par morceaux sur le segment I, et (x)o<k<n
une subdivision de I adaptée a f. Pour tout K = 1,...,n on note f; la restriction de
f alintervalle |zy_1, x|

Comme f admet des limites finies en x;_; et en x; alors elle est prolongeable par
continuité sur le segment [z;_1, zx]. On note f le prolongement par continuité obtenu.

Une fonction continue sur un segment est bornée, donc f; est bornée. Par restriction
fr est bornée. Ceci montre que f est bornée sur Up_; |zx—1, k[

Comme les valeurs de f aux points zg, ..., x, sont en nombre fini elles sont bornées,
et donc finalement f est bornée sur I.
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(i1) Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux, alors il existe une subdivision
adaptée aux deux fonctions. Sur chaque intervalle |z;_1, x| de cette subdivision les
fonctions f+ g et fg sont continues. Par somme et produit de limites elles admettent
des limites finies a gauche et a droite aux bornes de ces intervalles.

Donc elles sont continues par morceaux.

De plus, pour tout A € R la fonction Af est continue par morceaux, car la fonction
g : x +— X est continue par morceaux. ([l

Théoréme - Approximation par une fonction en escalier ]

Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment / et € un réel strictement
positif.
Alors il existe deux fonctions f; et fo en escalier sur I telles que :

Veel  f(z)—e< file) < f2) < fale) < fz) +e

Démonstration. On démontre qu’il existe une fonction en escalier f; comprise entre f — e
et f, puis on pose fo = fi +e€.

On commence par supposer que f est continue.

Alors f est continue sur le segment I donc d’apres le théoreme de Heine elle est unifor-
mément continue. Comme £ > 0 on en déduit :

>0 Vayel” |r—yl<n = |fla)-fly|<e (1)

On note I = [a,b] avec a < b. On crée une subdivision de ce segment de pas h plus petit
que n. Pour ceci on pose n = P’T‘ﬂ, puis :

Vk=0,...,n xp = a+ kh avec h = t=a

Comme n > (’_T“ alors h < n, et xg = a, z, = 0.
Pour tout £ =0,...,n—1,soit yp = Inf  f(z).
TpSTETp41

On définit la fonction en escalier f; par :
Vk=0,...,n Vo € g, Tria] fi(z) =y
Cette fonction est bien en escalier, et par définition des y; :
Vk=0,...,n Vo € [k, Tria| fi(z) < f(x)

Ceci montre que f; < f. Démontrons que : Ve €I f(x)—e < fi(x)

Pour ceci on fixe un élément x de 1. Alors il existe k € {0,...,n} tel que z € [zy, Tp41]
(il suffit de poser k = |%%|). Donc fi(x) = yi, par définition de f;.

On a supposé que f est continue, et y;, est la borne inférieure de f sur le segment [xy, 51 1],

donc elle est atteinte : il existe ), € [xy, Tx41] tel que f(z}) = ys.

Les points x et ) appartiennent au segment [z, Zri1], lequel est de largeur h, donc
|z — )| < h < n. Daprés l'assertion (1) ceci implique que |f(z) — f(z},)| < € donc
|f(x) =yl < puis [f(z) — filz)] <e.
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Ceci montre que f(z) — fi(z) < e, donc f(z) —e < fi(z).

Finalement pour tout # € [ on a f(x) — ¢ < fi(z) < f(x), donc le résultat est démontré
dans le cas ou la fonction f est continue.

Supposons maintenant que f est continue par morceaux.

Soit (zo, ..., x,) une subdivision adaptée a f. Sur chaque intervalle |z;_;, zx[ la fonction
f est continue donc il existe une fonction en escalier f;; telle que f —e < fi1, < f sur

]kafh Tk [

On définit alors la fonction f; par :

Vk = ]-7"'7n fl”ack_l,mk[:fl,k et V/{::Q,n fl(xk) :f(xk)

Alors la fonction f; est en escalier et elle vérifie f —e < f; < f. U

C. Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un seg-
ment

_ | Théoréme N

(Bernhard Riemann, Allemagne, 1826 — 1866) Soit f une fonction continue par mor-
ceaux sur un segment / = [a,b]. On note :
o & l'ensemble des fonctions en escalier sur [ inférieures a f

e &y l'ensemble des fonctions en escalier sur I supérieures a f.

Alors 'ensemble
{/If1 fie 81}

admet une borne supérieure, I’ensemble

(5] 5ol

admet une borne inférieure, et ces deux bornes sont égales.

_ | Définition

On appelle intégrale de f sur [ la borne commune définie par le théoréme.

_| Notations

L’intégrale de f sur I est notée :
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Démonstration. On note :

n=sw{ [

1. I; et I, sont bien définies.

2 682}

flegl} Igzlnf{/lfg

Comme la fonction f est continue par morceaux sur le segment [ alors elle est bornée.
On note m et M ses bornes : f(I) C [m, M].

La fonction constante égale m est en escalier, inférieure a f. La fonction constante égale
a M est en escalier, supérieure a f. Ceci montre que &; et 63 ne sont pas vides.

De plus, si f; est une fonction de &;, alors f; < f < M, donc /Ifl < /IM d’apres le

lemme de croissance de 'intégrale des fonctions en escalier.

L’ensemble des intégrales des éléments de &; est donc majoré par / M. 11 est non-vide
I

donc d’apres la propriété de la borne supérieure il admet une borne supérieure, que ’'on

note 1.

De méme ’ensemble des intégrales des éléments de & est minoré par / m, non-vide, donc
I

il admet une borne inférieure, que ’on note I.

2.1, <,

Si fi € 61 et fo €8 alors fi < f < fy, done / fi < / fo d’apres le lemme de croissance
I I

de I'intégrale des fonctions en escalier.

La fonction fy est un majorant de ’ensemble des / f1 pour f; € &, donc I} < / fa.
I I

Ainsi I; est un minorant de 'ensemble des / fa pour fy € &, donc I < Is.
I

3.Ve>0 I,—I;<¢

Soit € > 0. Alors ﬁ > (. D’apres le théoreme d’approximation par une fonction en

escalier il existe f; € & et fy € 65 telles que :

. g
I shslshsitg=g

Ceci donne : -

b—a

0< fo—fi<

Par les lemmes de croissance et de linéarité :

O</If2—/1f1</lbia:5

On sait que/fl <L et/fz > I, donc/fg—/ﬁ > I, — I, ce qui donne I, — I; < e.
I I I I

Finalement les deux bornes I; et I, sont bien définies et vérifient :

Ve >0 0<lL,—1I; ¢

Elles sont donc égales : I} = I5. OJ
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III. Propriétés

A. Linéarité

Proposition - Linéarité de l’intégrale ]

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur un segment I = [a,b], et \, i
deux réels. Alors :

/abAf(t) + pg(t) dt = )\/abf(t) dt + ,L/:g(t) at

Remarque. En d’autres termes 'application  6,,(I) — R est linéaire.

fr [

| Lemme N

Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment I. Soit & l’ensemble des
fonctions en escalier inférieures a f.
Soit (fy)nen+ une suite de fonctions de &; telles que :  Sup (f(z) — fu(z)) —— 0

zel n—-+400
Alors : /fn—>/f.
I I

n—-+o0o

J

Démonstration. Pour tout n € IN* on note €, = Sup (f(z) — f.(z)). Alors la suite (£,,)nen-
zel

converge vers ( et :
Yne N Vexel  fu(z) < f(z) < fulz) + e

La fonction f,, est en escalier, et la fonction x — ¢, est constante donc en escalier. Ainsi
la fonction f, + ¢, est en escalier.

Par définition de 'intégrale, comme f,, est une fonction en escalier inférieure a f et f,, +¢,
est une fonction en escalier supérieure a f alors :

¥n € N* ﬁh<£f<ﬁm+%>

La fonction f,, + ¢, est en escalier donc on peut appliquer le lemme de linéarité pour
I'intégrale des fonctions en escalier :

el [ (faten) = [fat [en= [ Fat b aen

On en déduit :

Vn € N* /If—(b—a)an</lfn</1f

Par hypothese la suite (&, ),en+ converge vers 0, donc par théoreme d’encadrement :

J o [ =
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Démonstration de la linéarité. Soit n € IN*. Alors ﬁ > (0 donc d’apres le théoreme

d’approximation par des fonctions en escalier il existe deux fonctions en escalier f, et g,
telles que :

Par somme : 1
f+g—5<fn+gn<f+g

On déduit de ces trois encadrements :

SEES

1

En d’autres termes :

3|

1 1
0<Sup(f—fn)<? 0<Sup(g—gn)<=— 0<Sup(f+9—(fu+gn) <
I n I 2n I

Ceci est valable pour tout n € IN* donc par théoreme d’encadrement on obtient :

Sup (f = fu) =20 Sup(g—gn) =2 0 Sup(f+g—(fatgn)) —2 0

n—-+4o0o

D’apres le lemme précédent ceci implique :

= [ f o= e [Gata) = [F+9)

Les fonctions f, + g, sont en escalier donc on peut appliquer le lemme de linéarité pour
I'intégrale des fonctions en escalier :

Vn € IN* /](fn+gn):/lfn+/19n

Ju+a=[1+]g

On démontre de méme que pour tout A € R : /()\f) = )\/f
I I

Par unicité de la limite :

En effet ce résultat est évident si A = 0, et sinon on choisit une suite de fonctions en
escalier (f,,)nen- telles que :

1

|Aln

Grace au lemme on obtient /fn — /f et /)\fn — /)\f.
I I I I

Par linéarité de 'intégrale des fonctions en escalier / A=A / fn, puis par unicité de
I I

lalimite/l)\f:)\/lf. 0
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B. Inégalités

Proposition - Croissance de l’intégrale J

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur un segment I = [a, b].
b
a

Si Vtelab] ft)<g(t) alors /bf(t)dt< / g(t)dt.

Remarque. En d’autres termes l'application “6,,(I) — R est croissante.

f— 1

Démonstration. Si f < g alors 0 < g— f.

La fonction nulle est en escalier donc par définition de I'intégrale : / 0< / (9—1)
I I

Par linéarité on en déduit : / f< / g O
I I

_ [ Théoréme - Positivité )

Si f est continue et positive sur un segment [a, b], alors :

/bf(t)dt:O —  f=0

=

_| Corollaire

L’intégrale d’une fonction continue de signe constant est nulle si et seulement si la
fonction est nulle.

Contre-exemples.

> Exercice 1.
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III. Propriétés

Démonstration.

/_[ Proposition - Inégalité triangulaire ]

Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b]. Alors :

Démonstration.

> Exercice 2.

12
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C. Inversion des bornes

_| Définition

Si a > b alors on note :

[ 1wy =~ [y ar

/_[ Proposition - Relation de Chasles ]

Si a, b, ¢ sont trois points quelconques d’un intervalle I et f est une fonction continue
par morceaux sur [ alors :

/acf(t)dt:/abf(t)dt+/bcf(t)dt

Démonstration. Le cas ot a < b < ¢ est admis. Les autres cas s’en déduisent. OJ

Remarque. La croissance de 'intégrale et I'inégalité triangulaire ne sont valables que si
a < b.

;l Méthode |

b
« Pour justifier qu’une intégrale / f(t)dt est bien définie :

Vérifier que f est continue par morceaux sur le segment [a,b] ou [b, a].

e Pour déterminer I’ensemble de définition d'une fonction x / f()de :
a

Déterminer le plus grand intervalle contenant a sur lequel f est définie.

Exemple. Soit  f(z) = ! et F(x) :/z dt
0

cos T cost
Quel est 'ensemble de définition de f 7 Et celui de F'?

D. Parité, périodicité

ﬁ[ Proposition ]

Soit a un réel strictement positif et f une fonction continue par morceaux sur [—a, al.

N

e Si f est impaire alors : ft)dt=0

e Si f est paire alors : /_a ft)dt = 2/0af(t) dt

Exercice 3.
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Proposition ]

Soit f une fonction continue par morceaux sur R et T-périodique (7" > 0). Alors :

Va € R /:+Tf(t) dt — /OTf(t)dt

Exercice 4.

IV. Sommes de Riemann

A. Méthode des rectangles

| Définition
Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment I = [a,b], et n un entier

strictement positif. Pour tout £ =0,...,n on pose :
b—a

l’k:&+k§

Ainsi la suite (zx)o<k<n €st une subdivision de I a pas constant. Les sommes de Rie-
mann de la méthode des rectangles sont les réels :

_qnl _ n
Ro= "% fw) et Si=""03 flaw)
L —; no 4

_ [ Théoréme

Si f est continue par morceaux sur [a, b] alors les suites (R, )nen+ €t (Sp)nen+ convergent

vers /bf(t) dt.

Démonstration. La convergence de (S,,) se déduit de celle de (R,,), puisque :

D0 ) - ()

On se contente donc de démontrer la convergence de (R,,).

Vn € IN* Sp =R, +

On ajoute cependant une hypothese : on suppose que f est lipschitzienne.

(Voir démonstration a part) O
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Remarque. De plus si f est lipschitzienne alors la convergence est en O(%) :
b 1
(#. - [10a) =0 ()

n

Exemple 2. Pour tout n € IN* soit u,, = Z%—i—k Démontrer que (u,,) est convergente et
k=1

Exercice 5.

calculer sa limite.

_| Méthode ) .

S’il est possible d’écrire une suite (u,,) sous la forme

G

L) L]

1
avec f :[0,1] — R continue par morceaux, alors u, converge vers / f()dt.
0

Exercice 6.

B. Méthode des trapezes

_ | Définition

Les sommes de Riemann de la méthode des trapezes sont définies par
b _ ,n—1
" k=0 2
R, + S,

Remarque. Pour tout n € N : T}, = 5

b
En conséquence, la suite (75,),en+ converge également vers / f(t)dt si f est continue par
morceausx. “

On peut démontrer que si f est de classe 62 alors la convergence est en O(#) :
b 1
(1= [[10at) =0(5)
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V. Théoréemes

A. Théoréme fondamental

ﬁ( Théoréme Fondamental )
(Isaac Newton, Grande-Bretagne, 1642 — 1727 et Gottfried Leibniz, Allemagne, 1646

- 1716)
Soit I un intervalle non-vide, a un point de I, et f : I — R une fonction continue.
Alors la fonction ®: 71 — R est une primitive de f.

z r—>/axf(t)dt

| Définition
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b]. On appelle valeur moyenne de f le
réel :

1
M_b_

/abf(t) dt

a

/_( Proposition ]

Une fonction continue atteint sa moyenne.
En d’autres termes, si f est continue sur [a, b] alors il existe ¢ € [a, b] tel que :

£ = = [ f(o)at

Démonstration. La fonction f est continue sur le segment [a,b] donc par théoréme son
image est un segment. On note [m, M| celui-ci, ce qui donne :

Vt € [a, b] m< f(t) < M

Par croissance de l'intégrale :

b b b
/mdtg/f(t)dtg/Mdt

En divisant par (b — a) on en déduit que m < pu < M, i.e., p est dans le segment [m, M].
Comme [m, M] = f([a,b]) alors il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = p. O

Démonstration du théoreme fondamental. (Voir feuille a part) U
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Corollaire 1 ]

Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive.

Démonstration. En effet, si une fonction f est continue sur un intervalle I alors il suffit
de choisir un point a de I.

Alors la fonction F': I — R est une primitive de f.

z n—>/jf(t)dt

,_( Corollaire 2 ]
Soit I un intervalle non-vide, a un point de I, f : I — R une fonction continue. On
i

note pour tout z € I : ®(x) = / f(t)dt

a
e ® est I'unique primitive de la fonction f qui s’annule en a.

* Soit b un autre point de I, et F’ une primitive de f. Alors :

[ 76yt = o) - Fla)

Démonstration.
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Exemple 3. Pour tout € R on pose :  f(z) = / e P2 At
0

a. Justifier que f est bien définie et impaire.

b. Démontrer que f est dérivable et donner sa dérivée.

Justifier que f est de classe “6°°, donner son développement limité en 0 & I'ordre 3.
(i) Démontrer que : ¥Vt € [1, +oo[ e ¥/2 L e /2

(ii) En déduire une majoration de f sur cet intervalle.

o

e

(7i) Démontrer que f admet une limite finie en +o0.

e. Tracer la courbe de f.

z? 1
Exemple 4. Soit I = |1, 4o00[. Pour tout # € I on pose : ®(z) = / 2 dt
z 1N

a. Justifier que la fonction f : ¢t +— ﬁ admet une primitive sur I.
b. Justifier que ® est bien définie sur I.

c. Justifier que ® est dérivable sur I et donner sa dérivée.

Méthode |

. b(z)
Etude d’une fonction de la forme ® : x +— o f(t)dt.
Justifier que f admet une primitive F'. Alors ®(x) = F(b(z)) — F(a(x)).

Si a et b sont dérivables alors par composition et somme ® est dérivable.

Exercices 7, 8.

B. Formules de Taylor

/_( Théoreme - Formule de Taylor avec reste intégral j

(Brook Taylor, Grande-Bretagne, 1685 — 1731) Soit I un intervalle de R, n un entier
naturel, a un point de I, et f : I — R une fonction de classe 6"*. Alors :

Exemple 5. Cas particuliers ou n =0 et n = 1.

Remarque. La formule de Taylor avec reste intégral est vraie pour tout x € I, alors que
la formule de Taylor-Young donne un développement limité, qui décrit le comportement
de la fonction au voisinage de x = a.

Démonstration. (Voir feuille a part) O
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Chapitre A12. Intégration V. Théorémes

ﬁ[ Théoreme - Inégalité de Taylor-Lagrange ]

~

(Joseph Louis Lagrange, France, 1736-1813) Soit I un intervalle de R, n un entier
naturel, @ un point de I, f : I — R une fonction de classe €". Soit M un majorant
de !f(”+1)|. Alors :

Démonstration. (Voir feuille a part) O

Exemple 6.

e Casn=0.Si f est de classe 6" et f’ est majorée par M alors :
Veel |f(z)— f(a)] < M|z —q

Il s’agit de I'inégalité des accroissements finis.
e Casn=1.Si f est de classe 6% et f” est majorée par M alors :

el If@) - fla) - Fla)e—a) < aEZL

La distance entre la courbe de f et sa tangente en a est majorée par un terme du
second degré.

> Exercice 9.
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Chapitre A12. Intégration VI. Intégrales des fonctions complexes

VI. Intégrales des fonctions complexes

Définition

Soit I = [a, b] un segment, et f : I — C une fonction continue par morceaux.

On définit l'intégrale de f par :

[7 = [Re(r) +i [ ()

Exercices 10, 11.

Remarque. La linéarité, la relation de Chasles, I'intégration par parties, le théoreme de
changement de variable, les formules de Taylor sont valides pour les fonctions complexes.

La croissance n’est plus valide.

Proposition - Inégalité triangulaire j

Soit f : I — C continue par morceaux. Alors 'intégrale de son module est inférieure
au module de son intégrale :

[1oal< [1rona

Démonstration. Soit r =

b b b ,
/ f | et 6 un argument de / f, si bien que / f =re?.
a a a

Soit g(t) = e f(t). Par linéarité :

/abg(t) dt = e—”/abf(t) dt =r

Or
/a " () dt = / "Re(g(t)) dt + i / "I (g(t)) dt

donc

/bIm(g(t))dt —0 et = /bRe(g(t))dt >0

Puisque |Re(g)| < |g| alors par inégalité triangulaire et croissance pour les fonctions

réelles :
b b b b
[Reto)| < ["IReta) < [l = [

Ceci donne 'inégalité recherchée. 0

r =

Remarque. Dans le cas olt f est de classe 6" sur [a,b] alors I'inégalité triangulaire
implique I'inégalité des accroissements finis pour les fonctions complexes : si | f'| < M sur
[a, b] alors :

£ (b) = fla)] < M(b—a)
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