Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. A1l
Dérivation

(5) Soit f(z) = arcsin(1 — z2).
a. Déterminer I’ensemble de définition de f, et le réduire par parité.
b. Sur quel ensemble f est-elle dérivable ?

a. La fonction arc-sinus est définie et continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1,1].

On calcule :
—1<1—-22<1 — 0<12<2 <= —V2<x<V2
—1<1l-22<1 — 0<a2?<?2 — —V2<x<0

ou 0<z<+2

Ainsi, par composition, la fonction f est définie et continue sur [—\/5, \/ﬂ et dérivable
sur }—\/ﬁ,O[U}O, \/5[
Comme la fonction f est paire on peut réduire son étude a I'intervalle [0, \/ﬂ

b. On a justifié que la fonction f est dérivable sur ]—\/ﬁ, 0[ U }0, \/§[ Pour tout x dans
cet ensemble on calcule :

—2x —2x

VI-(1-a?F  [eV2-2?

Pour la dérivabilité de f en /2 on utilise le théoréme de limite de la dérivée :

f'(x) =

¢ la fonction f est continue sur [—\/5, \/ﬁ]
e la fonction f est dérivable sur }—\/5, O[ U ]O, V2 [

e les limites de f sont :

lim f(z) =400 lim f(z) = —o0
2 2

T—— T—

Par le théoréme de limite de la dérivée f n’est pas dérivable en v/2 ni en —v/2.

Pour la dérivabilité en O :
e la fonction f est continue sur [O, \/§]
e la fonction f est dérivable sur }0, V2 [

 lim f(z) = —v2.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A1l : Dérivation

Par le théoréme de limite de la dérivée f est dérivable a droite en 0, de dérivée —v/2.
De méme on montre que f est dérivable a gauche en 0, de dérivée v/2.

Ainsi f est dérivable a gauche et a droite en 0, mais ses dérivées ne sont pas égales.
Donc elle n’est pas dérivable en 0.

On obtient une courbe comme la suivante :

)
2
-V2 -1 0 1 V2
| .
| y=[f(z)\ |
,,,,,,,,,, 2 I
@ Soit f la fonction définie par :
f:R —R
% six #0
T —
0 sinon.

Démontrer que f est dérivable.
Est-elle de classe 6" ?

Par composition et quotient la fonction f est de classe €° sur R*.
On étudie sa dérivabilité puis sa classe en 0.

Tout d’abord : _ )
[@) = fO) _sinG?)
x—0 o T2 =0

Ceci montre que f est dérivable en 0, de dérivée f/(0) = 1.

On peut donc exprimer sa dérivée sur R :
Vr e R "R — R
2 cos(a?) — W@ i £
e { (a) = 25 #

1 sinon.

On en déduit que lin% f'(z) =1 = f(0), donc la fonction f’ est continue en 0 et la fonction
z—>

f est de classe 6" en 0.
Elle est donc de classe 6! sur R.
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@ Soit f la fonction définie par :
14+3z+2%sinL siz#0
- |

z2
1 siz=0
a. Démontrer que la fonction f possede un développement limité en 0 a I'ordre 2.
b. Justifier que la fonction f est dérivable en 0, mais qu’elle n’est pas de classe 6.

1
a. La fonction z — sin % est bornée donc :  lim zsin — = 0.
B z—0 xr2

On en déduit que f admet en 0 le développement limité a 'ordre 2 suivant :

f(z) 5 1+ 3z + 2%0(x)

b. Comme f admet un développement limité a 1’ordre 2 en 0 alors par troncature f admet
un développement limité a 'ordre 1 en 0, et donc f est dérivable en 0.

On peut ajouter que f'(0) = 3, car il s’agit du coefficient de degré 1.

Ceci peut étre vérifié directement :
1

F@ =10 5y ognt g

x—0 x—0
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 3.

Démontrons que f n’est pas de classe 6" en 0.
Tout d’abord, f est dérivable su R* et :

1 1
Ve eR*  f'(x) =3+ 3z%sin— —2cos —
T T

La fonction x — cos %2 n’admet pas de limite en 0.
Pour justifier ceci on considere les deux suites (u,) = ( \/21771) et (v,) = <\/ﬁ>

Ces deux suites convergent vers 0. Si g admettait une limite £ en 0, alors par composition
les deux suites (g(u,)) et (g(v,)) tendraient vers ¢, mais c¢’est impossible car elles sont
constantes, égale a 1 et a —1.

Ainsi la fonction f’ n’admet pas de limite en 0, donc elle n’est pas continue et f n’est
pas de classe 6.

Cet exemple montre qu'une fonction peut admettre un développement limité a 'ordre 2
en un point sans étre deux fois dérivable.

La fonction f n’est en fait méme pas de classe 6*. Donc cet exemple montre aussi qu’une
fonction peut admettre un développement limité & l'ordre 1 sans étre de classe 6.
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Démontrer que la fonction logarithme népérien est de classe 6°° et donner ses

dérivées successives.

On démontre par récurrence sur n > 0 la propriété 2, : la fonction In est n fois dérivable,
sa dérivée n-eme est :

(n—1)!

Ve e Ry In™(z) = (~1)"!
xn

(9) Calculer les dérivées successives de :

R —R

x — r3e?®

On pose a(z) = 2° et b(z) = 3.
Les fonctions a et b sont de classe 6% sur R, de dérivées successives :
33—k
A et 7 si0<k<3
Vke N VrxeR aM(z) = { (3-Fk)! et bM) (z) = 3kePe

0 sinon.

Par produit la fonction f est de classe 6™, et grace a la formule de Leibniz on obtient
ses dérivées successives :

VneN VeeR  f™(z)= 3™ (Ig ong? 4 n(nS— DN N n(n — 12)7(71 - 2))

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

fi @ — zarctanz — 1 1In (1 4 2?) fo : x — arccos V1 — 22
. l4cosz 5 5 1
f3ix = In, /s f1:x— arctanshzx f5 1 @ — arccos g5

6.2 +— In|tanx 7o x— 2arctan /12 — arcsin v/1 — 22
=43

On obtient :
fi(x) = arctana fie) = Fi(e) = 5
filz) = 5= f5(®) = e fé(x) =tanx + cotx
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Déterminer I’ensemble de définition, I’ensemble de dérivabilité et la fonction dérivée

de chacune des fonctions suivantes.

fi:x— cosy/x fo 1 @ > arcsin 35% fsrz—In(r+ Va2 -1)
In(x+1) siz >0,
: : I+
f4 X = { e sinon f5 X = 1—gg:§
1-z

fo @ xy /12 frizm = fs:x = |z] +/z— |z]
fs:az—In(z+ Va2 -1)

Le réel /a2 — 1 est défini si et seulement si 22 — 1 > 0, donc si et seulement si
x € ]—o0, =1 U[L, +oo[.
Siz > 1 alors x + V&% — 1 est strictement positif, donc f5(z) est défini.

Six < —1alors o+ V2?2 —1 < x4+ Va2 = z + |z|, comme z est négatif alors
x++vx?—1 <0 donc f35(x) n’est pas défini.

Finalement f3 est définie sur 93 = [1, 400].

Siz > 1 alors 2 —1 > 0. La fonction racine carrée est dérivable sur R et la fonction
In est dérivable sur son ensemble de définition, donc par composition la fonction f3
est dérivable sur |1, +o0].

Etudions la dérivabilité de f; en 1.

On écrit pour tout = > 1 :

fa(x) = fs(1)  In(z+Va?-1)

rz—1 N r—1

On sait que
In(u)~u—1 et lim(a:—l—\/xz—l):l
(1) a1
donc par composition de limites :

fa(x) = fs(1) w+va2-1-1 _

~J

r—1 (1) z—1 vr—1

Ceci donne :
i £2@) = (1)

z—1 x—1 =t

La fonction f3 n’est donc pas dérivable en 1.

Finalement f3 est dérivable sur |1, +o00[ et on calcule :

1 T 2z 1
fi(x) = el =

r+Vr2—1 Va2 -1

Vo € |1, +o0]
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s

On peut démontrer de plus que f3(x) fox In z, et tracer la courbe suivante :
o

Yy

C T l4-cosz

l—cosz

l+cosz
l—cosz =

valide si et seulement si x n’est pas multiple de 2m, la premiere est toujours valide,
car: YreR —1<coszr<1

La fonction f5 est définie si cosz # 1 et si > 0. La premiere condition est

La fonction f5 est donc définie sur R\ {2k7 | k € Z}.
Si & # m + 2k7 pour tout k € Z alors 11252 > (),

Donc par quotient et composition la fonction f5 est dérivable sur R\ {k7 | k € Z}.

On calcule, pour tout x dans cet ensemble :

(@) = sin x /1 —cosx sin x 1
S (1T —cosz)2V 14+cose 1 —cosz\ (1 —cosz)(1+ cosx)

sin x 1

|sinz| 1 —cosx

On étudie maintenant la dérivabilité en m + 2km.
Comme la fonction est 2m-périodique, il suffit d’étudier sa dérivabilité en .

On peut utiliser le théoreme de limite de la dérivée, ou revenir a la définition de la
dérivabilité, ce que nous faisons ci-dessous.

Le taux d’accroissement de f5 en 7 est :

fs(®) — fs(m) 1 [1T+cosx
Tr—Tm Cz—7V1—cosx

On pose h = x — w. Alors :

f5(x) — f5(m) 1 —cosh /h2 |h|
r—T 1+ cosh (n0)

On en déduit :

B =B 1 @) - f) 1

lim lim
z3m T—T 2 oo rT—T 2
Ainsi f5 est dérivable & gauche et & droite en , de dérivées f)(m) = —3 et fi(m) = 3.

Elle n’est donc pas dérivable en .
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Jrox

fs:

La courbe de f5 est la suivante :

1y |
|

0 - o 3
On peut ajouter qu’il est possible de simplifier I'expression de f5 des le départ, en

multipliant par une quantité conjuguée ou en utilisant les formules en ¢ = tan 3 :

1

z
tan 5

|sin |

Vee R\ {2kn | k€ Z} f5(z) =

1 —cosz

Cette derniere expression en particulier explique bien 'aspect de la courbe.

T
|—> -

1++v1— 22
Cette fonction est définie sur [—1,1]. Par composition et quotient elle est continue.

Toujours par composition elle est dérivable sur |—1, 1], de dérivée :

f(z) = :
T T— 20+ VI D)

Le théoreme de limite de la dérivée montre qu’elle n’est pas dérivable en £1, mais on
peut aussi calculer la limite du taux d’accroissement :

f(x)—f(l): Vi—-z+V1+zx s oo
z—1 VI—z(1+v1—2?) =1

Ceci montre que f n’est pas dérivable en 1, et de méme en —1.
= |lz] + /T — |z]
Cette fonction a été étudiée dans 'exercice 4 de la feuille de TD A10.

Nous avons vu qu’elle est continue sur R, et que sa courbe est la suivante :

Vo e ]-1,1]

11 g

2< ,,,,,,,,,,
Lr--—"
-1 771001 2 3 4
//—1*

page 7/43



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A1l : Dérivation

La fonction z +— |z est dérivable sur R\ Z, de dérivée nulle. Pour tout z € R\ 7Z,
comme x — |x| > 0 alors par composition fg est dérivable en z.

Ainsi fg est dérivable sur R \ Z, de dérivée :
1

fs(z) = W

Pour la dérivabilité en un point n entier on calcule les limites a gauche et a droite du
taux d’accroissement. On rappelle :

Ve e [n—1,n| fs(z)=n—1+vVz—n+1
Vo e [n,n+1] fs(z)=n++Vx—n

Vee R\Z

Donc :

fs(x) — fs(n)

lim ———————= = lim = lim = -

zomn xT—n z2n T—n eony/r—n+1+1 2
— — 1

limM = lim TN lim =400

x;m r—n z;m r—n a:;)n r—n

On en déduit que fg est dérivable a droite en n, de dérivée f)(n) = %, mais qu’elle
n’est pas dérivable a gauche.

Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes.
Etudier leurs prolongements par continuité et la dérivabilité de ceux-ci.

1

T

: o1 ) 2
Jiix— xsin fo:x— x7sin
Les fonctions f; et fo sont définies sur R*, de classe 6™ par composition.

Comme la fonction |sin| est majorée par 1 alors :
vee R, A<l et [fa(2)] < |27

Par théoreme d’encadrement, les deux fonctions tendent vers 0 lorsque x tend vers 0.
On peut donc les prolonger par continuité en posant f1(0) = f»(0) = 0.

Etudions maintenant leur dérivabilité en 0, grace & leurs taux d’accroissement.

fi(z) — f1(0) 1 fa(z) = £1(0)

1
=0 :sin; et 20 :xsin;:fl(a:)

Ve e R*

Nous avons vu que la fonction x +— sin% n’admet pas de limite lorsque x tend vers +oc.
Donc la fonction f; n’est pas dérivable en 0. Par contre la fonction f; est dérivable en 0,

de dérivée f5(0) = 0.
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Voici 'allure des courbes de ces fonctions :

La fonction fy est un exemple de fonction dérivable dont la dérivée n’est pas continue. En
effet, on a démontré qu’elle est dérivable sur R, que sa dérivée en 0 est 0, et on calcule :

2rsint —cosl sixz#0
VzeR  fi(x) = v v 7
0 siz=0

La fonction x — 2z sin% tend vers 0 lorsque = tend vers 0, mais la fonction x — cos%
n’admet pas de limite lorsque x tend vers 0. On le démontre de la méme fagon que pour
T — sin %

Donc f5(z) n’admet pas de limite lorsque x tend vers 0. En particulier elle ne tend pas
vers f5(0), et donc elle n’est pas continue.

Ainsi la fonction f5 est dérivable mais sa dérivée n’est pas continue.
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Etablir les égalités suivantes.

a. Vo € [—1,1] arcsin (202 — 1) = 2arcsin |z| — g
VI- 22 i
b. Vz € [-1,0{U]0, 1] arctan Y © = { areeose e 0
x arccosx —m sixz <0

a. On pose : f(z) = arcsin(22* — 1) — 2arcsin |z

On utilise les équivalences :

VreR —1<22?-1<1 <= -1<z<1
—1<222-1<1 <= —-1<2<0 ou 0<z<l1
-1<z| <1 — —-1<z<l1
1< |z| <1 — —-l<z<l

La fonction x + 22? — 1 est définie et dérivable sur R.
La fonction arcsin est définie et continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1,1].
La fonction = — |z| est définie et continue sur R, dérivable sur R*.

Par composition et soustraction, la fonction f est définie et continue sur [—1,1] et
dérivable sur |—1,0[ U0, 1[.
Sa dérivée est :

B 4z 5 T 1
J1- @2 -1 el 1

B 4o 2z _0

S 2eV1I—a®  Jx|VI—a?

Comme sa dérivée est nulle alors f est constante sur tout intervalle. Elle est donc
constante sur |—1,0[ et ]0, 1[.

Par continuité, f est constante sur [—1,0] et [0, 1], donc sur [—1,1].

En effet, si K est la valeur de f sur |0, 1] :

Ve e]-1,0[Ul0,1]  f'(x)

Vrelo,1]  flz)=K

Alors :
lim f(z) = lim f(z) = K

z—0 z—1
Or comme f est continue en 0 et en 1 alors :

lim f(z) = f(0) et lim f(x) = f(1)

z—0 r—1

On en déduit que f(0) = f(1) = K, donc f est constante sur [0, 1] égale a K.

On procede de méme sur [—1, 0], donc finalement f est constante sur [—1,1].

On calcule f(0) = —% donc f est constante égale a —F sur [—1,1], ce qui donne le

2
résultat demandé.
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b.

Soit f(z) = arctan 7%_””2

Cette fonction est définie sur 9 = [—1,0[U]0, 1], continue par composition et quotient.
Elle est dérivable sur %' = |—1,0[ U0, 1], également par composition et quotient.
On calcule : .

Vo €9 = arccos’ @

fla) = =

Comme |—1,0[ et |0, 1] sont des intervalles alors il existe deux constantes K; et Ko

telles que :
arccosr + K; siz €]|—-1,0]
Vo e =
v /(@) { arccosx + Ky siz €10,1]

Comme f est continue sur 9 alors ces égalités se prolongent a 9 :

arccosz + K; sixz € [—1,0]
arccosz + Ky six €]0,1]

Ve €9 flx) = {
Les valeurs en —1 et 1 montrent que Ky = —7 et Ky = 0, donc :

Vo e [~1,0[U]0, 1]

arccosr —m siz <0
flz) = .
arccos x six > 0.

Etudier les fonctions suivantes.

f1:x — arcsin ]

fa:

T 2\/x o1
fo 1 x — arccos e f3 : @ — arccos th x + arcsin —

+ a2 z+1 ha
2z
T > arccos LYy
On étudie d’abord la fonction g : z %

Cette fonction est définie sur R4, par quotient elle est dérivable sur R, de dérivée :

l1—2z

VeeRY  ¢(x)= NGEESE

On obtient le tableau de variations suivant :

. R TP . - _ 2
Pour la limite en +o0o on a utilisé I'équivalence :  g(x) Iod 77— 0

[N}
J
8

La fonction arccos est définie et continue sur [—1, 1], dérivable sur |—1, 1[.

Par composition et d’apres le tableau de variations ci-dessus, la fonction fs est définie
est continue sur [0, +oo[, dérivable sur |0, 1] U |1, +o0].
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ER

Sa dérivée est :

z—1

Yz €]0,1[U]L, +o0[  fy(z) = Vol + Dz — 1]

Pour la dérivabilité en 0 et en 1 on applique trois fois le théoréeme de limite de la
dérivée :

e la fonction f5 est continue sur [0, +00]

e la fonction fy est dérivable sur |0, 1[ U |1, +o00]

e les limites de f;} sont :

1 1
. / . . / _ = : / —
lim f3(x) = +o0 }Cl?rq falz) = =3 }Clg} hlw) =5

D’apres le théoreme de limite de la dérivée f; n’est pas dérivable en 0, elle est dérivable
a gauche en 1 de dérivée —% et a droite en 1 de dérivée %

Ces deux dernieres dérivées sont différentes donc fo n’est pas dérivable en 1.

On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 1 +00
fal@) | ||=e = —3|3 +
fo() : \ 0 / 5

Puis la courbe :

0 1 T

x — arccosth z + arcsin ﬁ

Les fonctions hyperboliques sont définies et dérivables sur R.

On sait que :
Vr e R chz >1 et (chr=1 <= 2=0)

Ceci montre que :

1 1
VreR e €10,1] e (chx = =z 0)

La fonction arcsin est définie et continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1,1][.
1

Par composition la fonction z +— arcsin 5

sur R*.

est définie et continue sur R, dérivable
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La fonction arccos est définie et continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1,1[. Or on
sait que la fonction th est dérivable et :

Vz e R —1l<the <1
Par composition la fonction x — arccosth x est définie et dérivable sur R.

Par somme la fonction f3 est définie et continue sur R et dérivable sur R*.

Sa dérivée est :
1 sh z

“chz  chalshal

VreR'  fi(x) =

Comme sh z est du signe de x alors :

1 T
Vre R fi(z) = _(1 )
HAS fS('r) Chl‘ + ‘l"
Ceci donne : 5
Vo € R* fé(x):{_ch:c st >0
0 six <0

En particulier, comme R_ est un intervalle alors la fonction f3 est constante sur R_.

Pour la dérivabilité en 0 on utilise le théoréme de limite de la dérivée :
e la fonction f3 est continue sur R
e la fonction f3 est dérivable sur R*
e les limites de f} sont :
lim f43(z) =0 lim fi(z) = -2

z—0 z—0
< >
D’apres le théoreme de limite de la dérivée la fonction f3 est dérivable a gauche en 0
de dérivée 0 et a droite de dérivée —2.

Ces deux dérivées ne sont pas égales donc la fonction f3 n’est pas dérivable en 0.

On obtient le tableau de variations :

x —00 0 +o00

f3(x) 0 —2 -

f3(@) T
0

Puis la courbe :

y = f3(z)
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@ Soit v : R — C une fonction dérivable. Démontrer que la fonction
f:R —C
t — eu®
est dérivable et donner sa dérivée.

On note z et y les parties réelles et imaginaires de u. Alors = et y sont deux fonctions
réelles, et pour tout t € R :  u(t) = x(t) + iy(t)
On en déduit :
VieR et =Wt — o= cogy(t) + e sin y(t)
Comme la fonction u est dérivable alors par propriété ses parties réelles et imaginaires

sont dérivables, donc x et y sont dérivables.

Les fonctions exponentielle, cosinus et sinus sont dérivables, donc par composition et
produit les fonctions ¢ — e*® cosy(t) et t — e*® sin y(t) sont dérivables.

Or ces fonctions sont les parties réelles et imaginaires de la fonction t +— e*)| donc par
propriété cette fonction est dérivable.

On calcule sa dérivée :
VvieR  f(t)= (:U’(t)ex(t) cosy(t) — o' (t)e*® sin y( t))
+i(2/ (e siny(t) + ¢/ (H)e" cosy(t))
= 6‘”“)((56’(15) +iy'(t) cosy(t) +i(2'(t) + iy (1)) sin y (1))
(' (t) + iy (1)) (cos y(t) + isiny(t))
— u’(t)e’y(t) = /(¢ )GU(t)
uy =

On a démontré que la formule (e u'e" est valable aussi si u est une fonction complexe.

Soit f : I — R une fonction et a un point intérieur de /. On définit :

fla+h)—fla—h)
2h

m: h—

a. Démontrer que si f est dérivable en a alors m admet une limite finie en 0.

b. La réciproque est-elle vraie?

a. On peut écrire :

fla+h)—fla—=h) 1(fla+h)—f(a) fla—nh)— f(a)
oh 2( I + “h )

Si f est dérivable en a alors :

lim f<a+u)_f(a) :f/(a)

u—0 u

On en déduit par composition de limites :

Het el S+ @) = ia)

Hm oh
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b. La réciproque et fausse : il est possible que m admette une limite en 0 alors que f n’est
pas dérivable en a.

Par exemple si f est la fonction valeur absolue et a = 0, alors f n’est pas dérivable en

0, mais :

kL= |=Al _|nl=Inl _
2h 2h

La fonction m admet une limite en 0 alors que f n’est pas dérivable en a.

Vh£0  m(h) 0

On peut ajouter que si f est dérivable a gauche et a droite en a alors la limite de m
en 0 est la moyenne entre les dérivées a gauche et a droite de f en a.

Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que :

V(z,y) € R*  flz4+y)=flz)+ f(y)

Soit f une fonction vérifiant la relation ci-dessus.

On fixe y € R. Comme f est dérivable alors en dérivant par rapport a x on obtient :
vieR  fllz+y)=[f(z)
Ceci est valable pour tout y € R, et en particulier pour x =0 :

weR  fi(y)=f(0)
Posons a = f/(0). Alors f' = a. Comme f est définie sur R qui est un intervalle alors il
existe b€ Rtel que: VreR f(z)=ar+b
Réciproquement, si f est une fonction de la forme f(z) = az + b, alors la relation de
I’énoncé équivaut a :

V(z,y) €R* a(z+y)+b=ar+b+ay+b

Elle est vraie si et seulement si b = 0.

En conclusion les fonctions dérivables vérifiant la relation f(z +y) = f(z) + f(y) pour
tout (z,y) € R? sont les fonctions linéaires z +— az o a est un réel quelconque.
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@ Démontrer que I’équation différentielle

ty —y=0 y(l)=1
possede une unique solution dérivable sur R.

Sur I'ensemble R* I’équation équivaut a :

1
y—;yZO (1)

Le théoreme de résolution des équations différentielles de ce type donne les solutions sur
un intervalle.

Ici R* est I'union des deux intervalles R et R*.

Soit a(t) = 1, puis A(t) =In|t|. Alors A est une primitive de a.

Comme R est un intervalle alors les solutions de I’équation (1) sur R sont les fonctions
y(t) = XeA®) = \t, ol \ est une constante réelle.

Comme R* est un intervalle alors les solutions de I’équation (1) sur R* sont les fonctions
y(t) = pe® = —put, ol y est une constante réelle.

Quitte a remplacer pu par —u on peut écrire y(t) = pt sur R*.
Sur l'ensemble {0} 'équation de départ admet une unique solution : y(0) = 0.

Les solutions de I'équation de départ sont par restrictions solutions sur R , sur R* et sur
{0}, donc ce sont les fonctions :

y:R — R
At sit>0
t— < 0 sit=0 avec A et u constantes réelles
pt sit <0

On remarque que cette fonction est dérivable a gauche et a droite en 0, de dérivées
F1(0) = et f5(0) = A,

Or une solution de I’équation différentielle de départ sur R est supposée dérivable, donc
en particulier dérivable en 0. Ses dérivées a gauche et a droite sont donc égales, ce qui
impose \ = p.

La condition initiale y(1) = 1 donne A = 1, donc finalement la fonction y : t — ¢ est la
solution unique de I’équation proposée.
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Soit f, g : [a,b] = R deux fonctions dérivables telles que f(a) = g(a) et f(b) = g(b).
Prouver qu’il existe ¢ € |a, b[ tel que f'(c) = ¢'(c).

Soit h=f —g.
La fonction h est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b, et h

) = h(b) = 0.
0.

(a
D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ € ]a, b[ tel que h'(c) =
), ce qui donne f'(c) = ¢'(c).

Comme h = f —galors b’ = f' — ¢’ donc h'(c) = f'(c) — ¢'(c
Il existe donc bien ¢ € Ja, b[ tel que f'(c) = ¢'(c).

Soit f : [0,1] — R dérivable telle que f(0) =1 et f(1) =
Démontrer quil existe € ]0, 1] tel que f'(z) = f(x).

Pour tout z € [0,1] on pose g(x) = f(z)e™*.

Cette fonction est définie et dérivable sur [0, 1], elle vérifie g(0) = g(1) = 1.
Sa dérivée est : Vr € [0,1] ¢'(x) = (f'(z)— f(z))e ™.

o La fonction g est continue sur [0, 1].

 La fonction g est dérivable sur |0, 1[;

* 9(0) = g(1).

D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ € ]0, 1] tel que ¢'(¢) = 0.

Comme e~ ¢ # 0 alors le réel ¢ vérifie bien f'(c) = f(c).

[12] Soit a < b et f : [a,b] — R.

a. On suppose que f est dérivable en a et que f'(a) > 0.
Démontrer qu’il existe x € ]a, b] tel que f(x) > f(a).

b. On suppose que f est deux fois dérivable sur [a, b], que f(a) = f(b), et que f'(a) > 0,
f'(b) > 0. Démontrer que f” s’annule sur ]a, b].

a. Méthode 1.
On raisonne par contraposée en supposant que pour tout x € |a,b] :  f(z) < f(a).
Alors pour tout x > a : W <0.

Cette fonction de x admet f’(a) pour limite lorsque = tend vers a par valeurs supé-
rieures, car f est dérivable an a.

On en déduit donc f’(a) < 0 par théoreme de comparaison.
Par contraposée si f'(a) > 0 alors il existe = € |a, b] tel que f(z) > f(a).
Méthode 2.

Comme f est dérivable en a alors la fonction = — (i a(a) admet f’(a) pour limite
lorsque x tend vers a par valeurs supérieures.
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Comme cette limite est strictement positive alors la fonction z — W est stricte-

ment positive sur un voisinage de a a droite, c¢’est-a-dire sur un intervalle [a, a + €] ou
e > 0.

Soit par exemple = a + €. Alors M > 0 et donc f(x) > f(a).
b. D’apres la question précédente il existe ¢; € |a, b] tel que f(c1) > f(a).
De méme, comme f'(b) > 0 alors il existe ¢y € [a, b[ tel que f(ca) < f(b).
Comme f(a) = f(b) alors f(c) < f(a) < f(c1).
Par théoreme des valeurs intermédiaires, f étant continue, il existe d entre ¢; et ¢y tel
que f(d) = f(a). On a alors d € ]a, b[, ceci car a < ¢; et ¢o < b.

On applique le théoreme de Rolle sur les intervalles [a, d] et [d, b].

La fonction f est bien continue sur ces intervalles et dérivable sur les intervalles |a, d[
et |d, b], car elle est deux fois dérivable sur [a, b].

Par théoreme de Rolle il existe e; € Ja,d| et ey € |d, ] tels que f'(e1) = f'(e2) = 0.
Alors e # e car e; < d < es.

On applique le théoreme de Rolle a la fonction f’, qui est continue sur [ej, es] et
dérivable sur |eq, e5], car f est deux fois dérivable sur [a, b].

II montre que f” s’annule sur |ey, e5], donc sur a, b].

Soit f : R — R périodique de classe 6.

a. Démontrer que f’ est périodique.
b. Démontrer que f’ s’annule.
c. Démontrer que f est lipschitzienne.

a. Soit T une période de f. Alors :
VeeR  flx+T)=f(z)

La dérivée de la fonction x +— x + T est la fonction x — 1, donc en dérivant on obtient
par composition :

VeeR  fl(z+T)=f'(x)
La fonction f’ est donc périodique de période T
b. Comme la fonction f est T-périodique alors f(0) = f(T).
La fonction f est de classe 6", donc elle est continue sur [0, 7] et dérivable sur ]0, 7.
D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ € |0, T tel que f'(c) = 0.
c. Comme la fonction f est de classe 6" alors la fonction f’ est continue.
Une fonction continue sur un segment est bornée, donc la fonction f’ est bornée sur le
segment [0, T7.

Comme elle est T-périodique alors elle est bornée sur R tout entier.
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En effet la périodicité montre que pour tout n € Z :  f([nT, (n+ 1)T]) = f([0,T1]),
et comme R = U,,ez [nT, (n + 1)T] alors :

fR) = f( U InT, (n + 1)T]> = f([0,77)

Soit M un majorant de |f].

La fonction f est dérivable sur 'intervalle R et la fonction |f’| est majorée par M donc
par inégalité des accroissements finis la fonction f est M-lipschitzienne.

Soit P un polynéme scindé de R[X].
On note aq, ...,y ses racines, rangées dans 1’ordre strictement croissant.
a. Démontrer qu’il existe des racines [i,..., Bx_1 de P’ telles que :
ap < B <ap <-or < B < ap
b. Démontrer que P’ est scindé.

a. On applique le théoréme de Rolle sur chaque intervalle [oy;, a; 1], pour i allant de 1 &
k—1.

b. On note m; la multiplicité de «;. Alors la somme des m; est égal a n, le degré de P.
Par propriété des polynémes chaque «; est racine de P’ de multiplicité m; — 1.

La somme des multiplicités des racines oy, 81, as, ..., Bk—1, o) dans le polynéme P’ est
donc au minimum :

k k1
(mi—1)+>Y 1l=n—k+k—=n-1

i=1 i=1
Comme le polynéme P’ est de degré n — 1 alors il n’admet pas d’autres racines, et donc
il est scindé.

Démontrer que pour tout z > 0 :
x
1+ 22

Larctanz < x

Il suffit d’appliquer le théoreme des accroissements finis a la fonction arc-tangente sur
I'intervalle [0, z|.

Soit # € R*. La fonction arc-tangente est continue sur [0, z] et dérivable sur |0, x| donc
d’apres le théoreme des accroissements finis il existe ¢ € ]0, z| tel que :

arctan x — arctan 0 1 arctan x
fe) = donc =
x—0 1+¢? x
Comme c € |0, z[ alors 5 Jrlxz <7 jcz <1 et donc, x étant strictement positif :

1522 L arctanz < 7.
T
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Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle /. Soit  un point de I, et
h un réel non-nul tel que x 4+ h appartient a I.
a. Démontrer qu'il existe un réel 6 € ]0, 1] tel que :
fx+h)= f(x)+ hf'(x+06h)
b. Si f(x) = ax® + bx + ¢ avec a # 0, calculer un tel réel §. Donner une interprétation
géométrique de ce dernier résultat.

a. On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f sur l'intervalle [z, x + h]
(ou [z + h, x| si h est négatif).
On supposera dans la suite que h est positif pour simplifier, mais les résultats sont
similaires sinon.

Par énoncé x et x + h sont éléments de I, lequel est un intervalle, donc 'intervalle
[z, + h| est inclus dans .

Or f est dérivable sur I, donc elle est continue sur [z, z + h| et dérivable sur |z, z + h.

D’apres le théoréeme des accroissements finis il existe un élément ¢ de |z, x + h[ tel que

flx+h) - fx)

flo = H

Par équivalences :

r<c<r+h <= 0O0<c—az<h <+ O<%<1

cC—T

R
— i1 exi _ fath)—f(z) :
dAlors ¢ = x + 0h et donc il existe § € |0, 1] tel que f'(z + 6h) = === ce qui
onne :

On pose : 0=

fx+h)=f(x)+hf'(x+6h)

b. Si f(z) = ax® + bx + c alors I'égalité ci-dessus s’écrit :
a(x 4+ h)?> + b(x + h) + c = ax® + bz + ¢ + 2h[a(z + Oh) + b]
Ceci équivaut a 6 = %
On en déduit que sur une parabole, si on trace une corde reliant deux points A et B
d’abscisses a et b, alors la tangente a la parabole parallele a cette corde est la tangente

au point d’abscisse “TJ“b
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Démontrer que pour tout (a,b) € R? :  |e” — €| < |b— q

On peut inverser a et b sans perdre de généralité, donc on suppose a < b.

Méthode 1. La fonction complexe f : ¢ + €' est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b].

Sa dérivée est : '
Vte R () = je't

Celle-ci est de module 1 donc :
vte]a b |f ()<
D’apres I'inégalité des accroissements finis pour les fonctions complexes ceci implique que :
|f(a) = f(b)] < la—b|
C’est exactement le résultat souhaité.

Méthode 2. On utilise I’angle moyen :

; ; jatb ia—b _ja=b jatb
e — et = 1% (e’? —e "2 >:€Z2 2i sin

On sait que :
Vte R |sint| < ||
On en déduit

-a+b
e 2

e — | = 2| sin = |a — 0|

E

a—>
2

Le résultat est démontré.

A T’aide du théoréme des accroissements finis, déterminer : lim ((x—i—l)ew%l —ze¥)

Tr—r-+00

1
t

Onpose: Vte Ry f(t)=te
La fonction f est définie et dérivable sur R* par composition et produit. On calcule :
* / I\ 1

Notons maintenant x un réel strictement positif.

La fonction f est continue sur [z, z + 1] et dérivable sur |z, z 4+ 1] donc d’apres le théoreme
des accroissements finis il existe ¢, € |z, z + 1] tel que :

flex) = flz+1) = f(x)

Comme ¢, € |x,z + 1] alors par théoréeme de comparaison ¢, tend vers +oo lorsque x
tend vers +o00. Or on constate que :

=

lim f(t) = lim (1 - 1)6 =1

t—+o00 t—+o00
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Par composition de limites
lim f'(c;) =1

T—+00

puis par définition de ¢, :

lim <(x + 1)6#1 — xe§> =1

Tr—-+00

Remarque. Il est possible de calculer cette limite directement, grace au changement de

variable h = % :

1
(x + 1)61%1 —ger = (3 + h)el%h - Eeh =

= H(L+h)(1+h+o(h) = (1+h+o(h)))
= +(h+o(h)) =1+ o(1) 1

Soit f : [a,b] — R continue, dérivable sur |a, b[, telle que f(a) = f(b). Soit n € IN*.

Démontrer qu'il existe des éléments distincts cq, ..., ¢, de ]a,b[ tels que :
n
Zf’(ck) = 0
k=1

Partager le segment [a,b] en n segments.

On partage le segment [a, b] en n segments de longueur b_Ta

Pour ceci on définit, pour tout k =0,....,n: xy=a+ k:b_T“

Soit k € {1,...,n} fixé. Comme la fonction f est continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b
alors :

e f est continue sur [xk,l,xk].

e f est dérivable sur |zy_1, zx[.

D’apres le théoreme des accroissements finis il existe ¢ € |xg_1, x| tel que :

fzr) — fzr1)

T — Tg—1

f'ler) =
Comme x — Tp_1 = % ceci donne :

Vk=1,...,n f'(er) = n(f(xr) — flar—1))

Par somme télescopique :

n n

D fller) =nd_ flaw) = flaear) = n(f(zn) — f(20)) = n(f(b) — f(a)) = 0.
k=1 k=1
Comme x,_1 < ¢, < xp pour tout k = 1,...,n alors les ¢, sont bien distincts.

page 22/43



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A1l : Dérivation

Soit f : Ry — R une fonction dérivable.
On suppose que EIJP f'(z)=1¢>0.

Déterminer y61_13100 f(z).

La fonction f’ admet en 400 la limite £ strictement postive donc elle est supérieure a £

2
au voisinage de +o00.

N1k

Il existe donc xy € R tel que pour tout x >z :  f'(z) >
Soit x € |xg, +00l.
La fonction f est dérivable donc elle est continue sur [z, z] et dérivable sur |z, z[.
D’apres le théoréme des accroissements finis il existe ¢, € |z, x[ tel que :
f(@) = f(zo
oy — @) = )

T — X

Comme t, > zq alors f'(t,) > 5 et donc :

£
2

Vo > x f(x) >f(x0)+§(x—:v0).

Par théoréeme de comparaison :  f(x) T oo
T—>+00

Soit f : [a,b] — R dérivable.

a. Soit y un réel strictement compris entre f’(a) et f’(b). Démontrer que la fonction
¢ :x+— f(x) — xy n’est pas injective.

b. En déduire que f’ prend toutes les valeurs comprises entre f'(a) et f'(b).

a. Comme f est dérivable alors par somme la fonction ¢ est dérivable, de dérivée :

Vo €la,b]  ¢'(z) = f(z) -y

On raisonne par ’absurde en supposant que la fonction ¢ est injective.

Comme elle est continue sur l'intervalle [a, b] ceci implique qu’elle est strictement mo-
notone, et donc sa dérivée est positive ou négative, i.e., de signe constant.
Or ¢'(a) = f'(a) —y et ¢'(b) = f'(b) —y. Comme y est strictement compris entre f'(a)
et f'(b) alors ¢/'(a) et ¢'(b) sont non-nuls est de signes opposés. Ainsi ¢’ n’est pas de
signe constant.
Cette contradiction montre que ¢ n’est pas injective.

b. Soit y un réel compris entre f'(a) et f'(b).
Siy = f'(a) ouy = f'(b) alors il existe bien ¢ € [a, b] tel que f'(c) =y.
Si y est strictement compris entre f'(a) et f'(b) alors on considere la fonction ¢ de la
question précédente.

On a démontré que cette fonction n’est pas injective, donc il existe deux réels x; et xo
distincts dans [a, 0] tels que p(z1) = ¢(x).
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fe)-fa) _

Ceci donne f(x1) — yz1 = f(x2) — yx2, donc comme x; # x5 : prap——

Quitte a inverser x; et x5 on peut supposer x; < Ts.
La fonction f est continue sur [z1, xs] et dérivable sur |z, x5, car elle est dérivable.

D’apres le théoreme des accroissements finis il existe ¢ € |z, x] tel que f'(c) =
f(z1)—f(x2)

T1—T2
Ceci démontre que f’ prend toutes les valeurs entre f'(a) et f'(b).

, et donc il existe ¢ € [a,b] tel que y = f'(c).

Ce résultat est le théoreme de Darboux : si f est dérivable alors sa dérivée n’est pas
obligatoirement continue mais elle vérifie quand méme le théoreme des valeurs inter-
médiaires.

On fixe un entier m et on note :

I, :}mw— g,mﬂ—i—g[
a. Démontrer qu’il existe un unique «,, € I,, tel que : tana,, = a,,
b. Déterminer ag, puis a_,, en fonction de a,.
On suppose dorénavant que m est strictement positif et on pose : hp,(x) = mm +
arctan x
c¢. Démontrer que I, est stable par h,,, et que h,, admet «,, pour unique point fixe.
d. Démontrer que h,, est contractante sur I, i.e., k-lipschitzienne avec |k| < 1.
e. Soit (uy,) la suite définie par ug = mm et pour tout n € N :  w,q = hp(uy)

Démontrer que (u,) converge vers a,,.

a. La fonction f,, : © — tanx — x est continue, strictement croissante sur I,,, de limites
400, donc bijective de I,,, dans R.

b. On démontre que o9 =0 et a_,,, = —av,,, car —1,,, = 1_,,.
c¢. Comme arctanz € }—g, g[ pour tout x € R alors I,,, est stable par h,,.

On démontre que h,,(r) = x équivaut a tanz = x, donc z est point fixe de h,, si et
seulement si x = o,.

On applique l'inégalité des accroissements finis.

majorée par k,, = ﬁ sur I,,.

e. On démontre par récurrence que :
Vn e N [y, — | <k Jug — iy,

On applique ensuite le théoréeme d’encadrement.
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Soit a et b deux fonctions de classe 6™ sur un intervalle I et (E) I’équation
différentielle :

Y (t) — a(t)y(t) = b(t)
a. Justifier que (F) possede des solutions.
b. Démontrer que ces solutions sont de classe 6.

a. Il s’agit du probléme de Cauchy. Comme les fonctions a et b sont continues (car de
classe 6°), et I est un intervalle, alors ’équation différentielle (F) admet une solution.

Celle-ci serait uniquement déterminée si I’'on adjoignait une condition initiale a I’équa-
tion différentielle.

b. Soit f une solution de 'équation (E). Ceci signifie que f est une fonction dérivable
telle que : YVt el [f'(t)=a(t)f(t)+b(t)
On démontre par récurrence que pour tout n € IN* la fonction f est n fois dérivable.
Initialisation. La fonction f est dérivable car elle est solution de (E).
Hérédité. Supposons que f est dérivable n fois pour un entier n > 0.

Les fonctions a et b sont de classe 6. En conséquence les fonctions f, a et b sont
dérivables n fois, donc par produit et somme la fonction ¢ +— a(t) f(t)+b(t) est dérivable
n fois.

Ainsi f’ est dérivable n fois, donc f est dérivable n + 1 fois. Ceci prouve I’hérédité.
Conclusion. Par récurrence, la fonction f est dérivable n fois pour tout n € IN*.

Ceci signifie exactement que f est de classe 6.

Calculer les dérivées successives des fonctions suivantes.

fi(z) = x%e*® fo(x) = cos® x fi(z) = =
fa(z) = }jr—i f5(z) = cos 2x sin 3z fe(z) = In(2 — 3x)

fi@) = (@ +4z +6)e™®  fi(z)

z(x=2)" (peN)

-1
Vn € N fl(")(:)s) = (x2 + nx + "(”2>>2nezx

fo(x) = cos®z
Vn € IN* ) (z) = 2" cos (237 + n%)

fa(z) = 15 '
vneN  f"(z) = (1_nx)n+1
fa(x) = 2
1\
Vne N tﬂmcm::{¥+igﬁg
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f5 () = cos2xsin 3z

(sinbx + sinz)

Par linéarisation :  f5(z) = 3

On en déduit :
TL) 1 n o3 n 3 T
Vn e N I (x) = 5 (5 sin(bz + n—2) + sin(z + ng ))

fo(x) = In(2 — 32)
3"(n—1)!

vne N fM(x)= @3

fr(z) = (2* + 4o + 6)e” "
vneN ") = (=1)"(=%+ (4 = 2n)z + (6 — 5n + n?))e ™

fs(z) =x(x —2)? avec p€eN
On pose g(z) = z et h(x) = (x — 2)P. La formule de Leibniz donne :

melN [V =3 (})s@h @)

Les dérivées successives de g sont ¢¥ (z) = x, gV (x) = 1, puis ¢¥ (2) = 0 pour k > 2.
On en déduit que si n > 1 alors :

(@) = 2h™ (2) + nh™ = (2)

Sil<n<palors:

| |
@) =2 (@ -2 b

e n.+ 1)! (m . 2)p—n+1

(p—n)!
|
= =2 o= e e —2)
- -+ e

Sin=p+1 alors :
@) =04 (p+1) xpl = (p+1)!
Enfin si n > p+ 1 alors f{™(z) = 0.

On constate que la formule obtenue pour n = 1,...,p est valable aussi pour n = 0 et
n = p+ 1, donc finalement :

p!
@) ={ (p—n+1)!
0 sinon

(x=2P"[(p+1)x—2n] si0<n<p+1
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Calculer les dérivées successives de  f: R — R et g:R —R

z — e*cosz rz — e’sinz.

On pose h = f +ig. Alors pour tout x € R : h(z) = e(1+i)z

On en déduit : |
Vn € IN Vr e R h(”)(:p) _ (1 + i)ne(l—i—z)x

Puis : .
A (1) = (\/ﬁe’%) (07 — 9% it ((4i)r — of o pi(et )

En identifiant les parties réelles et imaginaires :

VnelN VzeR f™(z) = 27€” cos (x + n%) et ¢ (x) =2%¢%sin <x + n—)

Déterminer ’ensemble des fonctions f : R — R dérivables n fois telles que :

Soit f une fonction de R dans R dérivable n fois telle que :

Ve e R i(g)f(k)(x) =0

k=0

Notons g(x) = e®. Alors cette fonction est de classe 6™, de dérivées successives g¥) = g
pour tout k£ € IN donc :

Ve e R Zn: (Z) F®(2)g" P (z) = 0.

k=0

D’apres la formule de Leibniz :
veeR  (f9)™(z) =0

On en déduit que la fonction h = fg est polynomiale de degré au plus n — 1.

Justifions ceci.

Pour tout &k € IN on note Ry[x] ’ensemble des fonctions polynomiales de degré au plus k,
avec R_;[z] = {0}.

On définit la propriété P, : (") est polynomiale de degré au plus k — 1, ie h"7%) ¢
Ry—1[z].

On démontre par récurrence finie que cette propriété est vraie pour tout k € {0,n}.
Initialisation. Par hypothése h(™ = 0, donc h™ € R_;[z].
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Hérédité. Si pour un k € {0,...,n —1} on a h®* ¢ R,_,[z] alors "~ +1) est une
primitive de 2= donc elle est polynomiale de degré au plus k.

Ceci car elle est définie sur R qui est un intervalle.

Conclusion. Par récurrence finie la propriété 2, est vraie pour tout k € {0,...n}.

Elle est donc vraie pour k = n, et ainsi h est une fonction polynomiale de degré au plus
n—1.

On en déduit que f est de la forme f(z) = P(x)e ™ ou P € R,,_1[z].

Réciproquement si f est une telle fonction alors la fonction P vérifie P™ = 0, donc f est
solution du probleme.

Finalement ’ensemble des solutions est 1’ensemble des fonctions = — P(x)e™® ou P est
une fonction polynomiale de degré au plus n — 1.

Soit (a,b) € R2.

En considérant les fonctions f : z +— e et g : z +— ¢
binéme est conséquence de la formule de Leibniz.

b vérifier que la formule du

Les fonctions f et g sont de classe 6>, de dérivées successives :
VnelN VeeR  f(x)=a"™ et g (x) = bre®
D’apres la formule de Leibniz les dérivées successives de la fonction fg sont :
eN  VeeR  (fo)"() =Y (Z) 7 (@)g" ) ()
k=0
Ceci donne, pour tout n € Net x € R :
(n) _ (n k arin—k br __ (n kin—k (a+b)z
(fg)™(z)=>" a“ ey e = Y a®b e :
imo\F imo\F
Mais comme (fg)(z) = e alors :

VnelN Vre R (fg)(") (m) — (a 4 b)ne(a+b)z

Pour = 0 ceci donne : .
(a+b)" =) (Z) a* o r
k=0
Il s’agit de la formule du bindme.
On a donc bien démontré la formule du bindme en utilisant la formule de Leibniz.

En utilisant des fonctions de plusieurs variables il est possible de démontrer que la formule
du binéme implique la formule de Leibniz, donc que ces deux formules sont équivalentes.
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Déterminer les classes des fonctions suivantes, toutes définies sur R.

In(z+1) siz>0

fl:xl—>{x( ) sinon fgzx'—>|x|3
11—z

f_xH{x?’lnx siz >0 s o

3 0 sinon 4 1+ |z|

£ sinon
1—x

f nﬂ_}{ln(z—i—l) siz>0
1 -

Par composition et quotient cette fonction est de classe 6 sur R*.

Ses premieres dérivées sont :

1 L
FV@) = siz>0 () wz Stz >0

Etudions maintenant la classe de f; en 0.

Comme lin% fi(z) =0, lin%) fi(z) =0et f1(0) =0 alors f; est continue en 0.
z—> z—
> <

Ceci implique que f; est continue sur R, i.e., elle est de classe 6°.

Pour la dérivabilité on constate que lim filx) = lim fi(z) = 1. Ainsi :
z— z—
>

» f1 est continue sur R,
e f1 est dérivable sur R* ,
. / .
ill)l(l) fl (I‘) - 17
D’apres le théoreme de limite de la dérivée f; est dérivable en 0, de dérivée fi(0) = 1.

De plus lim f1(z) = f1(0) donc f] est continue en 0.

Ainsi f; est de classe €.

Pour la dérivabilité seconde, on calcule lir% fi(x)=—1et hH(l) f1(z) =2.
T—> T—
<

Ceci montre que f] n’est pas de classe 62 en 0. En fait d’apres le théoréme de limite de
la dérivée elle est dérivable a gauche et a droite, mais de dérivées secondes différentes,
donc elle n’est pas dérivable en 0.

En conclusion, f; est de classe €' mais pas de classe 6°.

fo iz |z
La fonction valeur absolue est de classe “6° sur R* donc par produit la fonction f5 est
de classe 6™ sur R*.

La dérivée de la fonction = — |z| est = +— fay- On calcule alors :

Ve e R fy(z) =3xle|  fi(x) =6l 5"<x>=6‘; F9z) =0

Comme la fonction valeur absolue est continue sur R alors la fonction fy est continue
sur R.
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f3:

Ja

Le théoréme de limite de la dérivée montre qu’elle est de classe 6" sur R, avec f4(0) = 0.
Le théoreme de limite de la dérivée appliqué a f5 montre que f, est de classe 6% sur
R, avec f(0) = 0.
La fonction f n’est pas dérivable en 0 donc f, n’est pas de classe 6°.
Finalement la fonction f» est de classe 6% mais pas de classe 6°.

{ ¥*Inz siz>0
Xz +— .

0 sinon

Par produit cette fonction est de classe 6™ sur R*. Ses premicres dérivées sur cet
ensemble sont :

3 i 2 2 .
©, _ Jx*lnz siz>0 (1) _{395 Inz+4+2° siz>0
’ <x>_{0 stz <0 @) =1 siz <0
(2)(x)_{6xlnx+5x six >0 (3)(x)_{6ln:c+11 sixz >0
’ - Lo stz <0 ’ Lo sixz <0

On sait par croissances comparées que pour tout a > 0: limz%Ilnz =0

x—0
On en déduit : " " o
) 0 T 1 L 2 .
lim f37 () = lim f3(2) = lim f;7(z) = 0

z—0

On montre que la fonction f3 est continue en 0 (car f3(0) = 0), puis grace au théoreme
de limite de la dérivée qu’elle est de classe 6" en 0 avec f4(0) = 0, puis qu’elle est de
classe 6% en 0 avec f7(0) = 0, et enfin qu’elle n'est pas de classe 6€°.

Pour ce dernier point on peut aussi appliquer la définition de la dérivabilité :

o 437 @) = £57(0)

x;)O ZE—O

=lim (6lnx +5) = —oc0
z?O

Donc f3(2) n’est pas dérivable a droite en 0, et a fortiori f3(2) n’est pas dérivable.
En conséquence fs n’est pas trois fois dérivable, et donc f3 est de classe “62.
x
1+ |z

Cette fonction est de classe 6" mais n’est pas deux fois dérivable.

1T =

Elle est continue sur R par quotient de fonctions continues.

Elle est de classe 6™ sur R*, ses deux premieres dérivées sont :

1
Vo e R* filz) = (EREE et 1 (x)

B —2x
|2[(1 + [2])?

Le théoreme de limite de la dérivée montre que f; est dérivable en 0 de dérivée f1(0) =1
et que sa dérivée n’est pas dérivable en 0.
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Soit f(x) = ze”’.

a. Démontrer que f réalise une bijection de classe 6 de R dans R.

b. Justifier que f~! admet un développement limité a tout ordre en 0 et donner ce
développement limité a 'ordre 5.

a. La fonction [ est de classe 6™ par produit.
On calcule f'(z) = (222 + 1)e*”. cette dérivée est strictement positive.

Ainsi f est strictement croissante, de plus elle est continue et ses limites en +oo et —o0
sont respectivement +oo et —oo, donc d’apres le théoreme de la bijection f réalise une
bijection de R dans R.

b. Par théoréme, comme f est dérivable alors f~! est dérivable sur I’ensemble :

{zeR]| f(f(x) #0}

La fonction f’ étant strictement positive, f~! est dérivable sur R.

Par théoréme du cours, comme f est de classe 6™ alors sa réciproque f~! est de classe
6> sur son ensemble de dérivabilité, et donc f~! est de classe 6™ sur R.

La formule de Taylor-Young montre qu’alors f~! admet un développement limité en
tout point et a tout ordre.

On calcule f(z) =z + 2% + 225 + 0y(a?).

On pose f~H(x) = ag + amx + - + aza® + op(a).

Comme f(0) = 0 alors f~1(0) = 0, donc ag = 0.

On calcule le développement limité de fo f~! en 0 & 'ordre 5 :

fofHz) = a1z + asx® + (a3 + a3)z® + (a4 + 3ajaz)x’

5
+ <a5 + 3aia3 + 3ajas + a21>x5 + 0p(z°).

Or on sait que fo f~1(x) = z. Par unicité du développement limité on obtient :

5
ar _

0.
2

ap =1 as =10 as + a‘;’ =0 a4 + 3a§a2 =0 as + 3a1a§ + 3aias +

Ceci donne :

)
6L1:]_ (1,2:0 CL3:—1 a4:0 CL5:§

Soit finalement : .
flo)=2—2°+ 51:5 + 0p(z°).
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Soit f la fonction définie sur R par :
er siz<0
€Tr) =
/(@) { 0 siz=0
a. Justifier que [ est de classe 6> sur R*.
b. Démontrer que pour tout n € IN il existe un polynéme P, tel que :

Vo <0 fO(g) = Do)

xQn ’
c. Démontrer que [ est de classe 6°° sur R.

a. La fonction [ est de classe 6°° sur R* car :

e la fonction z — 0 est de classe 6°° sur R%

e par composition la fonction x +— ex est de classe € sur R.
b. Soit 9,, la proposition : il existe un polynéme P, tel que :

Pn(.%') 1

ez

Ve <0 f™(z) =

.CL"QTL

On démontre par récurrence que cette proposition est vraie pour tout n € IN.

Initialisation. La proposition %2 est vraie avec Py = 1. En effet, pour tout = > 0 :

11
= —¢=z
20

8=

fO@) =e

Hérédité. Supposons que la proposition %, est vraie pour un certain n € IN. Alors il
existe un polynome P, tel que :

P, ()

xQn

1
T

Ve<0  f™(z)=

e

Par produit et quotient la fonction f™ est dérivable sur R*. On calcule sa dérivée :

_ @*Pl(z) — (2nz +1)P,(z) 1
- 22(nt1) er

Ve >0  f0r(g)

Posons
Py =X°P,— (2nX +1)P,

Comme P, est un polynoéme alors P, est un polynome et :

Pn—i-l(I) %

(n+1) o
Ve <0 f (x) = 2D

La proposition 2,1 est démontrée.
Ceci prouve que la proposition %, est héréditaire.

Conclusion. Par récurrence, la proposition 2, est vraie pour tout n € IN.
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c. On sait déja que f est de classe 6™ sur R*, démontrons que f est également de classe
6> en 0.
Pour ceci on considere la proposition :
P, : f est de classe 6" en 0 et f™(0) =0
On démontre par récurrence que cette proposition est vraie pour tout n € IN.
1

Initialisation. Comme lir%e = 0 alors hIr(l) f(z) = f(0), ce qui montre que f est
z— z—>

<
continue en 0. La proposition %, est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN la proposition 9,, est vraie. Alors la
fonction £ est définie en 0 et £ (0) = 0. De plus f™ est continue en 0.

Démontrons que la fonction f*+1) admet 0 pour limite en 0.

Tout d’abord lim f"*9(z) = lim 0 = 0.
x?O :c?O

Ensuite d’apres la question précédente il existe un polynéme P, ; tel que :

n Poa() 1
Yr<0  f0(2) = —giye
En posant y = % on obtient
. Ly 2(n+1) Ly
iy e =l e

Par croissances comparées cette limite est nulle. Comme z +— P, ,1(x) est une fonction
polynomiale alors elle admet une limite finie en 0 et donc :

Pn+1<$> 1

lim ex =0

220 z2(n+1)

Finalement :
lim f ) (z) =0

x—0

Ainsi on sait que :

o f(™ est continue sur R par hypothese de récurrence
o f(+1) egt dérivable sur R* car f est de classe 6 sur R*
o lim f®V(z) =0

z—0

D’apres le théoréme de limite de la dérivée f(™ est dérivable en 0 et f"*+1(0) = 0.
La fonction £V est continue en 0 car lim FrHY(z) = f4D(0), donc f est de classe
6" en 0. La propriété 2,1 est démontrée.

Ainsi la propriété 22,1 est vraie au rang n + 1 si elle 'est au rang n.

Conclusion. Par récurrence, la propriété 9, est vraie pour tout n € IN.

Ceci implique que f est de classe 6™ en 0, et finalement f est de classe 6™ sur R.
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Soit I un intervalle non réduit & un point. Déterminer les fonctions convexes et

concaves sur /.

Soit @ un point de I. Comme f est convexe et concave alors la fonction pente p, est
croissante et décroissante, donc constante.

Soit « sa valeur. Alors :

Ve e I\ {a} f(z) = f(a) + a(x —a)

On remarque que cette égalité est valable aussi pour x = a.

Elle montre que f est affine : en posant § = f(a) — ca on obtient :
Ve el flz)=az+p

Réciproquement, si la fonction f est affine, i.e., de la forme f(x) = ax + [ alors toutes
ses fonctions pentes s’écrivent p,(x) = «, elles sont constantes donc croissantes et décrois-
santes, et ainsi f est convexe et concave.

On a démontré que les fonctions convexes et concaves sont les fonctions affines, i.e., les
fonctions donc les courbes sont des droites.

Démontrer que toute fonction f : R — R convexe majorée est constante.

Soit M un majorant de f. On peut alors majorer la fonction pente en 0 :

Ve >0 polr) = flz) = f(0) _ M~ f(0)

Ve <0 polz) = f(l’);f(o) > M_xf(())

Comme f est convexe alors la fonction py est croissante. D’apres le théoreme de la limite
monotone elle admet des limites en —oo et +00.

Comme l_1>rin M%@ = 0 alors par théoréme de comparaison :
i < i >
Jm po(z) <O et lim po(z) >0

De plus la limite de py en —oo est sa borne inférieure et sa limite en +o00 est sa borne
supérieure, donc Sup pg < 0 et Inf py > 0, ce qui montre que Inf pg = Sup pg = 0, donc py
est nulle sur R*.

On obtient : Vo € R* f(x) = f(0)

Cette égalité est vraie aussi pour z = 0, donc f est constante.
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Soit. f une fonction convexe sur un intervalle I non réduit a un point.

a. Soit a et b deux points de [ avec a < b.

Démontrer que la courbe de f est au-dessus de la corde reliant les points d’affixes a
et b sur les intervalles I N ]—oo,a] et I N [b,+00.

b. On suppose que I est borné. Démontrer que f est minorée.

a. La fonction pente en a est croissante sur I \ {a}, donc :

Ve eI\ {a} r<b <
r=>2b = pa(x)>

Siz<aalorsz<betz—a<0donc: f(z)=p.b)(z—a)+ f(a).
Siz >balorsz >apuisx —a>0donc: f(x)=p.(b)(x—a)+ f(a).

Ceci donne :

Ve e I\ {a} r<a = f(z)=
z2b = [f(z) 2 p.(b)(z—a)+ fla)

La corde reliant les points de coordonnées (a, f(a)) et (b, f(b)) admet pour équation
y = pa(b)(z—a)+ f(a), donc nous venons de démontrer que la courbe de f est au-dessus
de cette corde sur les intervalles I N |—o0,al et 1 N b, +o0l.
b. Soit a, b, ¢ trois points de I avec a < b < c.

Soit 91 la corde reliant les points d’abscisses a et b,

9, la corde reliant les points d’abscisses b et c.
D’apres la question précédente la courbe de f est au-dessus de la droite % sur I'inter-
valle I N [b, +00] et au-dessus de la droite %@, sur l'intervalle I N ]—oo, b].

Les fonctions affines sont bornées sur un intervalle borné, donc f est minorée sur
I'Nb,+oo| et sur I N]—o0,b], et ainsi f est minorée sur I.
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Soit n € IN*. Pour tous réels strictement positifs x1, ..., x, on définit :
1& 1.1 \-1
:—in G=xry -x, H= —Z—
izt n—;
a. Démontrer que H < G < A.
b. Démontrer que pour tout (z,y,z) € (Ri)s
3+ 13+ 2% > 3ayz et (x+y+2)° > 27Txy2
c¢. Démontrer que pour tout n € IN* :

nn!<n+1
2

a. On sait que la fonction In est concave. En effet elle est deux fois dérivable, de dérivée
seconde In"(z) = —;12, cette dérivée seconde est négative donc la fonction est concave.

On applique 'inégalité de Jensen aux réels x1, ..., x,, aveclespoids \y = --- =\, = =
Ces poids sont bien compris entre 0 et 1, de somme égale a 1. On obtient :

k=1 k=1

Par application de la fonction exponentielle, croissante, on obtient :
1 n
rp = H

1 k=1

En remplacant les x; par lesquels sont bien des réels strictement positifs, on obtient :

V T nk 13714:

b. Pour (l’l,l'g,flfg,) = (x,y, z) puis (xl,atg,xg) = (23,93, 2%) l'inégalité G < A donne :

E:

1 v "
*Z.ﬁlﬁk > e( k=1mn n(ack)) — Heﬁlnxk _
k=1 k=1

k

Ceci donne exactement G < A.

Ceci donne < 5, donc H <

Veyz < tx+y+z) et ayz<i(@® 47+ 27
On en déduit :

(x+y+2)° > 2Tryz et o3+ 2% > 3ayz

c. Pour (xy1,...,2,) = (1,2,...,n) l'inégalité G < A donne exactement :
Ul < n+1
La formule de Stirling donne quant a elle : Vnl ~ 2
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Soit f :[0,1] — R convexe dérivable. Démontrer que :

1
3 < [ f)de < 20HO
0

La fonction f est convexe dérivable donc sa courbe située au-dessus de sa tangente en %
et en dessous de sa corde. Ceci s’écrit :

vte[0,1]  fG)E—3)+f(5) < f) < (f(1) = £(0)E+ £(0)

Par croissance de l'intégrale :

f(%)/ dt+/f§ / ()dt<(f(l)—f(O))/OltdtJr/Olf(O)dt
Or:
/Ol(t—é)dtzl(t;;)zdt =0 et /tdt [ } :;
Ceci donne comme demandé : ( ) / () ) f ()

Soit a < b et f : [a,b] — R une fonction de classe 6> vérifiant f(a) = f(b) = 0.

a. Justifier que | f”| admet une borne supérieure M.
b. Démontrer que :

Vet |f@) < 5@ —a)b-2)

On étudiera f =+ g ot g(z) = & (z — a)(b — z).

. 2 e, .
a. Comme la fonction f est de classe 6° alors sa dérivée seconde f” est continue.

Par théoreme, une fonction continue sur un segment est bornée, donc la fonction f”
est bornée sur le segment [a,b], et ainsi la fonction |f”| admet une borne supérieure
sur ce segment, laquelle est atteinte.

b. Posons g(z) = & (z — a)(b — x).
Cette fonction est deux fois dérivable, de dérivée seconde ¢"(z) = —M.
Les fonctions h = f — g et k = f + g sont deux fois dérivables, de dérivées secondes
h'(x) = f"(z) + M et k"(x) = f"(z) = M
Or par définition de M on a —M < f"(z) < M pour tout = € [a,b], donc h"(z) > 0 et
E'(z) < 0.
La fonction h est donc convexe alors que la fonction k£ est concave.

Or h(a) = h(b) = k(a) = k(b), donc la corde reliant les points d’abscisses a et b est
I'axe des abscisses. Comme h est convexe alors la corde est au-dessus de sa courbe,
comme k est concave alors la corde est en-dessous de sa courbe.

On en déduit :  Vz € [a,b] h(z) <0< k(2)
Puis: Vz €la,b] —g(x) < f(x) < g(x)
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Enfin: Vz€la,b] |f(z)] <g(z)

Ceci est le résultat demandé.

Soit f : [a,b] — R une fonction convexe sur |a, b et continue en a.

Démontrer que f est convexe sur [a, b[.

On utilise la définition de la convexité.

On démontre que pour tout (z,y) € [a7b[2 et A€ [0,1] :

f(A=Nz+Ay) < (1= N)f(z)+Af(y)

Comme f est convexe sur ]a, b[ alors ce résultat est valable si (z,y) € Ja,b[*. Il reste a le
démontrer si x = a.

Soit y € |a,b] et A € ]0, 1] fixé. Démontrons que :

F(A=XNa+Ay) < (L=A)f(a) + Af(y).

Soit (an)nen une suite d’éléments de ]a, b[ convergeant vers a.

Comme f est convexe sur |a, b[ alors :
VnelN  f((1=Nan+Ay) < (1= A)f(an) + Af(y).

Comme f est continue en a alors :  f(a,) —— f(a).

n—-+4o0o

De plus (1—MN)a, + Ay T (1—=X)a+ Ay. Comme f est convexe sur |a, b qui est ouvert

alors f est continue sur |a, b[, donc par composition de limites :
FIA = XNan +Ay) ——— f((1 = A)a + Ay).
Par théoreme de comparaison :

J(L=XNa+Ay) < (L=A)f(a) + Af(y)-

On en déduit que f est convexe sur [a, b].
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Soit p et ¢ deux réels strictement positifs tels que % + % =1.

P q
2. abéaf—l—b—.

Démontrer que pour tout (a,b) € (R%)
p q

Méthode 1.
Comme % + % = 1 alors pour toute fonction concave f sur un intervalle I on a :
x x

y) > f@) S

V(m,y)EIQ f<+
p q b q

La fonction logarithme népérien est concave sur I'intervalle R . En effet elle est deux fois
dérivable, de dérivée seconde In” : x —z%, laquelle est négative.

Soit a et b deux réels strictement positifs. Soit x = a? et y9. Alors :
Pl 1 1
In (a + ) > —In(a?) + —In (b7)
p q p q

En appliquant la fonction exponentielle, qui est croissante, on obtient :

a? b
ab < — + —.
p q
Il s’agit de la formule demandée.
Méthode 2. Fixons b € R7 et posons :
xP bl
Ve e R, flr)=—+ — —bx.
b (z) i

Cette fonction est dérivable sur R* de dérivée : Vo e R} f'(z) = 2P~! —b.

Cette dérivée s'annule en o = b,

Comme %%—% = 1 alors p — 1 est bien non-nul, et de plus on calcule que ﬁ =¢g—1, donc
la fonction f’ s’annule en 971,

Plus précisément la fonction f est décroissante sur |0,57 '] et croissante sur [b9!, +o0].
On calcule f(be~t) = Y20 4 B — o

On obtient (¢ — 1)p = ¢, donc f(b7') = 0, et la fonction f est positive sur R .

Ceci donne la formule demandée.
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Soit n € N*, a < b et f: [a,b] — R une fonction n fois dérivable. Démontrer que
si

fla)y=f(a)=---=f"D)=0 et f(b)=0
alors il existe ¢ € Ja, b[ tel que f™(c) = 0.

On définit la propriété :
Py, - 3o € Ja, b fE (b)) =0

On démontre par récurrence finie que cette propriété est vraie pour tout k € {0,...,n}
Initialisation. On pose by = b. Alors f(by) = 0 donc la propriété %y est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un certain k£ € {0,...,n — 1} la propriété %y est vraie,
i.e., il existe un entier by € |a, b] tel que f*)(b;) = 0.

On applique le théoreme de Rolle & la fonction f*) sur I'intervalle [a, by].

Par énoncé la fonction f est n fois dérivable sur I'intervalle [a, b]. Comme k < n alors f®*)

est dérivable sur [a,b]. Or [a, b] C [a,b], donc par restriction :

+ La fonction f*) est continue sur [a, by].

o La fonction f* est dérivable sur ]a, by|.

o f®)(a) = 0 par énoncé, car k < n — 1, et f¥(b,) = 0 par hypothese de récurrence.
Donc f®)(a) = f®)(b).

D’apres le théoreme de Rolle il existe by, € ]a, bi[ tel que f*+D (b ) = 0.

Ainsi la Propriété 2, est valide si la propriété 2y 'est. L’hérédité est prouvée.

Conclusion. Par récurrence finie la propriété 2 est vraie pour tout k € {0,...,n}.

De plus on a démontré que a < b, < b,—1 < --- < by < by =10, donc b, € ]a,b].

La propriété 2, étant vraie, en notant ¢ = b, on obtient qu'il existe ¢ € |a, b[ tel que

f™(c) = 0.
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Une généralisation du théoreme de Rolle.

Soit f : R — R dérivable, de limites 400 en +00 et en —oo.
a. Démontrer qu’il existe deux réels A et B tels que A < B et pour tout z € R :

r¢[A B = f(z) > f(0)+1.
b. En déduire qu'il existe ¢ € R tel que f'(¢) = 0.

Autre démonstration. On définit sur |—%, Z[ la fonction g = arctanof o tan.
c. Démontrer que g est bien définie et qu’elle est prolongeable par continuité a [—g, g} .

d. Démontrer qu’il existe ¢ € R tel que f'(c¢) = 0.
a. Comme f(x) o tooet f(0) +1 € R alors par définition il existe B € R tel que :

Vx e R r>2B = f(x) > f(0)+1.

Comme f(x) — > tooet f(0) + 1 € R alors par définition il existe A € R tel que :

VieR <A = f(z)>f(0)+1.

On ne peut avoir 0 > B car sinon on aurait f(0) > f(0) + 1, ce qui est faux. Ainsi
0 < B.
De méme 0 > A. donc A < 0 < B, et ainsi A < B.
Si z n’appartient pas au segment [A, B] alors © < A ou > B, dans les deux cas on a
f(z) = f(0) + 1.

b. D’apres le théoreme des valeurs extrémes une fonction continue sur un segment est
bornée et atteint ses bornes.

Or f est continue sur le segment [A, B], donc f admet un minimum m sur [A, B|,
atteint en un point c :

e €[4, B] f(C):m:%gf

Comme 0 € [A, B] alors m < f(0). Par construction f(A) > f(0) et f(B) > f(0), donc
f(A) #met f(B) #m. Ainsi f(c) # f(A) et f(c) # f(B), donc ¢ # A et ¢ # B.

Or c € [A, B], donc ¢ € |A, B, i.e., ¢ est un point intérieur a [A, BJ.

Donc f présente un minimum local en ¢, et par théoreme f’(c) = 0.

Il existe donc ¢ € R tel que f'(c) = 0.

c. La fonction tangente est bien définie sur l'intervalle }—5, o) [, les fonctions f et arc-
tangente sont définies sur R, donc par composition g = arctan of o tan est bien définie
sur l’intervalle] z 5[.

T 202
Comme lim tanz = +o0c et lim_tanz = —oo, alors par composition de limites :
2% T3
s 7
glx) — 5 et glz) —— 5

On peut donc prolonger g par continuité a l'intervalle [—g, g] en posant g(—%5) =
9(3) =3

= 3.
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d. Par composition la fonction g est dérivable sur }—g, g[ de dérivée :

T 1
vee] DI =1+t e
x 53 g (z) = (1 +tan”z) f'( anx)1+f2(tanx)
Les hypotheses suivantes sont donc vérifiées :
» La fonction g est continue sur [—g, g}

» La fonction g est dérivable sur }—g, 3 [

* 9(=35) =9(5)
D’apres le théoréme de Rolle il existe v € | -7, 2 tel que ¢/(a) = 0.
Comme 1 + tan? @ # 0 alors ceci donne f’(tana) = 0.

En posant ¢ = tan a on obtient bien un réel ¢ tel que f'(c¢) = 0.

Soit f : Ry — R une fonction de classe €" (n > 0) et z un réel strictement
positif.
a. Démontrer qu’il existe un réel A tel que :

i =IO 2

=l n!
b. En utilisant la fonction ¢ définie sur Ry par :
n—1 r(k) _ \n
fO) p (1)
o) = f(z) - T 2w~ 1) - 24
k=0
démontrer qu’il existe un réel ¢ € |0, z[ tel que :
n—1 g(k n
A " (n
fla) = S Pak + 2 s(e)
k=0
a. Il suffit de poser :
A=— — k
" (f(x) kz:‘; k! o

Ce réel est bien défini car f est de classe 6" et x est non-nul
b. La fonction ¢ est bien définie car f est de classe 6".

On remarque que par définition de A :

D’autre part, si t = z alors le terme (x — t)* s’annule pour tout k& > 1 mais il vaut 1 si
k = 0, ce qui montre que :

p(x) = f(z) — f(z) =0
On applique le théoreme de Rolle a la fonction ¢ sur intervalle [0, x].

Les fonctions f*) sont dérivables pour tout k = 0, ..., n—1, donc par produit et somme
la fonction ¢ est dérivable.
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Elle est donc continue sur [0, 2] et dérivable sur |0, z[.

Comme ¢(0) = ¢(x) alors par théoreme de Rolle il existe ¢ € ]0, z[ tel que ¢'(¢) =0

On calcule :
n—1 g(k+1) n—1 (k) " n—1
Vi e Ry O'(t) = —kz;;f X ®) (x —t)F + 1;1(2 _%( — )+ ((n _t)l)! A
gty 2 y0H() (2 — )t
——kz:%) X (x—t)k+kz:% o (z —t)F + = 1) A
_ f(n)(t) (x . t)nfl + <$ — t)n_lA

Comme ¢ € |0, z[ alors z — ¢ # 0, et donc 1'égalité ¢'(c) = 0 donne A = f(™)(c).
On a donc démontré qu'il existe ¢ € |0, x[ tel que :

00,

/(@) St ().

k=0

Ce résultat est connu sous le nom d’égalité de Taylor-Lagrange.

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe 6".

On suppose que f s’annule en un nombre infini de points.

Démontrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = f'(c) = 0.

Il existe une suite (u,),en d’éléments distincts de [a, b] tels que f(u,) = 0.

La suite (u,)new est incluse dans le segment [a, b], donc bornée.

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass il existe une suite extraite de (u,,) convergente.
On note (v,)nen cette nouvelle suite, et ¢ sa limite.

Pour tout n € N on a a < v, < b. Par théoréme de comparaison a < ¢ < b, donc ¢ € [a, b),
et f(c) est défini.

De plus comme f est continue alors la suite (f(v,))nen converge vers f(c).

Or f(v,) = 0 pour tout n € IN, donc la suite (f(v,))new converge vers 0, et ainsi f(c) = 0.
On applique le théoreme de Rolle sur chaque intervalle [vy,, vy 41], OU [Upi1, Uy

Pour tout n € IN, comme f est dérivable et f(v,) = f(v,41) alors il existe w,, entre v, et
Unt1 tel que f/(w,) =0.

Par théoréeme d’encadrement, comme les suites (v, )nen €t (Uni1)nenw convergent vers c
alors la suite (w,,) converge vers c.

Comme [’ est continue alors la suite (f’(w,)) converge vers f'(c). Comme f'(w,) = 0
pour tout n € N alors la suite (f/'(w,)) converge vers 0 et donc f'(c) = 0.

Il existe bien ¢ € [a, b] tel que f(c) = f'(c) = 0.
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