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Feuille de T. D. B10
Dimension

Exercices de cours

@ Soit £ =R3, F = Vect (u1,us) avec :
u; = (3,10, 10) us = (6,7,—6)
Enfin soit G = {(z,y,2) € E | 10z — 6y + 3z = 0}.
a. Donner la dimension de F' est démontrer qu’il est
inclus dans G.
b. Justifier que G ne peut étre de dimension 3 et en
déduire que F' = G.

@ Soit E = R*. Déterminer le rang des familles de
vecteurs suivantes :

F1= ((170707 O)a (0,07 ]-7 1)) (0707 Oa 1))

F» =((1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(0,1,1,0))
F3=0

Ja= ((1707070)a (27070a0)a (n,O an)) n € N*
Fs = ((1,0,0,0),(2,1,0,0 1,0

@ Démontrer qu’il existe une unique forme linéaire
¢ :R3 — R telle que :

e(1,1,1) =3 ¢(1,2,3) =5 ¢(1,3,6) = —2
Calculer ¢(u) pour tout élément u = (x,y, z) de R3.

@ Soit f P'application linéaire définie par
I R* — R3
(z,y,2,t) — (3x + 3y + 32 + 3t,
3z — 3y + 2z + 1,
20+ 2y+z2+1)
Calculer le noyau de f et démontrer que f est sur-
jective.

Travaux dirigés

Dans l’espace vectoriel E = R* on consideére les
sous-espaces vectoriels :
F={(z,y,2,t) EE |3z —y—2=2y+t=0}

G = Vect (v1,v2,v3) ot v = (1,-1,2,2)
vy = (2,1,4,-2)
vy = (1,2,2,—4)
Donner une base et la dimension des sous-espaces
vectoriels F', G, FNG, et F+G.

Dans E = R? on note F le sous-espace vectoriel

engendré par u; = (7,5,0) et us = (6,10,5).

a. Démontrer que F est le plan vectoriel d’équation
5z — Ty + 8z = 0.

b. Soit G la droite vectorielle engendrée par le vec-
teur uz = (8,9, 3). Démontrer que G est un sup-
plémentaire de F' dans E.

Dans 'espace vectoriel E = R* on considére la

famille F composée des vecteurs :

uy = (1,-1,-1,-1)
us = (2,0,2,0)
usz = (717 717 27 71)

a. Démontrer que cette famille est libre.

b. Soit G I’ensemble des vecteurs (z,y, z,t) tels que
y = t. Démontrer que Vect F = G par inclusion
puis en raisonnant sur la dimension.

¢. Compléter F en une base de E.

Soit E = R* et F, G, H les sous-ensembles de
FE d’équations respectives :

Fizx—2y+2t=3y+2=0
G:doe —2y+z2z=2x+2+4+2t=0
H:z+t=2—-y—2=0
a. Justifier que F, G, H sont des sous-espaces vec-
toriels de E et donner leurs dimensions.
b. Calculer FNG et FNH.
c. En déduire que F 4+ G = E, puis démontrer
que F'+ H est le sous-ensemble de F d’équation
T+y+z2+20=0.

Soit E = R* puis :
F={(x,y,2,t) EE| x —y+2z—t=0}
a. Déterminer la dimension de F'.
Soit G le sous-espace vectoriel de E engendré par
les vecteurs uy = (1,2,3,4) et ug = (4,3,2,1).
b. Démontrer que F+G = E. En déduire la dimen-
sion de FNG.

c. Déterminer une base d'un supplémentaire de
FNGdans F.

@ Soit B = K" avec n > 2 et (eq,...,e,) la
base canonique de E. Soit F' I’ensemble des n-uplets
(z1,...,25) de E tels que :

VE=2,...,n—1
a. Prouver que F' est un sous-espace vectoriel de F.

2T = Tp—1 + T4

b. Démontrer que les vecteurs u; = (1,...,1) et
us = (1,2,...,n) appartiennent a F.
c. On note G = Vect (es,...e,). Démontrer que

FnG={0g}.
d. Que peut-on en déduire sur la dimension de F'?

Soit H et H' deux hyperplans distincts d’un
espace vectoriel F de dimension n.

Déterminer H + H' et en déduire la dimension de
HnNnH'.
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Soit E =R, [X] avec n € N\ {0,1} puis :
F={PecFE| P1)=P(2) =0}
a. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de
FE et en donner une base.

b. Démontrer que R;[X] est un supplémentaire de
F dans E.

@ Soit n un entier naturel. On note M = M,,(K),
puis T et T les sous-espaces vectoriels de M conte-
nant les matrices respectivement triangulaires supé-
rieures et triangulaires inférieures.

a. Déterminer les sous-espaces 7 + T et TN T,
donner leurs dimensions.

b. Démontrer que lapplication M ~— *M est un
automorphisme de M.

Quelle est 'image de T par cet automorphisme ?

c. Déduire des deux questions précédentes la di-
mension de T et de T".

d. Retrouver ce résultat directement en exhibant
des bases de T et T".

Pour tout &k € N on définit sur R :

fr:trscos®t et gp:trs cos(kt)

a. Démontrer que la famille (f,,)nen est libre.
b. Démontrer par récurrence que pour tout n € N :
fn € Vect (go, - -, 9n)

c. Déduire des questions précédentes que la famille
(gn)nen est libre.

Déterminer si chacune des applications li-
néaires f ci-dessous est injective ou surjective.
a. f: R? — R?
($7y72) — (2$—y+2,fb—‘r2)
b. f:R? — R3
(z,y) — 3z —12y,0, —2z + 8y)
. f: R —R3
(z,9,2) — (z+y+z,2+y+ 22,2+ 2y + 22)
d f: R® —R*
(l’,y,Z) — (4y*Z,3$+2y+Z,
—3x+2y—2z,x — 6y + 2)

o

e. f: R* —R*
(z,y,2,t) — By +22z+¢,3z+2—1,
b —y+z—2t,4x +y+ 2z —t)
R> — R*
. @5) —> (21 4 222,11 — 229 — 223
To + T3 — Ty, 2209 — 224 + .’175)

f. f:

(:L‘h..

Soit n un entier positif non-nul et f ’endomor-
phisme de R™ défini par :

f(xla"'7xn) = ($2,$3,...,$n,1‘1)

Déterminer le rang de f puis de celui de g = Id — f.

Pour tout y € C*(R) on note :
e(y) =y" — 4y’ + 20y

a. Justifier que ¢ est une application linéaire de
C%(R) dans C°(R).

b. Déterminer le noyau de .

c. Soit n € N* fixé. On note E 'espace vectoriel des
fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal
an,ety: B — FE

y — o(y).
Démontrer que i est bien définie puis que c’est
un automorphisme.

On note f I'application :
fiR[X] — R3
P — (P(1),P(2), P(3))

a. Justifier que f est linéaire.

b. Démontrer que f est un isomorphisme.

c. Justifier qu’il existe un unique polynéme P de
degré au plus deux dont la courbe passe par les
points de coordonnées (1, —1), (2,—2) et (3,1).

d. Onpose: P = (X —2)(X —3)

P=—-(X-1)(X-3)

Py=L(X —1)(X —2)
Démontrer que la famille B = (Py, P», P3) est une
base de Ry[X].
Donner I'image de cette base par f.

e. Déterminer le polynéme P dont l'existence et
l'unicité ont été démontrées ci-dessus.

Soit m un entier naturel. On consideére S et A
les sous-espaces vectoriels de M = M,,(K) conte-
nant les matrices respectivement symétriques et an-
tisymétriques. On définit I’application :
f M —M
M — %(M + M)
a. Démontrer que S et A sont I'image et le noyau
de f.
b. Démontrer que f est un projecteur.
Que peut-on en déduire au sujet de S et A7
Quelle est la symétrie associée ?
c. Déterminer les dimensions de S et de A. Vérifier
que leur somme donne le résultat attendu.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie

et feL(E)telquergf=rgfof.

a. Démontrer que im f = im fof et ker f = ker fof.

b. Démontrer que E = im f @ ker f.

c. Réciproquement, démontrer que si im f et ker f
sont supplémentaires dans F alors rg f = rg fo f.

Soit f et g deux endomorphismes de F, espace
vectoriel de dimension finie n, tels que fo f =0 et
fog+go f=I1dg. Démontrer que n est pair.
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie
et f, g deux endomorphismes de E tels que f + g
est bijectif.

a. Démontrer que :
imf+img=FE et kerfNkerg={0g}
b. On suppose de plus que fog=0.
Démontrer que im g = ker f, et que ker g et im f
en sont deux supplémentaires.

Soit n et p deux entiers tels que 1 < p < n, et
B un polynome fixé de degré p. On définit :
[ K p[ X] x Kpq1[X] — K, [X]
(Q,R) — BQ+R

a. Démontrer que f est bien définie et linéaire.
b. Exprimer le degré de f(Q, R) en fonction de ceux

de @ et de R. En déduire le noyau de f.
c. Démontrer que f est un isomorphisme.

Quel théoreme retrouve-t-on ?

Soit A : K[X] — K[X]
P+— PX)—P(X-1).
. Démontrer que A est linéaire.
. Déterminer son noyau.
. Soit n € N* et A,, la restriction de A & K,[X].
Démontrer que im A,, = K,,_1[X].
d. En déduire que A est surjective.

Soit E, F', G trois espaces vectoriels de di-
mensions finies. Soit f € L(E,F), g € L(F,G) et
h € L(E,G).

a. Démontrer que si h = go f alors imh C im g et

ker f C ker h.

On suppose que imh C img. Le but de la suite
est de démontrer qu’il existe ¢ € L(E, F) tel que
h=gop.

o T

b. Soit (w1,...,w.) une base de im h. Démontrer
que chaque w; posseéde un antécédent u; par h et
v; par g.

c. Soit By = Vect (ug,...,Uy). Démontrer que E;
est un supplémentaire de ker h dans F.

d. Construire une application linéaire ¢ : £ — F
vérifiant h = g o .
On suppose maintenant que ker f C ker h.

e. Construire une application linéaire ¢ : F — G
telle que h = o f.

Soit n et m deux entiers avec 0 < m < n.
Soit (¢1,...,pm) une famille de m formes linéaires
non-nulles de F, espace vectoriel de dimension n.
Pour tout £k =1,...,m on note Hy = ker .
Soit F=HyN---NHp,.
Le but de cet exercice est de démontrer que F' est
de dimension n — m si et seulement si la famille
(@1, ., @m) est libre.
On définit 'application

f:E — K™

u — (@1(’11), SRR LPm(u))
a. Justifier que f est linéaire, déterminer son noyau.
Minorer la dimension de ce noyau.

b. Justifier que si dim F' = n — m alors pour tout
k =1,...,m, le vecteur e de K™ possede un

antécédent uy par f.
En déduire que la famille (1, ..., ., ) est libre.

c. Démontrer que si rg f < m alors im f est inclus
dans un hyperplan H de K. En déduire que la
famille (1, ..., pm) est liée.

d. Conclure.
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