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TD. B10
Dimension

Exercices de cours

@ Soit £ = R?, F = Vect (uy, uz) avec :
u = (3,10,10)  up = (6,7, —6)
Enfin soit G = {(z,y,2) € E | 10z — 6y + 3z = 0}.
a. Donner la dimension de F' est démontrer qu’il est
inclus dans G.

b. Justifier que G ne peut étre de dimension 3 et en
déduire que F' = G.

@ Soit E = R*. Déterminer le rang des familles de
vecteurs suivantes :

F1 =((1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1))

F5 = ((1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(0,1,1,0))
F3=0

F4=((1,0,0,0),(2,0,0,0),...,(n,0,0,0)) ncN*
Fs = ((1,0,0,0),(2,1,0,0),(3,2,1,0),

(47 3a 2a 1)7 (57 4a 37 2))

@ Démontrer qu’il existe une unique forme linéaire
¢ :R3 = R telle que :
0(1,1,1)=3 ©(1,2,3) =5 ¢(1,3,6) = —2

Calculer ¢(u) pour tout élément u = (z,y, 2) de R3.

@ Soit f I'application linéaire définie par
f: R* — R3
(z,y,2,t) — 3z + 3y + 3z + 3t,
3z — 3y + 2z + 1,
20+ 2y+z2+1)
Calculer le noyau de f et démontrer que f est sur-
jective.

Travaux dirigés

Dans l'espace vectoriel E = R* on considére les
sous-espaces vectoriels :

F={(z,y,z,t) €EE | 3z —y—2z=2y+t=0}
G = Vect (111, Va2, 1]3) ou v = (1, —1, 2, 2)
V2 = (25 1747 72)
vy = (1,2,2,—4)
Donner une base et la dimension des sous-espaces
vectoriels F', G, FNG, et F+G.

Dans E = R? on note F le sous-espace vectoriel
engendré par u; = (7,5,0) et ug = (6,10,5).

a. Démontrer que F' est le plan vectoriel d’équation
5z — Ty + 8z = 0.

b. Soit G la droite vectorielle engendrée par le vec-
teur ug = (8,9,3). Démontrer que G est un sup-
plémentaire de F' dans F.

Dans I’espace vectoriel E = R?* on considere la
famille & composée des vecteurs :

uy = (17 713 717 71)

Uy = (2, 0, 2, 0)

us = (—1,-1,2,-1)

a. Démontrer que cette famille est libre.

b. Soit G 'ensemble des vecteurs (z,y, z, t) tels que
y = t. Démontrer que Vect ¥ = G par inclusion
puis en raisonnant sur la dimension.

¢. Compléter F en une base de F.

Soit E = R* et F, G, H les sous-ensembles de
FE d’équations respectives :
F:x—2y+2t=3y+2=0
G:dx—2y+z2=2x+2+2t=0
H:iz+t=2—-y—2=0
a. Justifier que F, G, H sont des sous-espaces vec-
toriels de E et donner leurs dimensions.
b. Calculer FNG et FNH.
c. En déduire que F + G = FE, puis démontrer
que F' + H est le sous-ensemble de F d’équation
T+y+z+2t=0.

Soit £ = R* puis :
F={(z,y,2,t) EE| x—y+2z—t=0}
a. Déterminer la dimension de F'.
Soit G le sous-espace vectoriel de F engendré par
les vecteurs uy = (1,2,3,4) et ug = (4,3,2,1).
b. Démontrer que F'+G = E. En déduire la dimen-
sion de FNG.

c. Déterminer une base d’un supplémentaire de
F NG dans F.

IEI Soit H et H' deux hyperplans distincts d’un
espace vectoriel F de dimension n > 2.

Déterminer H + H’ et en déduire la dimension de
HnNH.

Soit E = R, [X] avec n € IN\ {0, 1} puis :
F={PeFE| P(1)=P(2)=0}
a. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de
FE et en donner une base.

b. Démontrer que R;[X] est un supplémentaire de
F dans E.
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Soit n un entier naturel. On note M = A, (K),

. / .
puis J et I les sous-espaces vectoriels de A conte-
nant les matrices respectivement triangulaires su-
périeures et triangulaires inférieures.

2 . / /
a. Déterminer les sous-espaces T+ et TNT', don-
ner leurs dimensions.

b. Démontrer que l'application M ~ fM est un
automorphisme de .

Quelle est I'image de I par cet automorphisme ?

c. Déduire des deux questions précédentes la di-
mension de I et de .

d. Retrouver ce résultat directement en exhibant
des bases de T et T'.

@ Pour tout k¥ € IN on définit sur R :

fe:trrcosft et gt cos(kt)

a. Démontrer que la famille (f,,)nen est libre.
b. Démontrer par récurrence que pour tout n € IN :

fn € Vect (go,---,9n)

c. Déduire des questions précédentes que la famille
(gn)nen est libre.

On définit les applications :
f: R?> — R*
(x1,...,25) — (21 + 229,21 — 229 — 223
To + T3 — Ty, 209 — 204 + .%‘5)
g: R}® —R*
(z,y,2) — (dy — 2,3z + 2y + z,
—3x+2y—2z,x — 6y +2)

En utilisant le théoreme du rang :

a. Démontrer que f est surjective.

b. Démontrer que 'image de g est un hyperplan.

Soit n un entier positif non-nul et f ’endomor-
phisme de R défini par :
f(xlv cee 7xn) = (1'2,1'33 s axnvxl)

Déterminer le rang de f puis de celui de g = Id — f.

Pour tout y € 6*(R) on note :
ely) =y" — 4y + 20y
a. Justifier que ¢ est une application linéaire de
6*(R) dans 6" (R).
b. Déterminer le noyau de ¢.

c. Soit n € IN* fixé. On note R, [z] 'espace vecto-
riel des fonctions polynomiales de degré inférieur
ou égal & n, et ¥ : R, [x] — Ry [z]

y — »(y).
Démontrer que v est bien définie puis que c’est
un automorphisme.

Soit m un entier naturel strictement positif.
a. Soit a, by, ..., b, des scalaires.
Démontrer qu’il existe un et un seul polynéme P
de degré au plus n tel que :
Vk=0,....,n  P®(a) =10,
b. Soit ag, ..., qa, des scalaires distincts, Sy, ...
des scalaires quelconques.

+Bn

Démontrer qu’il existe un et un seul polynéme P
de degré au plus n tel que :

Vk=0,...,n P(ag) = Bk

Soit n un entier naturel. On considere & et
o les sous-espaces vectoriels de M = M., (K) conte-
nant les matrices respectivement symétriques et an-
tisymétriques. On définit I’application :
fM — M
M — %(M + M)
a. Démontrer que & et of sont 'image et le noyau
de f.
b. Démontrer que f est un projecteur.
Que peut-on en déduire au sujet de ¥ et o 7
Quelle est la symétrie associée a f 7
c. Déterminer les dimensions de & et de . Vérifier
que leur somme donne le résultat attendu.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie

et f € L(E) tel querg f =rg(fo f).

a. Démontrer que im f = im fof et ker f = ker fof.

b. Démontrer que E = im f & ker f.

c. Réciproquement, démontrer que si im f et ker f
sont supplémentaires dans E alorsrg f = rg fof.

Soit f et g deux endomorphismes de E, espace
vectoriel de dimension finie n, tels que fo f =0 et
fog+go f=1Idg. Démontrer que n est pair.

Soit E un espace vectoriel de dimension paire.

a. Démontrer qu’il existe un endomorphisme f de
E tel que ker f =im f.

b. Plus généralement, si E est de dimension quel-
conque, F' et G sont deux sous-espaces vectoriels
de F tels que dim F' + dim G = dim F, démon-
trer qu’il existe f € L(F) tel que F = ker f et
G=imf.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie
et f, g deux endomorphismes de F tels que f + g
est bijectif.

a. Démontrer que :
imf+img=FE et kerfnkerg={0g}
b. On suppose de plus que fog=0.
Démontrer que im g = ker f, et que ker g et im f
en sont deux supplémentaires.
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Soit n et p deux entiers tels que 1 < p < n, et
B un polynéme fixé de degré p. On définit :

fiKnp_p[X] x Kp_1[X] — K, [X]
(Q,R) — BQ+ R
a. Démontrer que f est bien définie et linéaire.

b. Exprimer le degré de f(Q, R) en fonction de ceux
de @ et de R. En déduire le noyau de f.

c. Démontrer que f est un isomorphisme.

Quel théoreme retrouve-t-on ?

Soit A : K[X] — K[X]
P+— P(X)-P(X-1).
a. Démontrer que A est linéaire.
b. Déterminer son noyau.
c. Soit n € IN* et A,, la restriction de A a K, [X].
Démontrer que im A,, = K,,_1[X].

d. En déduire que A est surjective.

Soit A une matrice inversible de ., (K).

On note K[A] P'ensemble des polynémes en A :

K[A] = {P(A) | PeK[X]}.

a. Justifier que IK[A] est un sous-espace vectoriel de

b. En considérant 'application M — AM, démon-
trer que A~! est un polyndme en A.

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie
non-nulle.

A toute forme linéaire ¢ sur E et tout vecteur a de
E on associe application ¢, : u — p(u)a.

a. Justifier que ¢, est un endomorphisme de E.

b. On suppose que @ et a ne sont pas nuls.

Démontrer que rg(¢,) = 1, et donner une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que ¢, soit un
projecteur.

c. Soit f un endomorphisme de E de rang 1.
Démontrer qu’il existe ¢ € L(E,K) et a € E tels
que f = @a.

Soit E, F, G trois espaces vectoriels de di-

mensions finies. Soit f € L(E,F), g € L(F,G) et

he%(E,G).

a. Démontrer que si h = go f alors imh C img et
ker f C ker h.

On suppose que imh C img. Le but de la suite

est de démontrer qu’il existe ¢ € L(E, F) tel que

h=goey.

b. Soit (w1,...,w.) une base de im h. Démontrer
que chaque w; possede un antécédent u; par h et
v; par g.

c. Soit Fy = Vect (u1, ..., Uy). Démontrer que E;
est un supplémentaire de ker h dans F.

d. Construire une application linéaire ¢ : E — F
vérifiant h = g o .

On suppose maintenant que ker f C ker h.

e. Construire une application linéaire ¢ : ' — G
telle que h =y o f.

Soit n et m deux entiers avec 0 < m < n.
Soit (@1, ..., pm) une famille de m formes linéaires
non-nulles de E, espace vectoriel de dimension n.
Pour tout £k =1,...,m on note Hy = ker .
Soit F=HyN---NHp,.
Le but de cet exercice est de démontrer que F' est
de dimension n — m si et seulement si la famille
(¢1,.-.,pm) est libre.
On définit 'application

f:E — K™

u — (p1(u), ..., om(u))
a. Justifier que f est linéaire, déterminer son noyau.
Minorer la dimension de ce noyau.

b. Justifier que si dim F' = n — m alors pour tout
k =1,...,m, le vecteur e; de IK™ possede un

antécédent uy par f.
En déduire que la famille (1, ..., ., ) est libre.

c¢. Démontrer que si rg f < m alors im f est inclus
dans un hyperplan H de K™. En déduire que la
famille (o1, ..., ¢m) est lide.

d. Conclure.
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