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TD. A8
Développements limités

Exercices de cours
@ Donner un développement limité a l'ordre 3 en
1+

@ Calculer par produit le développement limité de
e®(1+e?®) en 0 & lordre 4 et vérifier ainsi I'un des
développements limités calculés précédemment.

0 de la fonction z +—

@ Donner les développements limités de H% et de

ﬁ a Dordre 5. Calculer la somme, puis le produit
de ces développements limités et vérifier ainsi deux
fois I'un des développements limités calculés précé-

demment.

@ Donner un développement limité de cos(2z) en
0 a lordre 6 en utilisant le développement limité de
cos u, puis la formule cos(2z) = 1 — 2sin? z.

@ Calculer les développements limités de :

a. €T en 0 a Pordre 3

b. V4 + x en 0 a 'ordre 2.

@ Donner les développements limités des fonctions
suivantes en 0 & l'ordre 3 :

1
a. In(e™®+1) b.

cosT — sinzx

@ Donner un développement limité en 4 a ’ordre

2de f:x— x+5.

A laide de la formule de Taylor-Young, don-
ner le développement limité de la fonction sin en
a = —7% a l'ordre 3.

2=
b. lim Vi-V2-w
=1 In(z) — In(2 — z)
On considére :  f(z) = ﬁ
a. Donner un développement limité de g(h) =
ﬁ a ’ordre 3 en 0.

b. Donner un développement limite de f en 0 et en
1 a ordre 2.

c¢. Donner un développement limite de f en 2 a
lordre 3.

Dans ces trois cas, donner la tangente a la courbe

de f et la position de la courbe par rapport a cette
tangente.

@ Donner un développement limité en 2 a ’ordre

1 de: - JiT2o9

fz) = WoEs
Démontrer que f est prolongeable par continuité
en 2 et que ce prolongement par continuité est dé-
rivable.

@ Décrire le comportement asymptotique en 400
de :
fl@)=vV1+z+ 22

@ Décrire le comportement asymptotique de la
suite :
(n +1In n> "
Uy = | ——— | .
n

Donner un équivalent en +oo de (2”)

n

Travaux dirigés

Calculer, dans chacun des cas suivants, le déve-
loppement limité & l'ordre n de f;(z) en 0.

n=>5 fi(z) = sin (z — 2?)
n=4 fo(x) = e% sh2z
n=6  f3(x)=(1-cosx)?
n==~6 fa(z) = arccosx
n=2 fs(x 1715(21”)
arcsin 2z

(
(
(
(
n=>5 fo(z
(
(
(

n=3 fr(x zln(1+x\/l+6x)
n=>5 fs(z) =thz
n==06 fo(x) =cos® x
n==6 f10(:c)=/ e~ /2qt
0
n=>5 fi1(x) = arctan 2z + In i—i

Soit f la fonction définie sur R par :
1
e =z

fz) = {

sixz >0

0 sinon.

a. Justifier que pour tout n € N :  f(x) (:)o(x”)
0
b. Démontrer que f admet un développement limité
en 0 & tout ordre mais que ce développement li-

mité est nul.



Développement limité de la tangente en 0.

a. Donner le développement limité de la fonction
tangente en 0 & ’ordre 0.

b. Sachant que tan’ z = 1 + tan? z, calculer par in-
tégrations successives le développement limité de
tanx en 0 a l'ordre 1, puis 3, puis 5.

Variante du précédent.

a. Justifier que la fonction tangente admet un dé-
veloppement limité en 0 de la forme :

tan x 5 a1z + azz® + azx® + o(x°).

b. Sachant que tan’z = 1 + tan® z, déterminer les
valeurs de a1, as, as.

Soit f la fonction définie sur R* par :
e’ —1
fz) =

x

a. Démontrer que f est prolongeable par continuité
sur R et que ce prolongement est deux fois déri-
vable.

x

b. En utilisant la fonction g(x) = — 1+ e~ %, étu-

dier les variations de f.
c. Décrire le comportement de f au voisinage de 0.
Tracer l'allure de sa courbe.

IEI Soit n € IN. Déterminer le développement limité
de f(x) en 0 & Vordre n+ 1 ol :

n

fo)=tn(1+z+5 + 2.

n!

Calculer, dans chacun des cas suivants, le déve-
loppement limité & lordre n de f;(z) en a.

Décrire la courbe de f; au voisinage du point a.

n=4 a=1 fl():ln‘”

n=3 a=-3 fofz)=

n=3 a=+400 f3(r)=

n=2 a=1In3 fq(x)=shx

n=3 a=3 f5(x) = cos2x
n=2 a=7% fo(x) = tanzx

n=4 a=1 f7(x) = arctanz
n=4 a=1 fs(x) = arcsinx
n=2 a=2 folx) =27

n=2 a=2  fol) =525
n=2 a=-1 fu(s)= Yol
n = a = —0o0 2(1’) xngjJrl

n= a=+00 fiz(z)=Vr2+3— Va2 +2

Calculer les limites suivantes.

3tan z—tan (3z)

a. }jli}r%) z(1—cos (3z))
. z(ch z—cos ) —3(sh z—sin x)
b. lim & )ﬂ (

x—0

: e e’”
aljli)% (shz Sinz)

1
¢ }cl_,o(m ln(ler)) d.

1
e. lim (% +cosz — %(3052 x);‘

z—0
Eom (o mt) e lm o
b lim s i lim YAV
L) ko lim e
. lim %; m. lim 7)/?1’721
r—64 T—2 z
n. Ih_r)n% wfixagic;saz
o. lim Va3+7—-+Vz2+5
T—r+00
p. lim Spes

IEI Déterminer le comportement asymptotique des
fonctions suivantes en £oo.

file) = =oEE falw) = VT =1
fa(@) = /(z = 1)(z = 3) +2

falw) = =5t folz) = /70— 82)
fo(z) = V83 + 22 — V922 +

fr(z) = ZtLed fula) = zeTh

fo(z) = @ nl4o) fio(z) = Inchz

Donner un développement asymptotique a
l'ordre k des suites suivantes.

k=2 u,= 27;__13 k=3 wv, =arctann
k=3 w, = arctan (n + l)
k=2 x, —tan( ) k=2 yn:<ni+l)
k=2 z,=VUn?+3n+1

Pour tout n € IN* on pose :

3n
=[] *

k=2n
A Daide de la formule de Stirling donner un équi-
valent simple de u,, en 400 puis de u,,.

Y é Un
On pourra considérer 5*.



